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Аннотация
Рассматривается процесс фильтрационной консолидации упругого насыщенного тела

под действием мгновенно приложенной к его поверхности нормальной нагрузки. К извест-
ной схеме пространственной консолидации добавляется равенство, полученное с использо-
ванием условий совместности деформаций. Показано, что сумма эффективных нормаль-
ных напряжений удовлетворяет уравнению теплопроводности и при известных граничных
условиях может быть найдена как решение соответствующей краевой задачи. Вводится
связанная с давлением вспомогательная функция, удовлетворяющая уравнению Лапла-
са. Граничное условие для неё определяется граничным условием для указанной выше
суммы. Предложенная схема исследования консолидации упругого тела иллюстрирует-
ся на примере равномерного нормального нагружения поверхности упругого пористого
шара. В аналитическом виде найдены давление жидкости, полные и эффективные нор-
мальные напряжения скелета, смещения точек шара и его поверхности в процессе консо-
лидации. Показано, что давление жидкости в каждой фиксированной точке внутри шара
падает с ростом времени.
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Введение

Становление и развитие теории фильтрационной консолидации связано с ра-
ботами [1–4] и др. Общая математическая модель консолидации и аналитические
методы ее исследования были предложены в [5–7]. Анализ уравнений механики на-
сыщенных пористых сред с позиций механики сплошных сред проведен в [8, 9]. По
исследуемой тематике выполнены многочисленные работы, в частности описанные
в [10, 11]. Достаточно полная библиография приведена в [12, 13]. В [14] в предпо-
ложении, что выполняется гипотеза Терцаги [1], согласно которой полное напря-
женное состояние в системе жидкость – порода не зависит от времени, исследована
консолидация упругого полупространства под осесимметричной нагрузкой. В ра-
боте [15] предложена математическая модель консолидации в условиях плоской
деформации упругого полупространства под действием произвольной вертикаль-
ной нагрузки на его поверхность без использования вышеупомянутой гипотезы, но
с привлечением уравнения совместности. Модель позволила получить аналитиче-
ские представления для давления жидкости и полных нормальных напряжений
упругого пористого скелета.

В настоящей работе подход, примененный в [15], реализован для развития соот-
ветствующей математической модели консолидации упругого насыщенного пори-
стого тела под действием произвольной нормальной нагрузки на его поверхность.
В качестве примера изучена консолидация упругого насыщенного пористого шара,
на поверхности которого равномерно распределена нормальная нагрузка. Найдены
давление жидкости, полные напряжения скелета и смещения поверхности шара как
функции радиальной координаты и времени.
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1. Математическая модель консолидации
упругого насыщенного тела

Рассматривается процесс фильтрационной консолидации насыщенного жидко-
стью упругого пористого односвязного тела, находящегося под действием мгновен-
но приложенной нормальной нагрузки на его поверхность. Пусть xi , i = 1, 2, 3, –
координаты точки тела, t – время, σ11 , σ22 , σ33 – компоненты полных напряжений,
p = p(xi, t) – давление жидкости. Полные напряжения в скелете тела представля-
ются соотношением

σij = σf
ij − pδij , (1)

где σf
ij – эффективные напряжения [1, 8], δij – символ Кронекера.

Считается, что сжимаемостью скелета и жидкости можно пренебречь и что
объемные деформации скелета связаны с переупаковкой зерен.

Математическая модель консолидации включает в себя полное уравнение дви-
жения (квазиравновесия) фаз, уравнения неразрывности (баланса масс), закон
фильтрации, реологическое соотношение для пористого скелета, граничные и на-
чальные условия.

В результате выделения из полного уравнения движения фаз его статической
компоненты это уравнение представляется в виде [16, 17]:

∂σf
ij

∂xj
− ∂p

∂xi
= 0. (2)

Условие неразрывности процесса консолидации выглядит следующим обра-
зом [17]:

div q +
∂Θ
∂t

= 0, (3)

где q = m(v − ∂u/∂t) – скорость фильтрации, Θ = div u – объемная деформа-
ция скелета, m – пористость скелета, v и ∂u/∂t – среднефазовые макроскорости
жидкой и твердой фазы соответственно, u – смещения точек скелета.

Закон фильтрации принимается линейным (закон Дарси)

q = − k

µ0
∇p, (4)

где k = const – проницаемость скелета, µ0 – вязкость жидкости.
Реологическое соотношение для пористого скелета (закон упругости) представ-

ляется в виде [9]
σf

ij = λΘδij + 2µεij , (5)

где
εij = (1/2) (∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi)

есть тензор макродеформаций, λ , µ – коэффициенты Ламе упругой пористой мат-
рицы.

В момент времени t = 0 к поверхности тела S прикладывается нормальная
нагрузка

Π = Π(x1, x2, x3), xi ⊂ S.

При этом полагаем, что согласно [2, 4] эффективные напряжения равны нулю,
скелет абсолютно несжимаем, и вся нагрузка воспринимается жидкостью.
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На поверхности S для давления принимается условие «высокопроницаемого
поршня» [9]

p(x1, x2, x3, t) = 0, xi ⊂ S. (6)

Пусть
J = σ11 + σ22 + σ33, Jf = σf

11 + σf
22 + σf

33, (7)

где J – первый инвариант напряжений [16]. Из формул (1), (7) вытекает связь

p =
1
3
(Jf − J). (8)

Из соотношений (3), (5) следует, что при t ≥ 0

∂Jf

∂t
=

Ek

(1− 2ν)µ0
∆p, (9)

где E – модуль Юнга, ν – коэффициент Пуассона.
Известные в теории упругости условия совместности деформаций приводят

к равенству [18]:

∆p =
1− ν

1 + ν
∆Jf , (10)

которое добавляется к уравнениям и соотношениям (1)–(6) математической модели
консолидации насыщенного пористого тела.

Из (9), (10) вытекает уравнение

∂Jf

∂t
= κ∆Jf , (11)

где

κ =
k

µ0

1− ν

1− ν − 2ν2
E. (12)

Начальное условие для функции Jf имеет вид [14]

Jf (x1, x2, x3, 0) = 0. (13)

На поверхности тела выполняется условие (6) и Jf = J . Таким образом, гра-
ничное условие для функции Jf совпадает с граничным условием для функции J .

Введем вспомогательную функцию

F = p− 1− ν

1 + ν
Jf , (14)

которая в соответствии с (10) удовлетворяет уравнению Лапласа

∆F = 0. (15)

Задание граничного условия для функции J с учетом формул (6), (8), (14)
определяет граничное условие для функции F .

2. Консолидация упругого насыщенного шара
под равномерной нормальной нагрузкой

Описанная в разд. 1 схема исследования процесса консолидации упругого на-
сыщенного жидкостью тела под действием нормальной нагрузки на его поверх-
ность используется ниже для случая тела, представляющего собой шар, к поверх-
ности которого в момент времени t = 0 прикладывается равномерная нагрузка Π .
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Отметим, что в работе [19] получено решение задачи консолидации для шара на
основании теории М. Био [5].

Введем сферические координаты r , ϕ , θ . В центре шара r = 0 , радиус шара
равен R .

Пренебрегая объемом пор, выпишем известное решение задачи о деформации
ненасыщенного упругого шара под действием той же нагрузки [20]

σr(r) = σϕ(r) = σθ(r) = −Π, (16)

ur(r) = −Π(1− 2ν)r
E

. (17)

Здесь σr ,σϕ , σθ – нормальные напряжения, ur – нормальные смещения точек
скелета. Представим нормальные напряжения в виде

σr = σf
r − p, σϕ = σf

ϕ − p, σθ = σf
θ − p,

где σf
r ,σf

ϕ , σf
θ – эффективные напряжения в скелете шара.

Сумма эффективных нормальных напряжений Jf = σf
r + σf

ϕ + σf
θ есть первый

инвариант напряжений, он связан с объемной деформацией скелета Θ = εr+εϕ+εθ

соотношением
Jf =

E

1− 2ν
Θ. (18)

При этом известно [21], что

Θ =
1
r2

d

dr
(r2ur). (19)

Начальное условие для функции Jf (13) в данном случае имеет вид

Jf (r, 0) = 0. (20)

Граничное условие для Jf вытекает из условий (6), (8), (16)

Jf (R, t) = −3Π. (21)

Краевая задача (11), (12), (20), (21) для шара имеет следующее решение [22]:

Jf (r, t) = −3Π

[
1− 2R

πr

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin

πnr

R
exp

(
−κπ2n2t

R2

)]
. (22)

Граничное условие для функции F = F (r) , удовлетворяющей уравнению (15),
в соответствии с (6), (8), (21) имеет вид

F (R) =
3Π(1− ν)

1 + ν
. (23)

Краевая задача (15), (23) для шара имеет тривиальное решение

F (r) =
3Π(1− ν)

1 + ν
. (24)

Из (14), (22), (24) находим давление жидкости p = p(r, t) . Пусть

T =
κπ2t

R2
, P (r, T ) =

p(r, t)
Π

.
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Тогда

P (r, T ) =
6(1− ν)
1 + ν

R

πr

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin

πnr

R
exp(−Tn2). (25)

Согласно (25) давление в центре шара есть

P (0, T ) =
6(1− ν)
1 + ν

∞∑
n=1

(−1)n+1 exp(−Tn2), T > 0.

Из соотношений (8), (22) определяется сумма полных нормальных напряжений

J(r, T ) = −3Π

[
1 +

4(1− 2ν)
1 + ν

R

πr

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin

πnr

R
exp(−Tn2)

]

и нормальные напряжения

σr(r, T ) = σϕ(r, T ) = σθ(r, T ) =
J(r, T )

3
.

Далее найдем нормальное смещение ur = ur(r, T ) . Из (18), (19) следует урав-
нение

1
r2

d

dr
(r2ur) =

1− 2ν

E
Jf (r, T ), (26)

где Jf представлена формулой (22).
Функция ur = ur(r, T ) , удовлетворяющая уравнению (26), (22) и условию

ur(0, T ) = 0 , имеет вид

ur(r, T ) = −Π(1− 2ν)
E

×

×
(

r − 6R3

π3r2

∞∑
n=1

(−1)n+1

[
sin(πnr/R)

n3
− πr

R

cos(πnr/R)
n2

]
exp(−Tn2)

)
.

При этом

lim
T→∞

ur(r, T ) = −Π(1− 2ν)r
E

,

что согласуется с формулой (17).
Введем безразмерные величины

Ur(r, T ) =
Eur(r, T )

ΠR
, f(T ) = 1− 6

π2

∞∑
n=1

1
n2

exp(−Tn2).

Безразмерное смещение точек поверхности шара, на которой r = R , описыва-
ется формулой

Ur(T ) = −(1− 2ν)f(T ).

3. Результаты расчетов

На основании формул (22), (25), полученных в разд. 2, проведены численные
расчеты распределения давления и суммы эффективных нормальных напряжений
в шаре. На рис. 1, где r = r/R , Σf = Jf/Π , представлены результаты расчетов
при ν = 0.25 .

При t = 0 Jf = 0 , ν = 1/2 , и из (14), (24) следует, что P (r, 0) = 1 .
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Рис. 1. Давление жидкости P (r, T ) и сумма эффективных нормальных напряжений
Σf (r, T ) при ν = 0.25 : 1) T = 0.01 , 2) T = 0.1 , 3) T = 0.2 , 4) T = 0.5 , 5) T = 1 ,
6) T = 2 , 7) T = 5

С началом процесса фильтрации (условно при t = 0+0) величина Jf близка к
нулю, и давление мгновенно повышается до уровня, рассчитываемого по формуле
(24) c отвечающим упругой среде коэффициентом Пуассона.

В соответствии с (25) с ростом времени давление жидкости падает, стремясь
к нулю, при этом нагрузка постепенно передается на скелет. Следует отметить,
что в решении, полученном в работе [19] на основании модели М. Био, давление
жидкости в центре шара с течением времени сначала растет, затем падает.

Заключение

Показано, что исследование процесса консолидации упругого насыщенного
жидкостью тела под действием мгновенно приложенной к его поверхности нор-
мальной нагрузки сводится к решению уравнений теплопроводности и Лапласа
при соответствующих начальном и граничных условиях. При равномерном на-
гружении поверхности шара найдены зависящие от времени давление жидкости,
полные нормальные напряжения и смещение поверхности шара.
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Abstract

The process of seepage consolidation of an elastic saturated body under the normal load
that is instantly applied to its surface has been considered. An equality obtained using the con-
ditions of compatibility of deformations has been added to the well-known spatial consolidation
scheme. It has been shown that the sum of effective normal stresses satisfies the heat equation
and can be found as a solution to the corresponding boundary value problem. A pressure-rela-
ted auxiliary function that satisfies the Laplace equation has been introduced. The boundary
condition for it is determined by the boundary condition for the above sum. The proposed
scheme for studying the consolidation of an elastic body has been illustrated by the example
of uniform normal loading on the surface of an elastic porous sphere. In the analytical form,
the pressure of the fluid, the total and effective normal stresses of the skeleton, the displace-
ment of points of the sphere and its surface in the process of consolidation have been found.
It has been demonstrated that the pressure of the fluid at each fixed point inside the sphere
decreases with increasing time.

Keywords: consolidation, elastic body, load, pressure

Figure Captions

Fig. 1. The fluid pressure P (r, T ) and the sum of effective and normal stresses Σf (r, T )
at ν = 0.25: 1) T = 0.01, 2) T = 0.1, 3) T = 0.2, 4) T = 0.5, 5) T = 1, 6) T = 2, 7) T = 5.
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