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Аннотация

В работе показано, что между вычислимой вложимостью классов алгебраических
структур, основанной на операторах перечисления, и тьюринговой вложимостью име-
ется промежуточное понятие, основанное на использовании неинъективных представле-
ниях алгебраических структур. Проблема экивалентности этого понятия инъективной
вычислимой вложимости связана с проблемой эффективной факторизации структуры с
помощью оператора перечисления.
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Введение

Вычислимые вложения классов алгебраических структур были введены и на-
чали изучаться в работе Калверта, Камминса, Миллер и Найт [1] как алгоритмиче-
ский аналог борелевских вложений. При этом было выделено два конкурирующих
подхода к таким вложениям: строгие вложения K0 ≤c K1 посредством операторов
перечисления и слабые вложения K0 ≤tc K1 посредством тьюринговых операторов
(более подробно изученных в работе [2]). Первый подход кажется более естествен-
ным и правильным при исследовании вычислимых вложений, однако он оказался
довольно трудным для изучения, из последних работ в этом направлении мож-
но лишь выделить работу [3]. Второй же подход оказался достаточно гибким для
формулировки и доказательства ряда интересных о вложении естественных клас-
сов алгебраических структур, см. работы [4–6].

В настоящей работе будут продолжены исследования [7] соотношений между
этими двумя вариантами вычислимой вложимости. Всюду ниже подразумевается,
что классы структур замкнуты относительно изоморфизма, а структуры имеют
универсум, состоящий из натуральных чисел. Каждая структура, в свою очередь,
идентифицируется со своей атомной диаграммой.

Определение 1 [1, 2]. Класс K0 вычислимо вложим в класс K1 , обознача-
ется K0 ≤c K1 , если существует оператор перечисления Γ со следующими свой-
ствами:

A. Для всех A ∈ K0 , Γ(A) является структурой из K1 ;
B. Для всех A,B ∈ K0 справедливо A ∼= B тогда и только тогда, когда

Γ(A) ∼= Γ(B) .
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При замене операторов перечисления на тьюринговые операторы мы получим
понятие тюрингового вложения K0 ≤tc K1 [1, 2], более слабого, чем вычислимая
вложимость.

Предложение 1 (Гринберг, Калимуллин, см. также [2]). Если K0 ≤c K1 ,
то K0 ≤tc K1 .

Известно [7], что тьюринговая вложимость не эквивалентна вычислимой вычис-
лимости. Например, класс линейных порядков {1, 2} (линейных порядков из одно-
го или двух элементов) тьюрингово вложим в класс линейных порядков {ω, ω∗} ,
но {1, 2} 6≤c {ω, ω∗} в силу свойства монотонности операторов перечисления.

Предложение 2 (Свойства операторов перечисления). Пусть Γ – опе-
ратор перечисления. Тогда

A. (Монотонность) . Из A ⊆ B следует Γ(A) ⊆ Γ(B) .
B. (Непрерывность) . Если R – атомное предложение или отрицание атомно-

го предложения, то из R ∈ Γ(A) следует существование конечной подструктуры
F ⊆ A такой, что R ∈ Γ(B) для любого B ⊇ F .

Другой пример отличия двух видов вложимости можно получить из следую-
щего предложения, доказанного в [7].

Предложение 3 [7]. Существует класс K неориентированных конечных гра-
фов со следующими свойствами:

A. Существует фридбергова вычислимая нумерация {Xn}n∈ω класса K такая,
что каждый граф Xn , n ∈ ω , вложим в граф Xn+1 .

B. Не существует фридберговой нумерации {Yn}n∈ω подкласса K такого, что
Yn ⊆ Yn+1 для каждого n .

Первое утверждение предложения обеспечивает вложение FLO ≤tc K, где
FLO = {0, 1, 2, . . . } – класс конечных линейных порядков. С другой стороны, из
свойства монотонности операторов перечисления следует FLO 6≤c K .

В настоящей работе мы изучим промежуточную вложимость, допустив неинъ-
ективное представление структур в вычислимой вложимости. А именно, дадим
следующее

Определение 2. A. Для структуры A пусть Ã – структура с новым отноше-
нием конгруэнтности ∼ таким, что:

(a) класс конгруэнтности каждого элемента Ã бесконечен;
(b) фактор-структура Ã/ ∼ изоморфна A .

B. Для класса K пусть K̃ = {Ã : A ∈ K} .
Тогда мы немедленно получим K ≤c K̃ и K̃ ≤tc K. Нетрудно также заме-

тить, что ˜̃
K ≤c K̃. Возникает вопрос, является ли обратимой первая импликация

в последовательности импликаций

K0 ≤c K1 =⇒ K̃0 ≤c K̃1 =⇒ K0 ≤tc K1.

(вторая импликация необратима, поскольку {1̃, 2̃} 6≤c {ω̃, ω̃∗} в силу того же
свойства монотонности). Другими словами, всегда ли имеет место вложимость
K̃ ≤c K ? В частности, существует ли оператор перечисления Γ такой, что
Γ(X ) ∼= X/ ∼ для различных структур X , имеющих символ конгруэнтности ∼?

Ясно, что такой оператор должен существовать, если каждый тип изоморфизма
в конечном классе K имеет определяющее его экзистенциальное предложение.
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Отметим, что если K – класс конечных графов из предложения 3, то нетрудно
видеть, что подклассы класса K̃ также не обладают фридберговыми нумерациями
{Ỹn}n∈ω , для которых выполнено включение Ỹn ⊆ Ỹn+1 . Поэтому для класса ко-
нечных линейных порядков FLO наряду с FLO 6≤c K будет также иметь место
FLO 6≤c K̃ и, тем более, F̃LO 6≤c K̃ . Тем не менее предложение 3 окажется в даль-
нейшем полезным.

Результаты

Докажем сначала, что K̃ 6≤c K может иметь место для бесконечных классов
конечных структур.

Теорема 1. Существует класс K неориентированных конечных графов та-
кой, что K̃ 6≤c K .

Доказательство. Пусть K – класс из предложения 3. Предположим, что
K̃ ≤c K посредством оператора перечисления Γ . Преобразуем фридбергову
нумерацию {Xn}n∈ω во фридбергову нумерацию {X̃n}n∈ω таким образом, что
X̃n

⋂ X̃m = ∅ для n 6= m .
Для каждого n зафиксируем вложение g : X̃n → X̃n+1 и рассмотрим объеди-

ненную структуру X̃n

⊎ X̃n+1 , в которой каждый класс конгруэнтности x̃ , x ∈ Xn ,
объединен с классом конгруэнтности g̃(x) . Тогда X̃n

⊎ X̃n+1
∼= X̃n+1 и, по свой-

ству монотонности, Γ(X̃n)
⋃

Γ(X̃n+1) ⊆ Γ(X̃n

⊎ X̃n+1) ∼= Γ(X̃n+1), откуда в силу
конечности графов получаем Γ(X̃n) ⊆ Γ(X̃n+1) . Получили противоречие с выше-
приведенным предложением при Yn = Γ(X̃n) . Теорема доказана.

Докажем теперь, что K̃ ≤c K может не иметь места для более естествен-
ного класса структур. Однако теперь придется рассмотреть бесконечные струк-
туры. Для этого рассмотрим ориентированные графы с отношением смежно-
сти S . Например, через ωS обозначим граф на множестве натуральных чисел
при S(x, y) ⇐⇒ y = x + 1. Для произвольного графа L с отношением S обо-
значим через L∗ обратный граф с отношением S′(x, y) ⇐⇒ S(y, x), в частности,
в графе ω∗S имеется ребро из x в y , если y = x − 1. Кроме того, для вершин x
и y ориентированного графе L будем писать x ≺ y , если существует путь из x
в y и x 6= y. В частности, для ωS отношение x ≺ y эквивалентно обычному отно-
шению порядка x < y на натуральных числах, а в случае с ω∗S отношение x ≺ y
эквивалентно x > y.

Теорема 2. {ω̃S , ω̃?
S} 6≤c {ωS , ω?

S} .
Доказательство. Предположим, что {ω̃S , ω̃?

S} ≤c {ωS , ω?
S} . Отметим, что су-

ществует оператор перечисления ∆ такой, что для любого графа L справедливо
равенство ∆(L) = L∗. Поэтому можем зафиксировать оператор перечисления Γ
такой, что

M∼= ω̃S =⇒ Γ(M) ∼= ωS ;

M∼= ω̃∗S =⇒ Γ(M) ∼= ω∗S .

Будем использовать следующее утверждение о свойствах такого оператора Γ .

Лемма 1. Если M и M′ определены на непересекающихся множествах на-
туральных чисел и M ∼= M′ ∼= ω̃S , то либо Γ(M) является финальным сег-
ментом множества Γ(M′) относительно ≺ , либо Γ(M′) является финальным
сегментом множества Γ(M) .
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Для доказательства леммы достаточно фиксировать изоморфизм g : M→M′

и рассмотреть объединенную структуру M⊎M′ , в которой каждый класс конгру-
энтности x̃ , x ∈M , объединен с классом конгруэнтности g̃(x) . Тогда будем иметь
M⊎M′ ∼= ω̃S , так что граф Γ(M⊎M′) ∼= ωS содержит как граф Γ(M) ∼= ωS ,
так и граф Γ(M′) ∼= ωS . Это может быть справедливо только, если один из графов
Γ(M) и Γ(M′) содержится в другом, причем выполнено утверждение леммы.

Рассмотрим теперь бесконечно много попарно непересекающихся копий
Mi

∼= ω̃S . Выберем x0 ∈ Γ(M0) . По лемме 1 существует x1 ∈ Γ(M0)
⋂

Γ(M1)
такой, что x0 ≺ x1, то есть в Γ(M0) справедливы атомные предложения

S(x0, y1), S(y1, y2), . . . , S(yt−2, yt−1), S(yt−1, yt), S(yt, x1)

для некоторой последовательность элементов y1, . . . , yt. По свойству непрерыв-
ности операторов перечисления можем фиксировать конечную подструктуру
F0 ⊆ M0 , обеспечивающую истинность всех этих атомных предложений (и, сле-
довательно, x0 ≺ x1 ) в любом Γ(M) , M ⊇ F0 . Без ограничений общности
можно считать, что F0 состоит из фактор-классов {z̃0

1 , . . . , z̃0
n0
} , причем имеет

место S(z̃0
i+1, z̃

0
i ) при i < n0 , то есть F0 пронумерован в «обратном» порядке.

Применим лемму 1 еще раз, чтобы получить x2 ∈ Γ(M1)
⋂

Γ(M2) такой, что
x1 ≺ x2. Тогда будет существовать F1 = {z̃1

1 , . . . , z̃1
n1
} ⊆ M1 , такое что x1 ≺ x2

будет иметь место в любом Γ(M) , M ⊇ F1 , при этом S(z̃1
i+1, z̃

1
i ) для i < n1 .

Подструктуру F1 можно дополнительно расширить, чтобы имело место n1 > n0

Продолжая аналогично, получим последовательность xk , k ∈ ω , а также по-
следовательность конечных структур

Fk = {z̃k
1 , . . . , z̃k

nk
} ⊆ Mk

такую, что xk ≺ xk+1 будет иметь место в любом Γ(M) , M⊇ Fk , при этом имеет
место S(z̃k

i+1, z̃
k
i ) для i < nk < nk+1 .

Рассмотрим теперь объединенную структуру M =
⊎

k Fk , в которой каждый
класс конгруэнтности z̃i , i ∈ ω , получен объединением всех классов конгуэнтности
z̃k
i при nk > i.

Тогда M ∼= ω̃∗S , поскольку имеем S(z̃i+1, z̃i) для всех i ∈ ω , причем каждый
класс конгруэнтности z̃i бесконечен.

С другой стороны, M⊇ Fk для всех k ∈ ω , так что в Γ(M) имеется возраста-
ющая последовательность

x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xk ≺ xk+1 ≺ · · · .

Следовательно, изоморфизм Γ(M) ∼= ω∗S не может иметь место. Противоречие.

Следствие 1. Для классов K0 = {ω̃S , ω̃?
S} и K1 = {ωS , ω?

S} имеет место
K̃0 ≤c K̃1 , но не имеет место K0 ≤c K1 .

Следствие 2. Не существует оператора перечисления Γ такого, что для
каждого X ∈ {ω̃S , ω̃∗S} имеет место Γ(X ) ∼= X/ ∼ .

Замечание. В отличие от теоремы 1 легко заметить, что имеет место K̃ ≤c K
для любого класса K , состоящего из конечных линейных порядков. В связи с тео-
ремой 2 было бы интересно установить, имеет ли место вложение {ω̃, ω̃?} ≤c

≤c {ω, ω?} для линейного порядка натуральных чисел ω и обратного к нему ω∗ .
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Abstract

It has been shown in the paper that there is an intermediate notion of embedding, which is
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