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1 f e i
1 1 f e i
f f 1 i e
e e −i 1 −f
i i −e f −1Âñÿêèé àíòèêâàòåðíèîí ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x = x0 +x1f +x2e+x3i . Â àëãåáðåàíòèêâàòåðíèîíîâ îïðåäåëåí ïåðåõîä îò ýëåìåíòà x ê ñîïðÿæåííîìó ýëåìåíòó x̄ =

= x0 − x1f − x2e− x3i , ïðè êîòîðîì xy = ȳx̄ , à ïðîèçâåäåíèå xx̄ = (x0)2 − (x1)2−
−(x2)2 +(x3)2 åñòü ÷èñëî âåùåñòâåííîå. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ àíòèêâàòåð-íèîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê xy = 1

2
(xȳ + yx̄) . Òåì ñàìûì â A âîçíèêàåò ñòðóêòóðà4-õ-ìåðíîãî ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E

4

2
.Êâàäðàòíûé êîðåíü |x| =

√
xx̄ , âåùåñòâåííûé è ïîëîæèòåëüíûé, åñëè xx̄ > 0 ,è èç âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, åñëè xx̄ < 0 , íàçûâàåòñÿìîäóëåì àíòèêâàòåðíèîíà [6℄. Çàìåòèì, ÷òî |1| = |i| = 1 , |e| = |f | = i . Åñëè

|x| 6= 0 , òî ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ ýëåìåíòà x , êîòîðûé èìååò âèä
x−1 = x̄/|x|2 . Åñëè |x| = 0 , òî ïîëó÷èì (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 + (x3)2 = 0 . Ýòîóðàâíåíèå èçîòðîïíîãî êîíóñà â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E

4
2 . Ìíîæåñòâîîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû A àíòèêâàòåðíèîíîâ

Ã = {x | |x|2 6= 0}îáðàçóåò ãðóïïó Ëè.Â ðàáîòå Í.Å. Áåëîâîé [1℄ äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî àë-ãåáðû àíòèêâàòåðíèîíîâ, ñîäåðæàùåå åäèíèöó, ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé, èçîìîð�íîé2-àëãåáðå êîìïëåêñíûõ, äâîéíûõ èëè äóàëüíûõ ÷èñåë. Ïåðâûé ñëó÷àé ðàññìîò-ðåí íàìè â [4℄, âòîðîé � â [5℄. Â ýòîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé �



108 È.À. ÊÓÇÜÌÈÍÀ2-ïîäàëãåáðó R(ǫ) äóàëüíûõ ÷èñåë ñ áàçèñîì {1, ǫ} , ãäå ǫ = f + i . Ìíîæåñòâîåå îáðàòèìûõ ýëåìåíòîẫ
R(ǫ) = {λ = a+ bǫ | a 6= 0}, a, b ∈ R,åñòü ïîäãðóïïà Ëè ãðóïïû Ã , 2-ïëîñêîñòü áåç äâîéíîé ïðÿìîé.Çàïèøåì àíòèêâàòåðíèîí â âèäå

x = x0 + x2 + x1ǫ+ (x3 − x1 + x2ǫ)i = z1 + z2i, z1, z2 ∈ R(ǫ).�àñøèðèì òàáëèöó óìíîæåíèÿ àëãåáðû àíòèêâàòåðíèîíîâ, äîïîëíèâ åå ýëåìåíòà-ìè ǫ è ǫ̂ , ãäå ǫ̂ = f − i , ǫ̂2 = 0 . Ïîëó÷èì
ǫf = −ǫi = f ǫ̂ = iǫ̂ =

1

2
ǫǫ̂ = 1 − e, fǫ = −iǫ = ǫ̂f = ǫ̂i =

1

2
ǫ̂ǫ = 1 + e,

ǫe = −eǫ = i+ f, ǫ̂e = −eǫ̂ = i− f.Ñîãëàñíî ýòîìó óñòàíîâèì íóæíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè z = a+bǫ ∈ R(ǫ)è ẑ = a+ bǫ̂ ∈ R(ǫ̂) , òî
iz̄ = ẑi, iẑ = z̄i. (1)Òîãäà

x̄ = z̄1 − ẑ2i, xx̄ = (z1z̄1 + z2z̄2) + (z2ẑ1 − z1ẑ2)i,ãäå ẑ1 = x0 + x2 + x1ǫ̂ , ẑ2 = x3 − x1 + x2ǫ̂ .�àññìîòðèì �àêòîðìíîæåñòâî ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ Ã/R̃(ǫ) . Àíòèêâàòåð-íèîíû x,y ∈ Ã ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ïðàâîìó ñìåæíîìó êëàññó ïî R̃(ǫ)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy−1 ∈ R̃(ǫ) . Íî xy−1 = xȳ/|y|2 , ãäå
xȳ = (z1 + z2i)(w̄1 − ŵ2i) = (z1w̄1 + z2w̄2) + (z2ŵ1 − z1ŵ2)i. (2)Ïîýòîìó ýòîò àíòèêâàòåðíèîí ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì äóàëüíûì ÷èñëîì, åñëè âûïîë-íåíû óñëîâèÿ

z2ŵ1 − z1ŵ2 = 0, z1w̄1 + z2w̄2 6= 0. (3)Ïåðâîå èç íèõ îçíà÷àåò, ÷òî z1 : z2 = ŵ1 : ŵ2 è òîãäà âòîðîå äàåò ŵ1w̄1+ŵ2w̄2 6= 0 èàíàëîãè÷íî ẑ1z̄1+ẑ2z̄2 6= 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ
π : Ã → Ã/R̃(ǫ) èìååò âèä

π(x) = (z1 : z2). (4)Âî-âòîðûõ, �àêòîðìíîæåñòâî åñòü ïîäìíîæåñòâî M ⊂ P (ǫ) äóàëüíîé ïðîåêòèâíîéïðÿìîé
M = {[z1 : z2] ∈ P (ǫ) | ẑ1z̄1 + ẑ2z̄2 6= 0}.Îíî ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ êàðòàìè:

U1 = {[z1 : z2] | |z2| 6= 0} ñ êîîðäèíàòîé z =
z1
z2
, (5)ãäå |z|2 6= 1 , ò. ê. ẑ1z̄1 + ẑ2z̄2 6= 0 ;

U2 = {[z1 : z2] | |z1| 6= 0} ñ êîîðäèíàòîé z′ =
z2
z1
, (6)ãäå ïî òîé æå ïðè÷èíå |z′|2 6= 1 . Òàêèì îáðàçîì, ïðè âåùåñòâåííîé ðåàëèçàöèè

M ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîêîí�îðìíîé ïëîñêîñòüþ [6℄ áåç ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ
|z|2 = 1 .



ÊÎÍÔÎ�ÌÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ �ÀÑÑËÎÅÍÈÉ 109Èòàê, ìû èìååì ãëàâíîå ðàññëîåíèå E = (Ã, π,M) ïðàâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ
R̃(ǫ)x . Íà íåì ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà R̃(ǫ) äåéñòâóåò ñëåâà R̃(ǫ)x → R̃(ǫ)(R̃(ǫ)x) =
= R̃(ǫ)x . Îòîáðàæåíèÿ òðèâèàëèçàöèè è èõ îáðàòíûå èìåþò âèä

ϕ1 : π−1(U1) −→ U1 × R̃(ǫ), ϕ1(z1 + z2i) =

(

z1
z2
, z2

)

,

ϕ−1

1
(z, λ) = λ(z + i),

ϕ2 : π−1(U2) −→ U2 × R̃(ǫ), ϕ2(z1 + z2i) =

(

z2
z1
, z1

)

,

ϕ−1

2
(z′, λ) = λ(1 + z′i).Ýòè �îðìóëû ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ

x = z1 + z2i = z2

(

z1
z2

+ i

)

= z2(z + i) ïðè |z2| 6= 0,

x = z1 + z2i = z1

(

1 +
z2
z1
i

)

= z1(1 + z′i) ïðè |z1| 6= 0.Ôóíêöèÿ ñêëåéêè èìååò âèä
ψ12(z, λ) = ϕ2 ◦ ϕ−1

1
=

(

1

z
, λz

)

.Ïîýòîìó ðàññëîåíèå ëîêàëüíî òðèâèàëüíî.Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâàÒåîðåìà 1. �àññëîåíèå (Ã, π,M) , îïðåäåëÿåìîå �îðìóëîé (4), ÿâëÿåòñÿ ãëàâ-íûì ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä ïñåâäîêîí�îðìíîé ïëîñêîñòüþ áåçïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ñ òèïîâûì ñëîåì, äè��åîìîð�íûì 2-ïëîñêîñòè áåçäâîéíîé ïðÿìîé è ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé R̃(ǫ) .Îïðåäåëèì ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè áàçû ïðè îòîáðàæåíèè π . Ïóñòü d = u+ ǫv ∈
∈ M ⊂ P (ǫ) íàä îêðåñòíîñòüþ U1 . Ìû ïîëó÷èì 2-ïëîñêîñòè L2 : z1 − dz2 = 0 ,êîòîðûå çàäàþòñÿ äâóìÿ âåùåñòâåííûìè óðàâíåíèÿìè



















x0 +
1

1 + v
((u2 + v + 1)x2 − ux3) = 0,

x1 − 1

1 + v
(ux2 + vx3) = 0.

(7)�àññìîòðèì ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé L2 ñ èçîòðîïíûì êîíóñîì (x0)2 − (x1)2 − (x2)2+
+(x3)2 = 0 . Èñêëþ÷èâ x0, x1 èç (7), ïîëó÷èì P (ux2−x3)2 = 0 , ãäå P = u2 +2v+1 .Òàê êàê ïðè P = 0 óñëîâèå P (ux2 − x3)2 = 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ x2 è x3 ,òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòè (7) ïðèíàäëåæàò èçîòðîïíîìó êîíóñó, ÿâëÿÿñü åãîïëîñêîñòíûìè îáðàçóþùèìè.Òàê êàê P 6= 0 , òî (ux2−x3)2 = 0 . Â ñå÷åíèè ïîëó÷èì îäíó äâîéíóþ èçîòðîïíóþïðÿìóþ. Òàêèì îáðàçîì, íàä âñÿêîé òî÷êîé d ∈ U1 ñëîé π−1(d) åñòü ïîëóåâêëèäîâà2-ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ èçîòðîïíîãî êîíóñà ïðîñòðàíñòâà E

4

2
.



110 È.À. ÊÓÇÜÌÈÍÀÀíàëîãè÷íî, åñëè d′ = u′ + ǫv′ ∈ U2 , òî ïîëó÷èì ïîëóåâêëèäîâû 2-ïëîñêîñòè
L′

2
: z2 − d′z1 = 0 ñ óðàâíåíèÿìè



















x2 +
1

v′ − 1
(v′x0 + u′x1) = 0,

x3 +
1

v′ − 1
(u′x0 + (u′2 − v′ + 1)x1) = 0

(8)ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è 2-ïëîñêîñòè (7).2. Ìåòðèêà è ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè ñ�åðû âåùåñòâåííîãî ðàäèóñà1. �ðóïïà àíòèêâàòåðíèîíîâ åäèíè÷íîãî ìîäóëÿ xx̄ = 1 èçîáðàæàåòñÿ ñ�åðîéâåùåñòâåííîãî ðàäèóñà S3
2(1) ⊂ E

4
2 ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 + (x3)2 = 1. (9)Åñëè a ∈ S3

2
(1) , òî ïðåîáðàçîâàíèÿ x′ = ax è x′ = xa â ñèëó |x′|2 = |a|2|x|2ÿâëÿþòñÿ âðàùåíèÿìè â E

4

2 , êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïàðàìåòð ïîâîðîòàíå çàâèñèò îò âûáîðà âåêòîðà x .Ïóñòü a = a1 + a2i , x = z1 + z2i , ãäå a1, a2, z1, z2 � äóàëüíûå ÷èñëà. Òîãäàñîãëàñíî (1) ïîëó÷èì
x′ = ax = (a1 + a2i)(z1 + z2i) = (a1z1 − a2

ˆ̄z2) + (a1z2 + a2
ˆ̄z1)i.Íàéäåì âåùåñòâåííóþ 4-ìàòðèöó ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü

z1 = x0 + x2 + x1ǫ, z2 = x3 − x1 + x2ǫ,

a1 = p0 + p2 + p1ǫ, a2 = p3 − p1 + p2ǫ.Òîãäà
AR =









p0 p1 − 2p2 p2 2p2 − p3

p1 p0 − p2 p3 0
p2 2p2 − p3 p0 p1 − 2p2

p3 −2p2 p1 p0 + p2









, detAR = 1. (10)
AR � ñïåöèàëüíàÿ ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà x′ = xa , a ∈ S3

2(1) , ïîëó÷èì
z′1 = a1z1 − ˆ̄a2z2, z′2 = a2z1 + ˆ̄a1z2 (11)ñ ìàòðèöåé

A =

(

a1 − ˆ̄a2

a2
ˆ̄a1

)

.�àññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ E = (Ã, π,M) íà ñ�åðó âåùåñòâåííîãî ðà-äèóñà S3
2(1) ⊂ Ã , ò. å. ðàññëîåíèå (S3

2(1), π,M) . Âîçüìåì ñå÷åíèÿ ñ�åðû S3
2(1)ïëîñêîñòÿìè L2 . Ïðè P 6= 0 èìååì (ux2 − x3)2 = (1 + v)2/P. Âîçìîæíû äâà ñëó-÷àÿ:a) u2 + 2v + 1 < 0 ; â ñå÷åíèè ïîëó÷èì ìíèìûå êðèâûå.b) u2+2v+1 > 0 ; â ñå÷åíèè ïîëó÷èì ïîëóåâêëèäîâû îêðóæíîñòè, èçîáðàæàåìûåâ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x2, x3) ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (ux2−x3)2 = = a >

0 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñ�åðû S3

2
(1) èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàññëîåíèåíàä îáëàñòüþ u2 + 2v + 1 > 0 . Îãðàíè÷åíèå ïîäãðóïïû R̃(ǫ) äóàëüíûõ ÷èñåë íà

S3

2
(1) åñòü ïîäãðóïïà l äóàëüíûõ ÷èñåë åäèíè÷íîãî ìîäóëÿ.
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2 (1), π,M) åñòü ãëàâíîå ðàññëîåíèå ãðóïïû S3

2(1) íà ïðàâûåñìåæíûå êëàññû ïî ïîäãðóïïå Ëè l àíòèêâàòåðíèîíîâ åäèíè÷íîãî ìîäóëÿ
a = (a1, 0) : a1ā1 = 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x′ = z′

1
+ z′

2
i,x = z1 + z2i � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðààíòèêâàòåðíèîíîâ èç S3

2(1) . Òîãäà x−1 = x̄ = z̄1 − ẑ2i è ñîãëàñíî (2)
x′x−1 = (z′1z̄1 + z′2z̄2) + (z′2ẑ1 − z′1ẑ2)i.Îòñþäà ïðè z2 = 0 , z′2 = 0 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî l ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â S3

2(1) .Êðîìå òîãî, ýòî çàìêíóòîå 1-ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå (áîëüøàÿ îêðóæíîñòü, èçîá-ðàæàåìàÿ ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ) â S3
2(1) è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìûÊàðòàíà, ïîäãðóïïà Ëè. Àíòèêâàòåðíèîíû x′ , x ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æåïðàâîìó ñìåæíîìó êëàññó ïî l , åñëè x′x−1 ∈ l , ò. å. åñëè x′x−1 = 1 + ǫt äëÿ íåêî-òîðîãî t . Òîãäà äåéñòâèå ñòðóêòóðíîé ãðóïïû íà S3

2(1) èìååò âèä x′ = (1 + ǫt)xèëè
z′1 = (1 + ǫt)z1, z′2 = (1 + ǫt)z2. (12)Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (10) ïñåâäîîðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ (12)èìååò âèä
A(t) =









1 t 0 −t
t 1 t 0
0 −t 1 t
t 0 t 1









. (13)2. Ââåäåì íà S3

2
(1) êîîðäèíàòû, àäàïòèðîâàííûå ê ðàññëîåíèþ. Â êà÷åñòâåòàêèõ êîîðäèíàò âîçüìåì êîîðäèíàòû òî÷êè z = z1/z2 = u + ǫv ∈ M ⊂ P (ǫ)è ïàðàìåòð ñäâèãà, îòñ÷èòàííûé îò íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè q îðáèòû

(z1(t), z2(t)) . Ñîãëàñíî (12) z1(t) = (1 + ǫt)z1 , z2(t) = (1 + ǫt)z2 . Òîãäà äóàëüíûåêîîðäèíàòû òî÷êè x = (1 + ǫt)q ñîãëàñíî (12) áóäóò ðàâíû
z1 = (1 + ǫt)(q0 + q2 + q1ǫ), z2 = (1 + ǫt)(q3 − q1 + q2ǫ).Âûáåðåì òåïåðü íà÷àëüíóþ òî÷êó îðáèòû â ãèïåðïëîñêîñòè q2 = 0 è îò íåå áóäåìîòñ÷èòûâàòü ïàðàìåòð t . Òîãäà z1 = (1 + ǫt)(q0 + q1ǫ) , z2 = (1 + ǫt)(q3 − q1) è

z =
q0 + q1ǫ

q3 − q1
= u+ ǫv.Îòñþäà îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè. Ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà

q0 =
1√
P
u, q1 =

1√
P
v, q2 = 0, q3 =

1√
P

(1 + v),ãäå P = u2 + 2v + 1 > 0 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ-íåíèå ñ�åðû S3

2
(1), îòíåñåííîé ê àäàïòèðîâàííûì êîîðäèíàòàì (u, v, t) :

x0 =
1√
P

(u − t),

x1 =
1√
P

(v + ut),

x2 =
1√
P
t,

x3 =
1√
P

(1 + v + ut).

(14)
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2(1), îòíåñåííóþ ê àäàïòèðîâàííûìêîîðäèíàòàì (u, v, t) . Äëÿ ýòîãî åå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå (14) çàïèøåì â âåê-òîðíîì âèäå. Åñëè ââåñòè ïàðó ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ
a =

1√
P

(u, v, 0, 1 + v), ã =
1√
P

(−1, u, 1, u),òî óðàâíåíèå ñ�åðû çàïèøåòñÿ â âèäå
x = a + ãt. (15)Íàéäåì êîìïîíåíòû ìàòðèöû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà gAB = (xA,xB) , (A , B =

= 1, 2, 3) , ãäå x1 = xu , x2 = xv , x3 = xt . Èìååì
xu = au + ãut,
xv = av + ãvt,
xt = ã.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(gAB) =





















2v + 1

P 2

−u
P 2

−1

P

−u
P 2

−1

P 2
0

−1

P
0 0





















. (16)Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû íå çàâèñÿò îò t . Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ñäâèãè
t→ t′ ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè 3-ñ�åðû S3

2(1) . Ìåòðèêà (16) íåîïðåäåëåííàÿ.3. Ïîñòðîèì ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè (S3

2
(1), π,M) [2℄. Ïîäàëãåáðà äóàëüíûõ÷èñåë êàñàåòñÿ èçîòðîïíîãî êîíóñà, ïîýòîìó ìû íå ìîæåì âûáðàòü ãîðèçîíòàëüíîåðàñïðåäåëåíèå, îðòîãîíàëüíîå ñëîÿì.Êîý��èöèåíòû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè äëÿ ìåòðèêè (16) èìåþò âèä

Γ1

11
= −2u

P
, Γ1

12
= Γ1

21
= Γ3

23
= Γ3

32
= − 1

P
,

Γ2

22
= − 2

P
, Γ2

12
= Γ2

21
= Γ3

13
= Γ3

31
= − u

P
, Γ2

13
= Γ2

31
= 1.Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè ðàâíû íóëþ. Ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî

(S3
2 (1), gAB) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K = −1 .3. Êîí�îðìíàÿ ìîäåëü ðàññëîåíèÿ (S3

2
(1), π,M)Ïîñòðîèì êîí�îðìíóþ ìîäåëü ðàññëîåíèÿ (S3

2
(1), π,M) . �àññìîòðèì ñëåäóþ-ùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

S3

2
(1)

f−→ C3

1

ց π ւ p
M,ãäå f � ñòåðåîãðà�è÷åñêîå îòîáðàæåíèå ñ�åðû S3

2(1) íà ïñåâäîêîí�îðìíîå ïðî-ñòðàíñòâî [6℄. Îòîáðàæåíèå p = π ◦ f−1 : C3

1
→ M îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîé
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2(1) ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ êàðòàìè: U = S3

2(1)\p , ãäå ïîëþñ
p = (1, 0, 0, 0) è U ′ = S3

2
(1)\p′ , ãäå ïîëþñ p′ = (−1, 0, 0, 0) . Â ñîâîêóïíîñòè f |U = f1è f |U ′ = f2 îïèñûâàþò âñå f, S3

2(1) = U ∪ U ′. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
f1 íà R

3 . Íàéäåì êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå îòîáðàæåíèÿ p = π ◦ f−1

1
: R

3 → M .Ïðè x0 6= 1 îòîáðàæåíèå f1 çàäàåòñÿ �îðìóëàìè
x =

x1

1 − x0
, y =

x2

1 − x0
, z =

x3

1 − x0
, (17)ãäå (x, y, z) ∈ R

3 , à êîîðäèíàòû òî÷êè (x0, x1, x2, x3) íà S3

2
(1) ⊂ E

4

2
ñâÿçàíû óñëî-âèåì (9). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1

1
: R

3 → S3
2(1) èìååò ïðè óñëîâèè ξ2 + 1 6= 0âèä

f−1

1
: x0 =

ξ2 − 1

ξ2 + 1
, x1 =

2x

ξ2 + 1
, x2 =

2y

ξ2 + 1
, x3 =

2z

ξ2 + 1
, (18)ãäå ξ2 = −x2 − y2 + z2 . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

p(x, y, z) = π(f−1

1
(x, y, z)) = π(z1, z2) =

z1
z2

=

=
(ξ2 − 1 + 2y

2(z − x)
,
−y(ξ2 − 1 + 2y) + 2x(z − x)

2(z − x)2

)

= (u, v) (19)ïðè z − x 6= 0 . Â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíî ïðîåêöèÿ p : R
3 →M ïðèíèìàåò âèä

u =
ξ2 − 1 + 2y

2(z − x)
, v =

−y(ξ2 − 1 + 2y) + 2x(z − x)

2(z − x)2
. (20)Íàéäåì ìåòðèêó â R

3 , ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòðèêå ñ�åðû. Èñïîëüçîâàâ�îðìóëó(18), ïîëó÷èì
ds2 =

4(−dx2 − dy2 + dz2)

(−x2 − y2 + z2 + 1)2
=

4dξ2

(ξ2 + 1)2
. (21)Èòàê, f1 � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå.Ïóñòü q ∈ S3

2
(1) è Q2

q
= S3

2
(1)∩T 3

q
� âåùåñòâåííûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå q ,ãäå T 3

q
� êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â ýòîé òî÷êå ñ óðàâíåíèåì (q,x) = 1 . Íîðìàëüíûéâåêòîð êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè N = (q0, q1, q2, q3) ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîìñ�åðû. Òàê êàê q ∈ S3

2
(1) , òî N2 = 1 > 0 . Ïîýòîìó T 3

q
� ïñåâäîåâêëèäîâà ïëîñ-êîñòü. Q2

q
⊂ T 3

q
� âûðîæäåííàÿ êâàäðèêà ñ îñîáîé òî÷êîé q . Íàéäåì åå îáðàç

f1(Q
2

q
) ïðè ñòåðåîãðà�è÷åñêîì îòîáðàæåíèè. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåì ïðÿìûå ÷åðåçïîëþñ p = (1, 0, 0, 0) è òî÷êè êîíóñà Q2

q
, ò. å. òî÷êè x , óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìåóðàâíåíèé

x2 = 1, (q,x) = 1, ãäå q2 = 1. (22)Óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ r = p + tx . Èùåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñ ãè-ïåðïëîñêîñòüþ R
3 ⊂ E

4

2
, ïîëîæèâ r = (0, x, y, z) . Ïîëó÷èì

0 = 1 + tx0, x = tx1, y = tx2, z = tx3.Òîãäà
x : x0 = −1

t
, x1 =

x

t
, x2 =

y

t
, x3 =

z

t
.Íî ýòè òî÷êè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé (22), ïîýòîìó

1 − x2 − y2 + z2 = t2, −q0 − q1x− q2y + q3z = t.



114 È.À. ÊÓÇÜÌÈÍÀÈñêëþ÷èâ t , ïîëó÷èì
((q1)2 + 1)x2 + ((q2)2 + 1)y2 + ((q3)2 − 1)z2 + 2q1q2xy−

− 2q1q3xz − 2q2q3yz + 2q0q1x+ 2q0q2y − 2q0q3z = 1 − (q0)2, (23)ãäå q2 = (q0)2 − (q1)2 − (q2)2 + (q3)2 = 1 , q 6= p . Ýòî óðàâíåíèÿ âåùåñòâåííûõêîíóñîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ f1(q), îïðåäåëÿåìûõ �îðìóëàìè (17). Â ÷àñòíîñòè,êîíóñó â òî÷êå q = (−1, 0, 0, 0) ñîîòâåòñòâóåò èçîòðîïíûé êîíóñ −x2 − y2 + z2 = 0ñ âåðøèíîé â òî÷êå (0, 0, 0) ∈ R
3 . Èçîòðîïíûå êîíóñû (23) è êîíóñ x2 + y2 − z2 = 0ñâÿçàíû êîí�îðìíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.Ïðîñòðàíñòâî C3

1 ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì íåñîáñòâåííîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ïîëþñó p ïðè ðàñøèðåíèè äè��åîìîð�èçìà f1 äî f : S3

2
(1) → C3

1
è êîíóñà

Q2

p
â ýòîé òî÷êå.Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ñòåðåîãðà�è÷åñêîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè U ′ = S3

2(1)\
\p′ , ãäå p′ = (−1, 0, 0, 0) . Ïðè x0 6= −1 îòîáðàæåíèå f2 çàäàåòñÿ �îðìóëàìè,àíàëîãè÷íûìè (17):

x′ =
x1

1 + x0
, y′ =

x2

1 + x0
, z′ =

x3

1 + x0
, (24)ãäå (x′, y′, z′) ∈ R

3 , à êîîðäèíàòû òî÷êè (x0, x1, x2, x3) íà S3

2(1) ⊂ E
4

2 ñâÿçàíûóñëîâèåì (9). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1

2
: R

3 → S3

2
(1) èìååò ïðè óñëîâèè ξ′2+1 6= 0âèä

f−1

2
: x0 =

ξ′
2 − 1

ξ′2 + 1
, x1 =

2x′

ξ′2 + 1
, x2 =

2y′

ξ′2 + 1
, x3 =

2z′

ξ′2 + 1
, (25)ãäå ξ′2 = −x′2 − y′

2
+ z′

2 . Íà ïåðåñå÷åíèè U ∩ U ′ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ñâÿçàíûñëåäóþùåé çàâèñèìîñòüþ
x′ =

x

ξ2
, y′ =

y

ξ2
, z′ =

z

ξ2
.Òàêèì îáðàçîì, p : C3

1 →M åñòü ãëàâíîå ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçîé Mè ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé l . Äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå C3

1
ñîãëàñíî (13)èìååò âèä

x(t) =
1

2A
(2x+ (ξ2 − 1 + 2y)t),

y(t) =
1

A
(y + (z − x)t),

z(t) =
1

2A
(2z + (ξ2 − 1 + 2y)t),ãäå A = 1 + (z − x)t . Ýòî ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëîåâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåçòî÷êó (x, y, z) . Îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåé 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû (ò. å. �óí-äàìåíòàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå) èìååò êîìïîíåíòû

V 1 =
1

2
((z − x)2 − y(y − 2) − 1), V 2 = (z − x)(1 − y),

V 3 = −1

2
((z − x)2 + y(y − 2) + 1).
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2(1) (14) è �îðìóëû ñòåðåîãðà-�è÷åñêîé ïðîåêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ïàðàìåòðè÷å-ñêèå óðàâíåíèÿ ñëîåâ èìåþò âèä
x =

1

B
(v + ut),

y =
1

B
t,

z =
1

B
(1 + v + ut),ãäå B =

√
P − u + t . Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó G′ ìåòðè÷åñêîãî òåí-çîðà ïðîñòðàíñòâà C3

1
â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ: G′ = µG , ãäå µ = P/B2 �êîí�îðìíûé ìíîæèòåëü.Íàéäåì óðàâíåíèÿ ñëîåâ â C3

1 . Ïóñòü z = (z1 : z2) ∈M è z = (u, v) � åå ñòåðåî-ãðà�è÷åñêèå êîîðäèíàòû â îáëàñòè z2 6= 0 . Ïðè z = z1/z2 ïîëó÷èì z1 − zz2 = 0èëè (7). Ýòî óðàâíåíèå 2-ïëîñêîñòè â E
4

2
, â êîòîðîé ëåæèò ïîëóåâêëèäîâà îêðóæ-íîñòü, èçîáðàæàåìàÿ ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ � ñëîé íàä òî÷êîé z ∈ M âðàññëîåíèè. Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ (x0, x1, x2, x3) ÷åðåç (x, y, z) èç �îðìóë(18) ñòåðåîãðà�è÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷èì







(1 + v)x − uy − vz = 0,

(x− u)2 + (y − 1)2 − (z − u)2 = 0.
(26)Ïëîñêîñòè (1+ v)x−uy− vz = 0 ïñåâäîåâêëèäîâû â C3

1
îòíîñèòåëüíî èçîòðîïíîãîêîíóñà −x2 − y2 + z2 = 0 , ò. ê.







−x2 − y2 + z2 = 0,

(1 + v)x − uy − vz = 0åñòü ïàðà âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ, (26) � ýòî äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Äåéñòâè-òåëüíî, èñêëþ÷èâ z , â ïðîåêöèè íà åâêëèäîâó ïëîñêîñòü XOY ïîëó÷èì
−(2v + 1)x2 + (v2 − u2)y2 + 2u(1 + v)xy + 2uvx− 2v(v + u2)y + v2 = 0.Îíî ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ

(2v + 1)x+ (v
√
P − u(1 + v))y − v(u +

√
P ) = 0,

(2v + 1)x− (v
√
P + u(1 + v))y − v(u −

√
P ) = 0.Ìû èìååì â C3

1 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî áîëüøèõ ¾îêðóæíîñòåé¿ � ñå÷å-íèé êîíóñîâ èõ äèàìåòðàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïëîñêîñòè ïðîõîäÿò÷åðåç âåðøèíû C(u, 1, u) êîíóñîâ è íà÷àëî êîîðäèíàò, ò. å. ÷åðåç ïðÿìóþ OC . Îñüñèììåòðèè OC � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ñ óðàâíåíèåì (1+v)x−uy = 0 â ïëîñêîñòè
z = 0 . Ïóñòü α � óãîë ýòîé îñè ñ îñüþ OX . Òîãäà ctgα = −u/(1 + v) . Âûäåëèì1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ïîäñåìåéñòâî óñëîâèåì u/1 + v = c = const . Òîãäà îñè ýòèõ ïðÿ-ìûõ x− cy = 0 ñîâïàäàþò. Ïðÿìûå ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ x− cy− v

(1 + v)
z = 0 . Äëÿýòîãî ïîäñåìåéñòâà ctgα = c , îòñþäà α = const . Óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ â ïëîñêîñòè

XOY ïðèíèìàþò âèä
X2

u2 + 2v + 1
− Y 2

v2
= 0.



116 È.À. ÊÓÇÜÌÈÍÀ4. Ìåòðèêà è ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè ñ�åðû ìíèìîãî ðàäèóñà1. Ìíîæåñòâî àíòèêâàòåðíèîíîâ ìíèìîãî ìîäóëÿ xx̄ = −1 èçîáðàæàåòñÿ ñ�å-ðîé ìíèìîãî ðàäèóñà S3

2
(−1) ⊂ E

4

2
ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 + (x3)2 = −1. (27)Åñëè a ∈ S3

2
(−1) , òî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà x′ = ax è x′ = xa â ñèëó |x′|2 =

= |a|2|x|2 = −|x|2 ÿâëÿþòñÿ àíòèâðàùåíèÿìè â E
4

2
, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì,÷òî ïàðàìåòð ïîâîðîòà íå çàâèñèò îò âûáîðà âåêòîðà x . Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ

x′ = ax èìååò âèä (10), ãäå òåïåðü detAR = −1 .�àññìîòðèì îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ E = (Ã, π,M) íà ñ�åðó ìíèìîãî ðàäèóñà
S3

2(−1) ⊂ Ã , ò. å. ðàññëîåíèå (S3

2(−1), π,M) . Âîçüìåì ñå÷åíèÿ ñ�åðû S3

2(−1) ïëîñ-êîñòÿìè L′

2
. Ïðè P ′ 6= 0 èìååì (u′x1+x0)2 = −(1 − v′)2/P ′ , ãäå P ′ = = u′2−2v′+1 ,

u′ = 1/u , v′ = −v/|z|2 . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:a) u′2 − 2v′ + 1 > 0 ; â ñå÷åíèè ïîëó÷èì ìíèìûå êðèâûå.b) u′2−2v′ +1 < 0 ; â ñå÷åíèè ïîëó÷èì ïîëóåâêëèäîâû îêðóæíîñòè, èçîáðàæàå-ìûå â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x0, x1) ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (u′x1 + x0)2 =
= b > 0 .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñ�åðû S3

2
(−1) èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðàññëî-åíèå íàä îáëàñòüþ u′2 − 2v′ + 1 < 0 .2. Ââåäåì íà S3

2(−1) êîîðäèíàòû, àäàïòèðîâàííûå ê ðàññëîåíèþ. Â êà÷åñòâåòàêèõ êîîðäèíàò âîçüìåì êîîðäèíàòû òî÷êè z′ = z2/z1 = u′ + ǫv′ ∈ M ⊂ P (ǫ)è ïàðàìåòð ñäâèãà, îòñ÷èòàííûé îò íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè q îðáèòû.Òîãäà äóàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷êè x = (1 + ǫt)q ñîãëàñíî (12) áóäóò ðàâíû
z1 = (1 + ǫt)(q0 + q2 + q1ǫ), z2 = (1 + ǫt)(q3 − q1 + q2ǫ).Âûáåðåì òåïåðü íà÷àëüíóþ òî÷êó îðáèòû â ãèïåðïëîñêîñòè q1 = 0 è îò íåå áóäåìîòñ÷èòûâàòü ïàðàìåòð t . Òîãäà z1 = (1 + ǫt)(q0 + q2) , z2 = (1 + ǫt)(q3 + q2ǫ) è

z′ =
q3 + q2ǫ

q0 + q2
= u′ + ǫv′.Îòñþäà îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè. Ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà

q0 =
1√
−P ′

(1 − v′), q1 = 0, q2 =
1√
−P ′

v′, q3 =
1√
−P ′

u′,ãäå P ′ = u′2 − 2v′ + 1 < 0 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïàðàìåòðè÷åñêîåóðàâíåíèå ñ�åðû S3

2
(−1) , îòíåñåííîé ê àäàïòèðîâàííûì êîîðäèíàòàì (u′, v′, t) :

x0 =
1√
−P ′

(1 − v′ − u′t),

x1 =
1√
−P ′

t,

x2 =
1√
−P ′

(v′ + u′t),

x3 =
1√
−P ′

(u′ + t).

(28)
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2(−1) , îòíåñåííóþ ê àäàïòèðîâàí-íûì êîîðäèíàòàì (u′, v′, t) . Äëÿ ýòîãî åå ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå (28) çàïèøåìâ âåêòîðíîì âèäå. Åñëè ââåñòè ïàðó ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ
a =

1√
−P ′

(1 − v′, 0, v′, u′), ã =
1√
−P ′

(−u′, 1, u′, 1),òî óðàâíåíèå ñ�åðû çàïèøåòñÿ â âèäå
x = a + ãt. (29)Òîãäà

xu′ = au′ + ãu′t,
xv′ = av′ + ãv′t,
xt = ã.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(g′AB) =





















2v′ − 1

P ′2

−u′
P ′2

−1

P ′

−u′
P ′2

1

P ′2
0

−1

P ′
0 0





















. (30)Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû íå çàâèñÿò îò t . Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ñäâèãè
t→ t′ ÿâëÿþòñÿ äâèæåíèÿìè 3-ñ�åðû S3

2
(−1) . Ìåòðèêà (30) íåîïðåäåëåííàÿ.3. Êîý��èöèåíòû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè ýòîé ìåòðèêè ðàâíû

Γ′1

11
= −2u′

P ′
, Γ′1

12
= Γ′1

21
= Γ′3

23
= Γ′3

32
=

1

P ′
,

Γ′2

22
=

2

P ′
, Γ′2

12
= Γ′2

21
= Γ′3

13
= Γ′3

31
= − u′

P ′
, Γ′2

13
= Γ′2

31
= 1.Îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ñâÿçíîñòè ðàâíû íóëþ.Ïñåâäîðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî (S3

2
(−1), g′AB) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿí-íîé êðèâèçíû K = 1 .5. Êîí�îðìíàÿ ìîäåëü ðàññëîåíèÿ (S3

2(−1), π,M)Ïîñòðîèì êîí�îðìíóþ ìîäåëü ðàññëîåíèÿ (S3

2
(−1), π,M) . �àññìîòðèì ñëåäó-þùóþ êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:

S3

2
(−1)

f−→ C̃3

1

ց π ւ p
M,ãäå f � ñòåðåîãðà�è÷åñêîå îòîáðàæåíèå ñ�åðû S3

2
(−1) íà ïñåâäîêîí�îðìíîå ïðî-ñòðàíñòâî [6℄. Íî ñ�åðà S3

2(−1) ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ êàðòàìè: U = S3
2(−1) \ p , ãäåïîëþñ p = (0, 1, 0, 0) , è U ′ = S3

2
(−1) \ p′ , ãäå ïîëþñ p′ = (0,−1, 0, 0) . Â ñîâî-êóïíîñòè f |U = f1 è f |U ′ = f2 îïèñûâàþò âñå f , S3

2
(−1) = U ∪ U ′ . Ñíà÷àëà
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3 . Íàéäåì êîîðäèíàòíîå âûðàæåíèå îòîáðàæå-íèÿ p = π ◦ f−1

1
: R

3 →M . Ïðè x1 6= 1 îòîáðàæåíèå f1 çàäàåòñÿ �îðìóëàìè
x =

x0

1 − x1
, y =

x2

1 − x1
, z =

x3

1 − x1
, (31)ãäå (x, y, z) ∈ R

3 , à êîîðäèíàòû òî÷êè (x0, x1, x2, x3) íà S3

2
(−1) ⊂ E

4

2
ñâÿçàíûóñëîâèåì (27). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1

1
: R

3 → S3
2(−1) ïðè óñëîâèè ξ2 + 1 6= 0èìååò âèä

f−1

1
: x0 =

2x

ξ2 + 1
, x1 =

ξ2 − 1

ξ2 + 1
, x2 =

2y

ξ2 + 1
, x3 =

2z

ξ2 + 1
, (32)ãäå ξ2 = −x2 +y2−z2 . Â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíî ïðîåêöèÿ p = π ◦f−1 ïðèíèìàåò âèä

u′ =
2z − ξ2 + 1

2(x+ y)
, v′ =

4y(x+ y) − (ξ2 − 1)(2z − ξ2 + 1)

4(x+ y)2
, (33)ãäå x+ y 6= 0 . Íàéäåì ìåòðèêó â R

3 , ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåòðèêå ñ�åðû. Èñïîëüçî-âàâ �îðìóëó (32), ïîëó÷èì
ds2 =

4(−dx2 + dy2 − dz2)

(−x2 + y2 − z2 + 1)2
=

4dξ2

(ξ2 + 1)2
.Èòàê, f1 � êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå.Ïóñòü q ∈ S3

2
(−1) è Q2

q
= S3

2
(−1)∩T 3

q
� âåùåñòâåííûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå

q , ãäå T 3

q
� êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â ýòîé òî÷êå ñ óðàâíåíèåì (q,x) = −1 . Íîð-ìàëüíûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè N = (q0, q1, q2, q3) ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ñ�åðû. Òàê êàê q ∈ S3

2
(−1) , òî N2 = 1 > 0 . Ïîýòîìó T 3

q
� ïñåâäîåâêëè-äîâà ïëîñêîñòü. Q2

q
⊂ T 3

q
� âûðîæäåííàÿ êâàäðèêà ñ îñîáîé òî÷êîé q . Åå îáðàç

f1(Q
2

q
) ïðè ñòåðåîãðà�è÷åñêîì îòîáðàæåíèè èìååò óðàâíåíèå, àíàëîãè÷íîå (23):

((q0)2 + 1)x2 + ((q2)2 − 1)y2 + ((q3)2 + 1)z2 − 2q0q2xy+

+ 2q0q3xz − 2q2q3yz + 2q0q1x− 2q1q2y + 2q1q3z = 1 − (q1)2, (34)ãäå q2 = (q0)2 − (q1)2 − (q2)2 +(q3)2 = −1 , q 6= p . Ýòî óðàâíåíèå âåùåñòâåííûõ êî-íóñîâ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ f1(q) , îïðåäåëÿåìûõ (31). Â ÷àñòíîñòè, êîíóñó â òî÷êå
q = (0,−1, 0, 0) ñîîòâåòñòâóåò èçîòðîïíûé êîíóñ −x2 + y2 − z2 = 0 ñ âåðøèíîé âòî÷êå (0, 0, 0) ∈ R

3 . Èçîòðîïíûå êîíóñû (34) è êîíóñ x2 − y2+ +z2 = 0 ñâÿçà-íû êîí�îðìíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Ïðîñòðàíñòâî C̃3

1
ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåìíåñîáñòâåííîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëþñó p ïðè ðàñøèðåíèè äè��åîìîð-�èçìà f1 äî f : S3

2(−1) → C̃3

1 è êîíóñà Q2

p
â ýòîé òî÷êå.�àññìîòðèì ñòåðåîãðà�è÷åñêîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè U ′ = S3

2
(−1) \ p′ , ãäå

p′ = (0,−1, 0, 0) . Ïðè x1 6= −1 îòîáðàæåíèå f2 çàäàåòñÿ �îðìóëàìè, àíàëî-ãè÷íûìè (31):
x′ =

x0

1 + x1
, y′ =

x2

1 + x1
, z′ =

x3

1 + x1
, (35)ãäå (x′, y′, z′) ∈ R

3 , à êîîðäèíàòû òî÷êè (x0, x1, x2, x3) íà S3

2
(−1) ⊂ E

4

2
ñâÿçàíûóñëîâèåì (27). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå f−1

2
: R

3 → S3
2(−1) ïðè óñëîâèè ξ′

2
+ 1 6= 0èìååò âèä

f−1

2
: x0 =

2x′

ξ′2 + 1
, x1 =

ξ′
2 − 1

ξ′2 + 1
, x2 =

2y′

ξ′2 + 1
, x3 =

2z′

ξ′2 + 1
, (36)
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2 − z′

2 .Òàêèì îáðàçîì, p : C̃3

1
→M åñòü ãëàâíîå ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçîé Mè ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé l . Äåéñòâèå ýòîé ãðóïïû â ïðîñòðàíñòâå C̃3

1 ñîãëàñíî (13)èìååò âèä
x(t) =

1

2A
(2x+ (ξ2 − 1 − 2z)t),

y(t) =
1

2A
(2y + (2z − ξ2 + 1)t),

z(t) =
1

A
(z + (x+ y)t),ãäå A = 1−(x+y)t . Ýòî ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëîåâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó

(x, y, z) . Îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåé 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû èìååò êîìïîíåíòû
V 1 =

1

2
((x + y)2 − z(z + 2) − 1), V 2 =

1

2
((x+ y)2 + z(z + 2) + 1),

V 3 = (x+ y)(1 + z).Èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ�åðû S3

2(−1) (28) è �îðìóëû ñòåðåî-ãðà�è÷åñêîé ïðîåêöèè, ïîëó÷àåì, ÷òî â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ ïàðàìåòðè-÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñëîåâ èìåþò âèä
x =

1

B
(1 − v′ − u′t),

y =
1

B
(v′ + u′t),

z =
1

B
(u′ + t),ãäå B =

√
−P ′ − t . Îòñþäà íåòðóäíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó G′ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðàïðîñòðàíñòâà C̃3

1 â àäàïòèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ: G′ = µG , ãäå µ = −P ′/B2 �êîí�îðìíûé ìíîæèòåëü.Íàéäåì óðàâíåíèÿ ñëîåâ â C̃3

1
. Ïóñòü z′ = (z1 : z2) ∈ M è z′ = (u′, v′) �åå ñòåðåîãðà�è÷åñêèå êîîðäèíàòû â îáëàñòè z1 6= 0 . Ïðè z′ = z2/z1 ïîëó÷àåì

z2 − z′z1 = 0 èëè (8). Ýòî óðàâíåíèå 2-ïëîñêîñòè â E
4

2
, â êîòîðîé ëåæèò îêðóæ-íîñòü, èçîáðàæàåìàÿ ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ � ñëîé íàä òî÷êîé z′ ∈ M âðàññëîåíèè. Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ (x0, x1, x2, x3) ÷åðåç (x, y, z) èç �îðìóë(32) ñòåðåîãðà�è÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷èì







(v′ − u′2)x− (u′2 − v′ + 1)y + u′z = 0,

(x− u′)2 − (y + u′)2 + (z + 1)2 = 0.
(37)Ïëîñêîñòè (v′−u′2)x− (u′2−v′+1)y+u′z = 0 ïñåâäîåâêëèäîâû â C̃3

1
îòíîñèòåëüíîèçîòðîïíîãî êîíóñà −x2 + y2 − z2 = 0 , ò. ê.







−x2 + y2 − z2 = 0,

(v′ − u′2)x− (u′2 − v′ + 1)y + u′z = 0



120 È.À. ÊÓÇÜÌÈÍÀåñòü ïàðà âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ; (37) � ýòî äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå. Â ñàìîìäåëå, èñêëþ÷èâ y , â ïðîåêöèè íà åâêëèäîâó ïëîñêîñòü XOZ ïîëó÷èì
(2u′2 − 2v′ + 1)x2 + ((u′2 − v′ + 1)2 − u′2)z2 − 2u′(v′ − u′2)xz−

− 2u′(u′2 − v′ + 1)x+ 2(v′(v′ − u′2) + u′2 − 2v′ + 1)z + (u′2 − v′ + 1)2 = 0. (38)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ.Ìû èìååì â C̃3
1 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî áîëüøèõ ¾îêðóæíîñòåé¿ � ñå÷å-íèé êîíóñîâ èõ äèàìåòðàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïëîñêîñòè ïðîõîäÿò÷åðåç âåðøèíû C(u′,−u′,−1) êîíóñîâ è íà÷àëî êîîðäèíàò, ò. å. ÷åðåç ïðÿìóþ OC .Îñü ñèììåòðèè OC � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ñ óðàâíåíèåì (v′ − u′2)x + u′z = 0 âïëîñêîñòè y = 0 . Ïóñòü α � óãîë ýòîé îñè ñ îñüþ OX. Òîãäà ctgα = −u′/(v′ − u′2) .Âûäåëèì 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ïîäñåìåéñòâî óñëîâèåì −u′/(v′ − u′2) = c = const .Òîãäà îñè ýòèõ ïðÿìûõ x− cz = 0 ñîâïàäàþò. Ïðÿìûå ëåæàò â ïëîñêîñòÿõ

x− u′2 − v′ + 1

(v′ − u′2)
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