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ÓÄÊ 519.632.4Ê ÂÎÏ�ÎÑÓ Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈÌÍÎ�ÎÑÅÒÎ×ÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂÑ.È. ÌàðòûíåíêîÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå ðàññìîòðåí ðÿä âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äîêàçàòåëüñòâîì ñõîäèìîñòè ìíîãî-ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèèêàê âàðèàíòó ãåîìåòðè÷åñêèõ ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ñ ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûìè îïåðà-òîðàìè ïåðåõîäîâ. Ïîëó÷åíû âèä ìàòðèöû ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé è îöåíêà å¼ íîðìû.Ïîêàçàíà íåçàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé îò øàãà ñåòêè è âûïîëíåíîñðàâíåíèå ñ êëàññè÷åñêèìè ìíîãîñåòî÷íûìè ìåòîäàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîìåòðè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû, óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñå-òî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ, ñõîäèìîñòü. ÂâåäåíèåÂ îòëè÷èå îò ïðîñòåéøèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àë-ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ), ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû õàðàêòåðèçóþòñÿ äîñòà-òî÷íî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ìàòðèöû èòåðàöèé, ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî èõ ñõîäè-ìîñòè âåñüìà òðóäî¼ìêî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ïðèìåí¼í äëÿ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåêîòîðîé êðàåâîé çàäà÷è è ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå äâóõ-óðîâíåâûå àëãîðèòìû. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîéêðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äâà óðîâíÿ ñåòîê: íóëåâîé (ìåëêàÿ ñåòêà) è ïåðâûé(ãðóáàÿ ñåòêà (èëè ñåòêè) ñ á�îëüøèì øàãîì, ÷åì ó ìåëêîé ñåòêè). �àçíîñòíûéàíàëîã èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è èìååò âèä

A0 u0 = b0, (1)äàëåå íèæíèå èíäåêñû 0, 1, . . . , l áóäóò îçíà÷àòü ïðèíàäëåæíîñòü ê íóëåâîìó, ïåð-âîìó, . . . , l -ìó ñåòî÷íûì óðîâíÿì ñîîòâåòñòâåííî. Íîìåð óðîâíÿ ñ ñàìûìè ãðóáûìèñåòêàìè îáîçíà÷åí êàê L+ .
�èñ. 1. Äâóõóðîâíåâûå ìíîãîñåòî÷íûå àëãîðèòìûÑãëàæèâàþùèå èòåðàöèè ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïåðåä êîððåêöèåé ïîïðàâêèíà ãðóáîé ñåòêå (ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå), ïîñëå êîððåêöèè (ïîñëåäóþùååñãëàæèâàíèå) èëè, êàê ÷àùå âñåãî áûâàåò, è äî, è ïîñëå êîððåêöèè. Âî âñåõ òð¼õñëó÷àÿõ ìàòðèöà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé èìååò ðàçíûé âèä, ÷òî çàòðóäíÿåò àíà-ëèç ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ.



6 Ñ.È. ÌÀ�ÒÛÍÅÍÊÎ�àññìîòðèì äâà äâóõóðîâíåâûõ ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèòìà (L+ = 1) , êîòîðûåñõåìàòè÷íî ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Â ïåðâîì èç íèõ (ðèñ. 1, ñëåâà) ìíîãîñåòî÷íàÿèòåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñî ñãëàæèâàíèÿ íà ìåëêîé ñåòêå, à çíà÷èò, èñïîëüçóåò òîëüêîïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå ïðè îòñóòñòâèè ïîñëåäóþùåãî. Â êà÷åñòâå ñãëàæè-âàþùåé ïðîöåäóðû âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì
W0

(

u
(ν+1)
0 − u

(ν)
0

)

= b0 − A0 u
(ν)
0èëè

u
(ν+1)
0 =

(

I − W−1
0 A0

)

u
(ν)
0 + W−1

0 b0. (2)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ, òî åñòü íîðìà ìàòðèöûñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé S0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
‖S0‖ =

∥

∥I − W−1
0 A0

∥

∥ 6 ω0 < 1, (3)ãäå ω0 , êàê ïðàâèëî, çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè. Åñëè òî÷íîå ðåøåíèå u0 =
= A−1

0 b0 ÑËÀÓ (1) ÿâëÿåòñÿ �èêñèðîâàííîé òî÷êîé èòåðàöèé, òî ñïðàâåäëèâîñîîòíîøåíèå
u

(ν)
0 − u0 = Sν

0

(

u
(0)
0 − u0

)

, (4)ãäå u
(0)
0 åñòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.Îáîçíà÷èì èòåðàöèè ïðåäâàðèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ êàê ν́ , ïîñëåäóþùåãî �êàê ν̀ . Ïîëó÷åííîå ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ íà ìåëêîé ñåòêå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ

u
(ν́)
0 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

A0 u
(ν́)
0 = b0 + r ,ãäå r åñòü íåâÿçêà. Äîáàâèì ê ïðèáëèæåíèþ u

(ν́)
0 íåêîòîðóþ ïîïðàâêó c0 , ÷òîáûóíè÷òîæèòü íåâÿçêó r , òî åñòü

A0 c0 = b0 − A0 u
(ν́)
0 . (5)Ïîëó÷åííóþ ÑËÀÓ èíîãäà íàçûâàþò çàïèñüþ èñõîäíîé ÑËÀÓ (1) â òåðìèíàõ ¾ïî-ïðàâêà � íåâÿçêà¿.�åøåíèå ÑËÀÓ (5) ïîòðåáóåò òåõ æå âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé, ÷òî è ðåøåíèåèñõîäíîé ÑËÀÓ (1). Ïîýòîìó äëÿ óìåíüøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû âîñïîëüçó-åìñÿ âñïîìîãàòåëüíîé ÑËÀÓ âèäà

A1c1 = R0→1

(

b0 − A0 u
(ν́)
0

)

, (6)êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïðîåöèðîâàíèÿ (5) íà ãðóáóþ ñåòêó (ñåòêè) ïåðâîãîóðîâíÿ. Îïåðàòîð ñóæåíèÿ R0→1 , ïðîåöèðóþùèé íåâÿçêó ñ ìåëêîé ñåòêè íà ãðó-áûå ñåòêè ïåðâîãî óðîâíÿ, è ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ A1 ìîãóò áûòü ïîñòðîåíûðàçíûìè ñïîñîáàìè [1℄.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãðóáîé ñåòêå (ñåòêàõ) ÑËÀÓ (6) ðåøåíà òî÷íî, òî åñòü å¼ðåøåíèå èìååò âèä
c1 = A−1

1 R0→1

(

b0 − A0 u
(ν́)
0

)

.Ïîëó÷åííóþ ïîïðàâêó ñïðîåöèðóåì ñ ïåðâîãî óðîâíÿ íà íóëåâîé
c0 = P1→0 c1 = P1→0A

−1
1 R0→1

(

b0 − A0u
(ν́)
0

)

,ãäå P1→0 � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (ïðîëîíãàöèè), ïðîåöèðóþùèé ïîïðàâêó ñ ãðó-áûõ ñåòîê ïåðâîãî óðîâíÿ íà ìåëêóþ ñåòêó (íóëåâîé óðîâåíü).



ÇÀÌÅ×ÀÍÈß Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ 7Ñîãëàñíî ðèñ. 1 (ñëåâà) íîâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ u
(1)
0 åñòü ïðèáëèæåíèåïîñëå âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé ν́ ïðåäâàðèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ u

(ν́)
0 ïëþñ ñïðîëîí-ãèðîâàííàÿ ïîïðàâêà P1→0 c1 :

u
(1)
0 = P1→0 c1 + u

(ν́)
0 = P1→0A

−1
1 R0→1

(

b0 − A0 u
(ν́)
0

)

+ u
(ν́)
0 .Âûðàæàÿ u

(ν́)
0 èç (4)

u
(ν́)
0 = S ν́

0 u
(0)
0 +

(

1 − S ν́
0

)

u0 = S ν́
0 u

(0)
0 +

(

1 − S ν́
0

)

A−1
0 b0è ïîëàãàÿ, ÷òî u

(1)
0 = u

(q+1)
0 åñòü íîâîå çíà÷åíèå ïîñëå ìíîãîñåòî÷íîé èòåðà-öèè, à u

(0)
0 = u

(q)
0 � ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ �îðìó çàïèñèìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà:

u
(q+1)
0 = M u

(q)
0 +

(

I − d0A0S
ν́
0

)

A−1
0 b0, (7)ãäå ìàòðèöà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé M èìååò âèä

M = d0A0S
ν́
0 ,à

d0 = A−1
0 − P1→0A

−1
1 R0→1. (8)Ïóñòü â ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî ãðóáûõ ñåòîê áîëåå îäíîãî ( l > 1), Al åñòüìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ íà ñåòêå (ñåòêàõ) óðîâíÿ l , Sl � ìàòðèöà ñãëàæèâàþùèõèòåðàöèé, νl � êîëè÷åñòâî ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé, Rl→l+1 � îïåðàòîð ñóæåíèÿ,ïðîåöèðóþùèé íåâÿçêó ñ áîëåå ìåëêîé ñåòêè (ñåòîê) óðîâíÿ l íà áîëåå ãðóáóþñåòêó (ñåòêè) óðîâíÿ l + 1 , Pl+1→l � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (ïðîëîíãàöèè), ïðî-åöèðóþùèé ïîïðàâêó ñ áîëåå ãðóáîé ñåòêè (ñåòîê) óðîâíÿ l + 1 íà áîëåå ìåëêóþñåòêó (ñåòêè) óðîâíÿ l . Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó ñõîäèìîñòè ìíîãî-ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.1. Ñâîéñòâî ñãëàæèâàíèÿ: ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ η(νl) : R+ → R+ òàêàÿ, ÷òî

η(νl) → 0 ïðè νl → ∞ è
‖AlS

νl

l ‖ 6 η(νl)‖Al‖. (9)2. Ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè: ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà CA > 0 òàêàÿ, ÷òî
‖A−1

l − Pl+1→lA
−1
l+1Rl→l+1‖ 6 CA‖Al‖−1. (10)Ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü äëÿ êàæäîãîèòåðàöèîííîãî ìåòîäà (ßêîáè, Çåéäåëÿ è ò. ä.), à ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè � äëÿ ìå-òîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷¼ì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîé-ñòâà àïïðîêñèìàöèè âàæíà ãåîìåòðèÿ îáëàñòè (ïîäðîáíåå ñì. [1℄).Åñëè ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè âûïîëíÿþòñÿ, òî ìíîãîñåòî÷íûéìåòîä (7) ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè

‖M‖ = ‖d0A0S
ν́
0 ‖ 6 ‖d0‖ · ‖A0S

ν́
0 ‖ 6 CAη(ν́).Íåñêîëüêî èíà÷å çàïèñûâàåòñÿ ìíîãîñåòî÷íîé ìåòîä, ñõåìàòè÷íî ïîêàçàííûéíà ðèñ. 1 (ñïðàâà). Â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå è âû-ïîëíÿþòñÿ òîëüêî èòåðàöèè ν̀ ïîñëåäóþùåãî ñãëàæèâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî-ñåòî÷íûå èòåðàöèè èìåþò âèä

u
(q+1)
0 = M u

(q)
0 + A−1

0

(

I − A0S
ν̀
0 d
)

b0, (11)



8 Ñ.È. ÌÀ�ÒÛÍÅÍÊÎãäå
M = S ν̀

0 d0A0,ãäå ìàòðèöà d0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (8). Î÷åâèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íåëüçÿíåïîñðåäñòâåííî ïîêàçàòü íåçàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äàííîãî ìíîãîñå-òî÷íîãî ìåòîäà (11) îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè ïðè ïîìîùè ñâîéñòâ ñãëàæèâàíèÿ èàïïðîêñèìàöèè.Â îáùåì ñëó÷àå ïðè íàëè÷èè ïðåäâàðèòåëüíîãî è ïîñëåäóþùåãî ñãëàæèâàíèéìíîãîñåòî÷íûå èòåðàöèè äâóõóðîâíåâîãî ìåòîäà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
u

(q+1)
0 = S ν̀

0 dA0S
ν́
0 u

(q)
0 +

(

I − S ν̀
0 dA0S

ν́
0

)

A−1
0 b0. (12)Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûé íàñâîéñòâàõ ñãëàæèâàíèÿ (9) è àïïðîêñèìàöèè (10), ìîæåò íåïîñðåäñòâåííî ïðèìå-íÿòüñÿ ëèøü â ñëó÷àå ν́ 6= 0 è ν̀ = 0 (òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå).Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, êàê ïðèìåíèòü ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè äëÿîñòàëüíûõ ñëó÷àåâ. 1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿÄëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà (11) âîñïîëüçóåìñÿâñïîìîãàòåëüíîé ÑËÀÓ âèäà

A0 v 0 = A−1
0 b0, ãäå v 0 = A−1

0 u0. (13)ÑËÀÓ (13) ïîíàäîáèòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ÑËÀÓ (13) èñïîëüçîâàí èòå-ðàöèîííûé ìåòîä (2). Òîãäà
v

(ν̄+1)
0 =

(

I − W−1
0 A0

)

v
(ν̄)
0 + W−1

0 A−1
0 b0èëè ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî v 0 = A−1

0 u0,

u
(ν̄+1)
0 = A0

(

I − W−1
0 A0

)

A−1
0 u

(ν̄)
0 + A0W

−1
0 A−1

0 b0, (14)Ìàòðèöà ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä
S̄0 = A0

(

I − W−1
0 A0

)

A−1
0 = A0S0A

−1
0 = I − A0W

−1
0 , (15)ãäå S0 � ìàòðèöà èòåðàöèé ìåòîäà (2).Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà (14),è íàîáîðîò. Â ñàìîì äåëå èç (15) ñëåäóåò, ÷òî

S̄ν
0 =

(

A0S0A
−1
0

)ν
= A0S

ν
0 A−1

0 .Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà
‖S̄ν

0 ‖ = ‖A0S
ν
0 A−1

0 ‖ 6 ‖A0‖ · ‖A−1
0 ‖ · ‖S0‖ν

6 ‖A0‖ · ‖A−1
0 ‖ων

0 .Ïîñêîëüêó ω < 1 , òî ‖S̄ν
0‖ → 0 ïðè ν → ∞ . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îáðàòíîåóòâåðæäåíèå. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íîðìà ìàòðèöû ñãëàæè-âàþùèõ èòåðàöèé ìåòîäà (14) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ
‖S̄0‖ =

∥

∥I − A0W
−1
0

∥

∥ 6 ω̄0 < 1. (16)Â îáùåì ñëó÷àå èç òîãî, ÷òî S̄0 6= S0 ñëåäóåò u
(ν̄)
0 6= u

(ν)
0 è ω̄0 çàâèñèò îò âåëè÷èíûøàãà ñåòêè.



ÇÀÌÅ×ÀÍÈß Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ 9Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé íîðìå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
‖I − 2AlW

−1
l ‖ 6 1, (17)òîãäà ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî ñãëàæèâàíèÿ, ïðè÷¼ì

‖AlS
νl

l ‖ 6 Cw

√

2

πνl

‖Al‖. (18)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé
Sνl

l =
(

I − W−1
l Al

)νl =
[

A−1
l

(

I − AlW
−1
l

)

Al

]νl

= A−1
l

(

I − AlW
−1
l

)νl

Al,îòêóäà
AlS

νl

l =
(

I − AlW
−1
l

)νl

Al. (19)Îáîçíà÷èì B = I − 2AlW
−1
l , òîãäà

I − B = 2AlW
−1
l è I + B = 2(I − AlW

−1
l ),ñëåäîâàòåëüíî,

AlS
νl

l =
1

2νl+1
WlA

−1
l (I − B)(I + B)νlAl.Îòñþäà èìååì

‖AlS
νl

l ‖ 6
1

2νl+1
‖WlA

−1
l ‖ · ‖(I − B)(I + B)νl‖ · ‖Al‖. (20)Íîðìó ‖WlA

−1
l ‖ ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sl = I − W−1
l Al ⇒ I = Wl(I − Sl)A

−1
l = WlA

−1
l · Al(I − Sl)A

−1
l .Ïîñêîëüêó

Al(I − Sl)A
−1
l = I − AlSlA

−1
l = I − S̄l(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (15)), òî

WlA
−1
l = (I − S̄l)

−1.Îòñþäà â ñèëó (16) ñëåäóåò íåîáõîäèìàÿ îöåíêà
‖WlA

−1
l ‖ = ‖(I − S̄l)

−1‖ 6
1

1 − ‖S̄l‖
6

1

1 − max
l

ω̄l

= Cw, (21)ãäå Cw åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.Äëÿ îöåíêè ‖(I − B)(I + B)νl‖ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé ëåììîé.Ëåììà 1 [2℄. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû B ∈ R
n×n âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖B‖ 6 1â íåêîòîðîé îïåðàòîðíîé íîðìå. Òîãäà â òîé æå íîðìå

‖(I − B)(I + B)νl‖ 6 2νl+1

√

2

πνl

, νl = 1, 2, 3, . . . (22)Ñ ó÷¼òîì (21) è (22) îöåíêà (20) ïðèíèìàåò âèä (18).



10 Ñ.È. ÌÀ�ÒÛÍÅÍÊÎÇàìåòèì, ÷òî èç (19) ñëåäóåò
AlS

νl

l A−1
l =

(

I − AlW
−1
l

)νl ⇒ ‖AlS
νl

l A−1
l ‖ 6







Cw

√

2

πνl

, νl 6= 0,

1, νl = 0.

. (23)Òåïåðü ïîêàæåì, êàê ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ (18) è àïïðîêñèìàöèè (10) â ñî÷åòà-íèè ñ îöåíêîé (23) ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèò-ìîâ ïðè ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ ïðåäâàðèòåëüíûõ è ïîñëåäóþùèõ ñãëàæèâàíèé.Ïðèìåíÿÿ ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä (12) ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ (13), ïîëó÷èì
u

(q+1)
0 = A0S

ν̀
0 d0A0S

ν́
0 A−1

0 u
(q)
0 +

(

I − A0S
ν̀
0 d0A0S

ν́
0 A−1

0

)

A−1
0 b0 .Îòñþäà ñ ó÷¼òîì (10), (18) è (23) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó íîðìûìàòðèöû ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé:

‖M‖ = ‖A0S
ν̀
0 d0A0S

ν́
0 A−1

0 ‖ 6 ‖A0S
ν̀
0 ‖ · ‖d0‖ · ‖A0S

ν́
0 A−1

0 ‖,èëè
‖M‖ 6







































CACw

√

2

πν́l

, ν̀ = 0 è ν́ > 1,

CACw

√

2

πν̀l

, ν̀ > 1 è ν́ = 0,

CAC2
w

2

π

1√
ν̀ν́

, ν̀ > 1 è ν́ > 1.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ (êîãäà ïðîâîäÿòñÿ òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíîåñãëàæèâàíèå ν̀ = 0 è ν́ > 1 , òîëüêî ïîñëåäóþùåå ñãëàæèâàíèå ν̀ > 1 è ν́ = 0 èïðåäâàðèòåëüíîå è ïîñëåäóþùåå ñãëàæèâàíèå ν̀ > 1 è ν́ > 1) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòèäâóõóðîâíåâîãî ìåòîäà íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñåòêè.Äàëåå âñïîìîãàòåëüíàÿ ÑËÀÓ (13) è îöåíêè (18) è (23) áóäóò èñïîëüçîâàíûäëÿ àíàëèçà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèèïðè îòñóòñòâèè ïðåäâàðèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ.2. Ìàòðèöà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèéÊëàññè÷åñêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû ñîñòîÿò èç ïðîáëåìíî-çàâèñèìûõ êîìïî-íåíò, îïòèìàëüíàÿ àäàïòàöèÿ êîòîðûõ ê ðåøàåìîé çàäà÷å è îïðåäåëÿåò îïòèìàëü-íóþ (íåóëó÷øàåìóþ) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Àäàïòàöèÿ êîìïîíåíò ÿâëÿåòñÿ äîñòà-òî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé, ïîýòîìó â [3�6℄ áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò ãåîìåòðè÷åñêîãîìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûìè îïåðàòîðàìè ïåðåõîäà (ñóæå-íèÿ è ïðîäîëæåíèÿ). Óíèâåðñàëüíàÿ ìíîãîñåòî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ (ÓÌÒ) ñîäåðæèòñãëàæèâàíèå íà îñîáîé èåðàðõèè ñåòîê (òàê íàçûâàåìîé ìíîãîñåòî÷íîé ñòðóêòóðå).Êàæäûé ñåòî÷íûé óðîâåíü l ñîñòîèò èç 3dl ñåòîê (d = 2, 3; l = 0, 1, 2, . . . , L+) ,ïðè ýòîì ñàìàÿ ìåëêàÿ ñåòêà îáðàçóåò íóëåâîé óðîâåíü ( l = 0), à ñàìûå ãðóáûåñåòêè � óðîâåíü L+ . Âñå ñåòêè îäíîãî óðîâíÿ íå èìåþò îáùèõ óçëîâ è ãðàíåéêîíòðîëüíûõ îáú¼ìîâ, îäíàêî îáúåäèíåíèå âñåõ ñåòîê êàæäîãî óðîâíÿ äà¼ò ñàìóþìåëêóþ ñåòêó. Ïîýòîìó îïåðàòîð ïðîëîíãàöèè â ÓÌÒ íå çàâèñèò îò ðåøàåìîé çà-äà÷è. Êîíòðîëüíûé îáú¼ì íà ñåòêàõ óðîâíÿ l ñîñòîèò èç 3dl êîíòðîëüíûõ îáú¼ìîâíà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäàäëÿ àïïðîêñèìàöèè êðàåâûõ çàäà÷ íà ìíîãîñåòî÷íûõ ñòðóêòóðàõ ïîçâîëÿåò ïîëó-÷èòü ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûé îïåðàòîð ñóæåíèÿ. Îñíîâíîé ìíîãîñåòî÷íûé öèêë



ÇÀÌÅ×ÀÍÈß Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ 11ÓÌÒ íå ñîäåðæèò ïðåäâàðèòåëüíîãî ñãëàæèâàíèÿ, òî åñòü ìíîãîñåòî÷íàÿ èòåðà-öèÿ íà÷èíàåòñÿ íà óðîâíå L+ , ñîñòîÿùåì èç ñàìûõ ãðóáûõ ñåòîê, è çàâåðøàåòñÿíà íóëåâîì óðîâíå (ñàìàÿ ìåëêàÿ ñåòêà).�àíåå ñõîäèìîñòü ÓÌÒ óæå áûëà äîêàçàíà â [7℄, îäíàêî ïîëó÷åííûå îöåíêèîêàçàëèñü äîñòàòî÷íî ãðóáû è íå ïîçâîëÿëè ñóäèòü î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.Â ÓÌÒ íà êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå ðåøàåìàÿ ÑËÀÓ èìååò âèä
Al c l = R0→l

(

b0 − A0 u
(q)
0

)

, l = 0, 1, 2, . . . , L+. (24)ãäå ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ Al èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó, ïðè÷¼ì êîëè÷åñòâî áëî-êîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ñåòîê, îáðàçóþùèõ äàííûé óðîâåíü (òî åñòü 3dl ); R0→l �ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûé îïåðàòîð ñóæåíèÿ, ïðîåöèðóþùèé íåâÿçêó b0 −A0u
(q)
0 ññàìîé ìåëêîé ñåòè íà ñåòêè óðîâíÿ l , è u

(q)
0 åñòü ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ïîñëå

q -é ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè.Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàòîðà ñóæåíèÿ:
R0→l = Rl−1→l . . .R1→2R0→1 è R0→0 = I.Ïðîäîëæåíèå (ïðîëîíãàöèÿ) íåâÿçêè ñ óðîâíÿ l + 1 íà óðîâåíü l â ÓÌÒ çàïè-ñûâàåòñÿ â âèäå

c l = Pl+1→l c l+1,ãäå Pl+1→l � ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ (ïðîëîíãàöèè), êî-òîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà, îñóùåñòâëÿþùàÿ ïåðåñòàíîâêó êîìïîíåíò âåêòîðàïîïðàâêè.Ïóñòü íà ñåòêàõ óðîâíÿ l âûïîëíåíî νl ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé. Òîãäà âûðà-æåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä
c l − c

(νl)
l = Sνl

l

(

c l − c
(0)
l

)

, (25)ãäå c l åñòü òî÷íîå ðåøåíèå (24):
c l = A−1

l R0→l

(

b0 − A0 u
(q)
0

)

, (26)
c

(0)
l = Pl+1→l c

(νl+1)
l+1 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (òî åñòü ïîïðàâêà, ñïðîåöèðîâàííàÿñ ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ l + 1 ñ áîëåå ãðóáûìè ñåòêàìè) è Sνl

l � ìàòðèöà ñãëàæèâà-þùèõ èòåðàöèé. Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (25), äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿñëàãàåìîå Pl+1→l c l+1 :
c l − c

(0)
l = c l − Pl+1→l c

(νl+1)
l+1 = c l + Pl+1→l

(

c l+1 − c
(νl+1)
l+1

)

− Pl+1→l c l+1. (27)Ñ ó÷¼òîì (26) ïîëó÷èì
cl − Pl+1→lcl+1 = A−1

l R0→l

(

b0 − A0u
(q)
0

)

− Pl+1→lA
−1
l+1R0→l+1

(

b0 − A0u
(q)
0

)

=

=
[

A−1
l R0→l − Pl+1→lA

−1
l+1R0→l+1

] (

b0 − A0u
(q)
0

)

=

=
[

A−1
l − Pl+1→lA

−1
l+1Rl→l+1

]

R0→l

(

b0 − A0u
(q)
0

)

.Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó R0→l+1 = Rl→l+1R0→l . Îáîçíà÷èì
dl = A−1

l − Pl+1→lA
−1
l+1Rl→l+1. (28)



12 Ñ.È. ÌÀ�ÒÛÍÅÍÊÎÇàìåòèì, ÷òî ñ ó÷¼òîì (28) ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
‖dl‖ 6 CA‖Al‖−1 . Òîãäà

c l − Pl+1→l c l+1 = dlR0→l

(

b0 − A0 u
(q)
0

)

,è âûðàæåíèå (27) ïðèíèìàåò âèä
c l − c

(0)
l = Pl+1→l

(

c l+1 − c
(νl+1)
l+1

)

+ dlR0→l

(

b0 − A0 u
(q)
0

)

.Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü (25) â ðåêóððåíòíîì âèäå
c l − c

(νl)
l = Sνl

l Pl+1→l

(

c l+1 − c
(νl+1)
l+1

)

+ Sνl

l dlR0→l

(

b0 − A0 u
(q)
0

)

. (29)Äàëåå ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ïîïðàâêè â õîäå ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè, íà÷è-íàÿ ñ óðîâíÿ ñ ñàìûìè ãðóáûìè ñåòêàìè L+ è çàêàí÷èâàÿ ñàìîé ìåëêîé ñåòêîé(íóëåâîé óðîâåíü):1. Óðîâåíü L+ . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà äàííîì óðîâíå ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿ ðå-øåíû òî÷íî:
cL+ = c

(ν
L+ )

L+ . (30)2. Óðîâåíü L+ − 1 . Âûðàæåíèå (29) ñ ó÷¼òîì (30) ïðèíèìàåò âèä
cL+−1 − c

(ν
L+

−1
)

L+−1 = S
ν

L+
−1

L+−1 dL+−1R0→L+−1

(

b0 − A0 u
(q)
0

)

. (31)3. Óðîâåíü L+ − 2 . Âûðàæåíèå (29) ñ ó÷¼òîì (31) ïðèíèìàåò âèä
cL+−2 − c

(ν
L+

−2
)

L+−2 = S
ν

L+
−2

L+−2 PL+−1→L+−2

(

cL+−1 − c
(ν

L+
−1

)

L+−1

)

+

+ S
ν

L+
−2

L+−2 dL+−2R0→L+−2

(

b0 − A0u
(q)
0

)

=

= S
ν

L+
−2

L+−2 PL+−1→L+−2S
ν

L+
−1

L+−1 dL+−1R0→L+−1

(

b0 − A0u
(q)
0

)

+

+ S
ν

L+
−2

L+−2 dL+−2R0→L+−2

(

b0 − A0u
(q)
0

)

= QL+−2

(

b0 − A0u
(q)
0

)

,ãäå
QL+−2 = S

ν
L+

−2

L+−2 PL+−1→L+−2S
ν

L+
−1

L+−1 dL+−1R0→L+−1 + S
ν

L+
−2

L+−2 dL+−2R0→L+−2.Ïðîäîëæàÿ âûïèñûâàòü ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæ¼ííûì çíà÷åíèÿìè ïî-ïðàâîê íà ïîñëåäóþùèõ óðîâíÿõ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
c l − c

(νl)
l = Ql

(

b0 − A0u
(q)
0

)

, (32)ãäå ìàòðèöà Ql èìååò âèä
Ql =







Sνl

l

(

dlR0→l + Pl+1→lQl+1

)

, l = 0, 1, 2, . . . , L+ − 2,

Sνl

l dlR0→l, l = L+ − 1.
(33)Íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå ( l = 0) óðàâíåíèå (32) ñ ó÷¼òîì (26) è ðàâåíñòâà

R0→0 = I ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ñëåäóþùåé �îðìå:
c

(ν0)
0 = c0 − Q0

(

b0 − A0 u
(q)
0

)

=
(

A−1
0 − Q0

)(

b0 − A0 u
(q)
0

)

.



ÇÀÌÅ×ÀÍÈß Î ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÅ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ 13Òîãäà, ïðèáàâëÿÿ ê ïðåäûäóùåìó çíà÷åíèþ u
(q)
0 ïîïðàâêó c

(ν0)
0 , ïîëó÷èì íîâîåïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ïîñëå âûïîëíåííîé ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè

u
(q+1)
0 = u

(q)
0 + c

(ν0)
0 = u

(q)
0 +

(

A−1
0 −Q0

)(

b0−A0u
(q)
0

)

= Q0A0 u
(q)
0 +

(

A−1
0 −Q0

)

b0,ãäå ìàòðèöà Q0 çàäàíà ñîãëàñíî (33). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà ìíîãîñåòî÷-íûõ èòåðàöèé ÓÌÒ èìååò âèä Q0A0 .×òîáû èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ è àïïðîêñèìàöèè äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé, ïðèìåíèì ÓÌÒ ê ðåøåíèþ âñïîìîãà-òåëüíîé çàäà÷è (13)
v

(q̄+1)
0 = Q0A0 v

(q̄)
0 +

(

A−1
0 − Q0

)

b0.Òîãäà ñ ó÷¼òîì çàìåíû ïåðåìåííûõ v
(q̄)
0 = A−1

0 u
(q̄)
0 ïîëó÷èì

u
(q̄+1)
0 = A0Q0u

(q̄)
0 +

(

I − A0Q0

)

A−1
0 b0.Äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ìàòðèöó ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé M = A0Q0 óäîá-íåå ïåðåïèñàòü â íåðåêóððåíòíîì âèäå

M = A0Q0 = A0S
ν0

0 d0 +

L+
−1
∑

l=1

l−1
∏

k=0

AkSνk

k Pk+1→kA−1
k+1 · AlS

νl

l dlR0→l, (34)ãäå ìàòðèöà dl çàäàíà ñîãëàñíî (28).Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ÓÌÒ.Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñâîéñòâà ñãëàæèâàíèÿ (18) è àï-ïðîêñèìàöèè (10), è ‖R0→l‖ 6 CR . Òîãäà ÓÌÒ ñõîäèòñÿ, ïðè÷¼ì äëÿ íîðìû ìàò-ðèöû ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé (34) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
‖M‖ 6 CACw

√

2

πν0
+ CACwCR

L+
−1
∑

l=1

(CCw)l

l−1
∏

k=0

√

2

πνk

√

2

πνl

. (35)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (34) âûòåêàåò, ÷òî
‖M‖ 6 ‖A0S

ν0

0 d0‖ +

L+
−1
∑

l=1

l−1
∏

k=0

‖AkSνk

k Pk+1→kA−1
k+1‖ · ‖AlS

νl

l dl‖ · ‖R0→l‖. (36)Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ñãëàæèâàíèÿ (18) è ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèè (10), çàïèñàííîåñ ó÷¼òîì (28) â âèäå ‖dl‖ 6 CA‖Al‖−1 , ïîëó÷èì
‖AlS

νl

l dl‖ 6 ‖AlS
νl

l ‖ · ‖dl‖ 6 CACw

√

2

πνl

, l = 0, 1, 2, . . . , L+ − 1. (37)Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (23), íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó
‖AkSνk

k Pk+1→kA−1
k+1‖ 6 C‖AkSνk

k A−1
k ‖ 6 CCw

√

2

πνk

. (38)Òîãäà îöåíêà (36) ñ ó÷¼òîì (37) è (38) ïðèíèìàåò âèä (35).



14 Ñ.È. ÌÀ�ÒÛÍÅÍÊÎÍàïîìíèì, ÷òî âñå îöåíêè ïîëó÷åíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà óðîâíå, ñîñòîÿ-ùåì èç ñàìûõ ãðóáûõ ñåòîê l = L+ , ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿ ðåøåíû òî÷íî. Âûïîëíÿÿäîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé íà êàæäîì óðîâíå, ìîæíî äî-áèòüñÿ ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé (‖M‖ → 0 ïðè νl → ∞), ïðè÷¼ìêîëè÷åñòâî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñàìîé ìåëêîéñåòêè.Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ñãëà-æèâàþùèõ èòåðàöèé íà êàæäîì óðîâíå: νl = ν, l = 0, 1, 2, . . . , L+−1 . Òîãäà îöåíêà(35) ïðèíèìàåò âèä
‖M‖ 6 CACw

√

2

πν
+ CACwCR

L+
−1
∑

l=1

(CCw)l

(

√

2

πν

)l+1

.Ïîñêîëüêó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ν

L+
−1
∑

l=1

(CCw)l

(

√

2

πν

)l+1

= CCw

2

πν

1 −
(

CCw

√

2

πν

)L+
−1

1 − CCw

√

2

πν

<

< CCw

2

πν

1

1 − CCw

√

2

πν

= CCw

√

2

πν

2√
2πν − CCw

,îöåíêà (35) â ñëó÷àå νl = ν = const âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
‖M‖ < CACw

√

2

πν

(

1 +
2CCwCR√
2πν − CCw

)

, (39)îòêóäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ÓÌÒ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíûøàãà ñåòêè.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî èç îöåíêè (35) ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå ãðóáóþ îöåíêóâèäà (39) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî νl = ν = min
l

νl .3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòÂ êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ÓÌÒ è V-öèêëà íà ïðèìåðå ðå-øåíèÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äâóõìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ∆u = −fñ òî÷íûì ðåøåíèåì Q(x)Q(y) , ãäå Q(ξ) = 10
(

eξ + (1 − e)ξ − 1
)

, ξ = (x, y) . Äëÿðàçíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà èñïîëüçîâàíà ñòàíäàðòíàÿ ïÿòèòî-÷å÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàíû íàðèñ. 2, ãäå R(q) = ‖Au
(q) − b‖∞ � íîðìà âåêòîðà íåâÿçêè íà ñàìîé ìåëêîé ñåòêå è

E(q) = max
ij

|u(q)
ij − Q(xi)Q(yj)| � ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò, ÷òî ÓÌÒ îáëàäàåòãëàâíûì ñâîéñòâîì ìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäîâ, à èìåííî íåçàâèñèìîñòüþ êîëè÷å-ñòâà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé îò âåëè÷èíû øàãà ñàìîé ìåëêîé ñåòêè. Èç ðèñ. 2âèäíî, ÷òî íåò çàìåòíîé ðàçíèöû ìåæäó ñõîäèìîñòüþ èòåðàöèé V-öèêëà è ÓÌÒ.Ïðè èñïîëüçîâàíèè V-öèêëà âûïîëíåíî òðè ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè ïðè ïðåä-âàðèòåëüíîì è ïîñëåäóþùåì ñãëàæèâàíèè, à ïðè èñïîëüçîâàíèè ÓÌÒ � øåñòüñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé.
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�èñ. 2. Ñõîäèìîñòü V-öèêëà è ÓÌÒ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ÏóàññîíàÎäíàêî, íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî â õàðàêòåðå ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèéV-öèêëà è ÓÌÒ, åñòü ðàçíèöà â îáú¼ìå âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû. Ïóñòü âû÷èñëè-òåëüíàÿ ñåòêà ñîñòîèò èç (2k + 1)d óçëîâ, ãäå d = 2, 3 . Òîãäà, íå ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàòîðîâ ïåðåõîäîâ, ïîëó-÷èì, ÷òî óâåëè÷åíèå âðåìåíè ñ÷¼òà ñîñòàâèò
≈
[

lg(2k + 1)

lg 3

]

2d − 1

2d + 1
≈
[

0.63k
]2d − 1

2d + 1
,ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè ëèíåé-íûõ äâóõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (d = 2) íà ñåòêå 10252 (k = 10) è òð¼õìåðíûõçàäà÷ (d = 3) íà ñåòêå 1293 (k = 7) ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âðåìÿ ñ÷¼òà óâåëè÷èò-ñÿ â 3.6 è 3.1 ðàçà ñîîòâåòñòâåííî. Óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé â ÓÌÒïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìíîãîñåòî÷íûìè ìåòîäàìè âûçâàíî ïðèìåíåíèåìïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ ïåðåõîäîâ. Ïîäñ÷¼ò îáúåìà âû÷èñëèòåëüíîéðàáîòû ïîêàçûâàåò, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñòîèìîñòü ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè ÓÌÒñîñòàâèò αN lg N àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå N � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, à α �íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Çàêëþ÷åíèåÂûïîëíåííûé àíàëèç ñõîäèìîñòè óíèâåðñàëüíîé ìíîãîñåòî÷íîé òåõíîëîãèè ïî-êàçàë, ÷òî êîëè÷åñòâî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà ñàìîéìåëêîé ñåòêè. Îäíàêî îáú¼ì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû, íåîáõîäèìîé äëÿ âûïîëíå-íèÿ êàæäîé ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè, âûøå àíàëîãè÷íîãî îáú¼ìà â êëàññè÷åñêèõìíîãîñåòî÷íûõ ìåòîäàõ èç-çà íàëè÷èÿ ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ ïåðåõî-äîâ.Àíàëèç ñõîäèìîñòè ÓÌÒ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ïîñêîëüêó íå äîêàçàíî ñâîéñòâîàïïðîêñèìàöèè èç-çà áîëåå ñëîæíîé, ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìíîãîñåòî÷-íûìè ìåòîäàìè, ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðóáûõ ñåòêàõ.Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðî�åññîðó Ì.Ï. �àëàíèíó (Èíñòèòóò ïðè-êëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà �ÀÍ) çà ïîääåðæêó èññëåäîâàíèé è êðè-òè÷åñêîå îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 12-01-00109).
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