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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àþòñÿ ðàçíîñòíûå ìåòîäû è ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê ëèíåé-
íûì íåêîððåêòíûì çàäà÷àì Êîøè ñ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå â óñëîâèÿõ òî÷íûõ äàííûõ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû
àâòîðà î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè óêàçàííûõ ìåòîäîâ â îáùåì ñëó÷àå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà äî-
ïóñêàþò óñèëåíèå. Íàéäåíû áëèçêèå äðóã ê äðóãó íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êâàëè-
ôèöèðîâàííîé ñõîäèìîñòè èçó÷àåìûõ ìåòîäîâ â òåðìèíàõ ïîêàçàòåëÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè
èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ ñòåïåííûå îöåíêè
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ íå ìîãóò èìåòü ïîêàçàòåëü, ïðåâûøàþùèé
õàðàêòåðíûé äëÿ êàæäîãî ìåòîäà ïîðîã íàñûùåíèÿ.
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1. Ââåäåíèå

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Êîøè

dx(t)

dt
= Ax(t), x(0) = f, (1.1)

ãäå A : D(A) ⊂ H → H, D(A) = H � íåîãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð, äåé-
ñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ñî ñïåêòðîì σ(A) ⊂ [a,+∞), ãäå a > 0. Òðå-
áóåòñÿ îïðåäåëèòü ýëåìåíò x(T ), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé çíà÷åíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
x = x(t) çàäà÷è (1.1) â òî÷êå t = T . Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì (1.1) ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ
x : [0, T ] → H, ãäå x(0) = f , x(t) ∈ D(A), t ∈ [0, T ], íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà
îòðåçêå [0, T ] â ñìûñëå íîðìû H è óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ èç
(1.1) ïðè t ∈ [0, T ]. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Çàäà÷à

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 08.10.2018, ïîñëå äîðàáîòêè 08.10.2018. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 19.12.2018.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 16-01-00039a), ïîääåðæàíà Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ (ïðîåêò 1.5420.2017/8.9) è ñòèïåíäèåé
Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ìîëîäûì ó÷åíûì è àñïèðàíòàì (ÑÏ-5252.2018.5).
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(1.1) â îáùåì ñëó÷àå ïîñòàâëåíà íåêîððåêòíî. Îäíàêî äëÿ ëþáîãî f ∈ D(A) îíà èìååò íå
áîëåå îäíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ [1]�[3].
Èç óñëîâèé íà A ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîãî îáðàòíîãî îïåðàòîðà A−1, à òàê-

æå ÷òî −A ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì àíàëèòè÷åñêîé ïîëóãðóïïû îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ
(U−A(t))t≥0. Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x(t) çàäà÷è (1.1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî x(t) =
U−A(T − t)x(T ) [1], [2], [4].
Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ àïïàðàòîì èñ÷èñëåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå, ïîçâîëÿþùèì ñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿì u(λ), çàäàííûì íà ñïåêòðå

σ(A), ëèíåéíûå îïåðàòîðû u(A) =
+∞∫
−∞

u(λ)dEλ, äåéñòâóþùèå âH è íàçûâàåìûå ôóíêöèÿìè

îò îïåðàòîðà A. Çäåñü {Eλ} � ñåìåéñòâî ñïåêòðàëüíûõ ïðîåêòîðîâ îïåðàòîðà A. Åñëè
ôóíêöèÿ u(λ) èçìåðèìà ïî Áîðåëþ è îãðàíè÷åíà íà ëó÷å [a,+∞) ⊃ σ(A), òî u(A) ∈ L(H)
è

‖u(A)‖ ≤ sup
λ∈[a,+∞)

|u(λ)|. (1.2)

Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð Ap ñ ëþáûì âåùåñòâåííûì p ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé u(λ) = λp îò îïå-
ðàòîðà A. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà äðîáíûõ ñòåïåíåé îïåðàòîðîâ ìîæíî íàéòè â ([3], ãë. 1;
[5], ãë. 3). Äàëåå, îïåðàòîð ïîëóãðóïïû U−A(t), t ∈ [0, T ], ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
Ft(A), ãäå Ft(λ) = e−tλ. Òàêèì îáðàçîì, x(t) = FT−t(A)x(T ), t ∈ [0, T ], è, â ÷àñòíîñòè,

f = x(0) = FT (A)x(T ), FT (λ) = e−Tλ. (1.3)

Íåîáõîäèìûå ôàêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê èñ÷èñëåíèþ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, èçëîæåíû,
íàïðèìåð, â ([6], ãë. 7�9; [7]). Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèè u1(λ) è u2(λ) îãðàíè÷åíû íà
σ(A), òî u1(A)u2(A) = u2(A)u1(A) = (u1u2)(A) ∈ L(H). Áîëåå òîãî, åñëè u1(λ) èçìåðèìà ïî
Áîðåëþ, à u2(λ) îãðàíè÷åíà íà σ(A), òî è â ýòîì ñëó÷àå u1(A)u2(A) = (u1u2)(A) ([6], ñ. 369).
Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), èìåþùèå âèä

k∑
j=0

αjxn+j = ∆t
k∑
j=0

βjAxn+j , 0 ≤ n ≤ N − k, x0 = f. (1.4)

Ýòè ìåòîäû áûëè âïåðâûå ïðåäëîæåíû â ðàáîòàõ À.Á.Áàêóøèíñêîãî â 1970-õ ãîäàõ (íà-
ïðèìåð, [8]). Çäåñü ∆t = T/N åñòü øàã âðåìåííîé äèñêðåòèçàöèè, tn = n∆t, 0 ≤ n ≤ N, �
óçëû äèñêðåòèçàöèè íà îòðåçêå [0, T ], à ýëåìåíòû xn ∈ H, 0 ≤ n ≤ N, � ïðèáëèæåíèÿ ê
çíà÷åíèÿì x(tn) êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè. Êàæäàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà
(1.4) õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì k ≥ 1 è êîýôôèöèåíòàìè αj , βj , 0 ≤ j ≤ k. Åñëè, êðî-
ìå òîãî, çàäàòü íà÷àëüíûå ýëåìåíòû x1, . . . , xk−1 ðàçíîñòíîé ñõåìû, ò. å. ïðèáëèæåíèÿ ê
çíà÷åíèÿì èñêîìîãî ðåøåíèÿ â íà÷àëüíûõ óçëàõ äèñêðåòèçàöèè, òî ñõåìà (1.4) ïîçâîëÿåò
íàéòè ïðèáëèæåíèÿ xn äëÿ âñåõ 0 ≤ n ≤ N ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

xn+k =

k−1∑
j=0

(βj∆tA− αjE)(E − βk∆tA)−1xn+j .

Ñâîåîáðàçèå îïèñàííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ Êîøè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ðîëü ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè èãðàåò øàã âðåìåííîé äèñêðåòèçàöèè ∆t ðàçíîñòíîé
ñõåìû, à íå ìàëûé ïàðàìåòð âîçìóùåíèÿ çàäà÷è, êàê, íàïðèìåð, â ìåòîäå êâàçèîáðàùåíèÿ
[2], òàêæå èçó÷àåìîì â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Â [4], [8], [9] óñòàíîâëåíû ðåãóëÿðèçóþùèå ñâîéñòâà
ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå øàãà âðåìåííîé äèñêðåòèçàöèè â çàâèñèìîñòè
îò óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè δ íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà f çàäà÷è (1.1).
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ïîäêëàññà ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ (1.4), âûäåëåííûå â [9], [10] è
îïèñûâàåìûå ñëåäóþùèìè íàáîðàìè ïàðàìåòðîâ:

R(1,1) : k = 1, α0 = −1, α1 = 1, β0 = 1− β1, β1 < 0;

R(2,2) : k = 2, α0 = 1− 2A,α1 = 2A− 2, α2 = 1, β0 = A−B − 1,

β1 = A+ 2B + 1, β2 = −B, A ∈ (0, 1], B > 0, x1 = 2f − (E + ∆tA)−1f.

Çäåñü ïîä R(k0,m0) ïîíèìàåòñÿ êëàññ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ñ k = k0 è ïîðÿäêîì àïïðîêñè-
ìàöèè m ≥ m0, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðÿäó óñëîâèé, äåëàþùèõ âîçìîæíûì ïîëó÷åíèå îöåíîê
òî÷íîñòè ([9], [10]). Òàêèì îáðàçîì, R(1,1) åñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äâóõñëîéíûõ

ðàçíîñòíûõ ñõåì, à R(2,2) ÿâëÿåòñÿ äâóïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì òðåõñëîéíûõ ñõåì. Îò-
ìåòèì, ÷òî çäåñü èñïîëüçîâàíà èíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êëàññà R(2,2), ÷åì â [9], [10].

Ñõåìû êëàññà R(1,1) èçó÷àëèñü â ([11], ñ. 306) â ðàìêàõ àíàëèçà áîëåå îáùåãî êëàññà ñõåì,
ïîëó÷àþùåãîñÿ ïóòåì âíåñåíèÿ ðåãóëÿðèçóþùèõ âîçìóùåíèé â äèñêðåòèçèðîâàííûé âàðè-
àíò óðàâíåíèÿ (1.1) è ñîäåðæàùåãî òàêæå ðàçíîñòíûå ñõåìû íà îñíîâå ìåòîäà êâàçèîáðà-

ùåíèÿ. Â [9] óñòàíîâëåíû îöåíêè ïîãðåøíîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êëàññîâ R(1,1), R(2,2) â
óñëîâèÿõ ïðèáëèæåííûõ âõîäíûõ äàííûõ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ àïïðîêñèìèðó-
þùèå ñâîéñòâà ýòèõ ìåòîäîâ, èìåííî, èññëåäóåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âûðàáàòûâàåìûõ
ïðèáëèæåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëüíûé ýëåìåíò x(0) = f èçâåñòåí òî÷íî. Ïðè ýòîì
íà èñêîìûé ýëåìåíò x(T ) íàëàãàåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè.

Óñëîâèå (A). Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå x(T ) = A−pw ñ íåêîòîðûìè p ≥ 1, w ∈ H.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì, òàê êàê ïðè p = 1 îíî âûïîëíåíî
àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1). Ñ ðîñòîì ïîêàçàòå-
ëÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè p ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìåòîäîâ, âîîáùå ãîâîðÿ,
ðàñòåò.
Â ðàáîòàõ [9], [10] åäèíîîáðàçíî óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êâà-

ëèôèöèðîâàííîé ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êëàññîâ R(1,1) è R(2,2), à òàêæå ìåòîäà
êâàçèîáðàùåíèÿ, â óñëîâèÿõ òî÷íûõ äàííûõ â òåðìèíàõ ïîêàçàòåëÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè
p â ïðèìåíåíèè ê íåêîððåêòíûì çàäà÷àì Êîøè ñ ñåêòîðèàëüíûì îïåðàòîðîì â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèå óêàçàííûõ ìåòîäîâ ê áîëåå óçêîìó
êëàññó çàäà÷, à èìåííî, ê çàäà÷àì (1.1) ñ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì A â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå, èìåþùèì ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé ñïåêòð. Â äàííîé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû èç [9], [10] äîïóñêàþò çàìåòíîå óñèëåíèå � â ÷àñòíîñòè, óñòðàíÿåòñÿ

òðóäíîïðîâåðÿåìîå óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíîé ñõåìû êëàññà R(2,2), ïðèñóòñòâó-
þùåå â [9], [10].
Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 2 äîêàçûâàþòñÿ ïðÿìûå òåîðåìû î ñõî-

äèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ, óñòàíàâëèâàþùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èõ êâàëèôèöèðîâàí-
íîé ñõîäèìîñòè â òåðìèíàõ ïîêàçàòåëÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Èç ýòèõ
òåîðåì âèäíî, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êëàññîâ R(1,1) è
R(2,2) óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ïîêàçàòåëÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè p, íî íå ìîæåò ïðåâûøàòü
õàðàêòåðíîãî äëÿ ýòèõ êëàññîâ ïîðîãà íàñûùåíèÿ, ðàâíîãî 1 äëÿ êëàññà R(1,1) è ðàâíîãî
2 äëÿ R(2,2). Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó îáðàòíûõ òåîðåì, â êîòîðûõ óêàçûâàþò-
ñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ â òåðìèíàõ ïîêàçàòåëÿ
èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè. Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè íå ïðåâûøàåò ïîðîãà íàñû-
ùåíèÿ, ýòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îêàçûâàþòñÿ áëèçêèìè ê äîñòàòî÷íûì. Ïðîãðàììó èñ-
ñëåäîâàíèÿ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ çàâåðøàåò ðàçäåë 4, â êîòîðîì ïîêàçàíî, ÷òî ñòåïåííàÿ
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ñõîäèìîñòü èçó÷àåìûõ ìåòîäîâ ñ ïîêàçàòåëåì, ïðåâûøàþùèì ïîðîã íàñûùåíèÿ, âîçìîæ-
íà ëèøü â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â âèäå óñèëåííûõ îáðàòíûõ
òåîðåì. Íàêîíåö, â ðàçäåëå 5 ïîêàçàíî, ÷òî òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà ïðÿìûõ, îáðàòíûõ è
óñèëåííûõ îáðàòíûõ òåîðåì î ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ Êîøè, ðàç-
âèòàÿ â ðàçäåëàõ 2�4 è â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðà [9], [10] ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçíîñòíûì
ìåòîäàì, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íîâûå ðåçóëüòàòû òàêæå è äëÿ øèðîêî èçâåñòíîãî ìåòîäà
êâàçèîáðàùåíèÿ.

2. Ïðÿìûå òåîðåìû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ

Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîëó÷åíèþ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ
êëàññîâ R(1,1) è R(2,2) â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (1.1) â óñëîâèÿõ òî÷íûõ âõîäíûõ äàííûõ.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ìåòîäû êëàññà R(1,1). Ñîãëàñíî [9] äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ xn
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

xn = vn(A)f, vn(λ) =
(1 + (1− β1)λ∆t

1− β1λ∆t

)n
.

Â ÷àñòíîñòè, ïðèáëèæåíèå xN ê çíà÷åíèþ x(T ) çàïèøåòñÿ â âèäå

xN = vN (A)f, vN (λ) =
(1 + (1− β1)λ∆t

1− β1λ∆t

)T/∆t
.

Èñïîëüçóÿ (1.3), óñëîâèå (À) è ñâîéñòâà ôóíêöèé îò ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ ([6],
ãë. 9), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè xN − x(T ) ïðèìåíÿåìîãî ðàç-
íîñòíîãî ìåòîäà:

xN −x(T ) = vN (A)f−x(T ) = vN (A)FT (A)x(T )−x(T ) = (vN (A)FT (A)−E)A−pw = Gp(A)w,

Gp(λ) = (vN (λ)FT (λ)− 1)λ−p = λ−p(e−TλvN (λ)− 1). (2.1)

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ Gp(λ) â âèäå

Gp(λ) = λ−p(eX(λ,∆t) − 1), X(λ,∆t) =
T

∆t
g1(λ∆t), g1(z) = ln

1 + (1− β1)z

1− β1z
− z.

Â ñèëó (1.2) ïîëó÷àåì

‖xN − x(T )‖ ≤ max
λ∈[a,+∞)

|Gp(λ)| · ‖w‖ ≤ C1 max
λ∈[a,+∞)

(
λ−p

∣∣eX(λ,∆t) − 1
∣∣) =

= C1 max

{
max

λ∈[a,(∆t)−1/2]

(
λ−p

∣∣eX(λ,∆t) − 1
∣∣), max

λ∈[(∆t)−1/2,+∞)

(
λ−p

∣∣eX(λ,∆t) − 1
∣∣)}. (2.2)

Çäåñü è äàëåå C1, C2, . . . � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû, êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü îò êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðèìåíÿåìîãî ðàçíîñòíîãî ìåòîäà, îò çíà÷åíèé a, p, T , ‖w‖, íî íå îò λ èëè
∆t.
Îöåíèì ïåðâûé ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (2.2). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî g1(0) = 0,

g′1(0) = 0, |g′′1(0)| < ∞. Ïðè λ ∈ [a, (∆t)−1/2] âåëè÷èíà λ∆t îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ, ïîýòîìó
|g1(λ∆t)| ≤ C2λ

2(∆t)2,

|X(λ,∆t)| = T

∆t
|g1(λ∆t)| ≤ C2Tλ

2∆t ≤ C2T = const,

è, êàê ñëåäñòâèå,
∣∣eX(λ,∆t) − 1

∣∣ ≤ C3|X(λ,∆t)| ≤ C4λ
2∆t. Òàêèì îáðàçîì,

max
λ∈[a,(∆t)−1/2]

(
λ−p

∣∣eX(λ,∆t) − 1
∣∣) ≤ C4∆t max

λ∈[a,(∆t)−1/2)
λ2−p ≤ C5

{
(∆t)p/2, 1 ≤ p < 2;

∆t, p ≥ 2.
(2.3)



50 Ì.Ì.ÊÎÊÓÐÈÍ

Îöåíèì òåïåðü âòîðîé ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (2.2). Â ñèëó β1 < 0 èìååì

g1(0) = 0, g′1(z) =
z
(
(−1 + 2β1) + β1(1− β1)z

)
(1 + (1− β1)z)(1− β1z)

< 0 ∀z > 0.

Îòñþäà ñëåäóåò X(λ,∆t) < 0 äëÿ âñåõ λ ∈ [a,+∞), è

max
λ∈[(∆t)−1/2,+∞)

(
λ−p

∣∣eX(λ,∆t) − 1
∣∣) ≤ (∆t)p/2. (2.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.3) è (2.4) â (2.2), ïîëó÷àåì

‖xN − x(T )‖ ≤ C6

{
(∆t)p/2, 1 ≤ p < 2;

∆t, p ≥ 2.

Àíàëîãè÷íî [9] ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ýòó îöåíêó íà äðóãèå óçëû äèñêðåòèçàöèè:

‖xn − x(n∆t)‖ ≤ C6

{
(∆t)p/2, 1 ≤ p < 2;

∆t, p ≥ 2,
0 ≤ n ≤ N. (2.5)

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êëàññà R(1,1) â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (1.1) ñ òî÷-
íî çàäàííûì ýëåìåíòîì f ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè (óñëîâèÿ (À))
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (2.5).

Èçó÷èì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ êëàññà R(2,2). Äëÿ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ýòèõ
ìåòîäîâ ïðèáëèæåíèé xN ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà [9]

xN = vN (A)f, vN (λ) = M̃(λ∆t)X̃T/∆t(λ∆t) + (1− M̃(λ∆t))Ỹ T/∆t(λ∆t), (2.6)

ãäå

M̃(z) =
(2 + 4z)(1 +Bz)− (1 + z)

(
2(1−A) + (A+ 2B + 1)z −

√
Q(z)

)
2(1 + z)

√
Q(z)

,

X̃(z) =
2(1−A) + (A+ 2B + 1)z +

√
Q(z)

2(1 +Bz)
,

Ỹ (z) =
2(1−A) + (A+ 2B + 1)z −

√
Q(z)

2(1 +Bz)
,

Q(z) = 4A2 + 4A(1−A)z +
(
(A+ 1)2 + 8AB

)
z2, A ∈ (0, 1], B > 0.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí Q(z) ïðèíèìàåò ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

ïðè z > 0. Äîêàæåì òî æå ñàìîå äëÿ ôóíêöèè M̃(z). Ñîîòíîøåíèå M̃(z) > 0, z > 0,
ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

2A+ (1−A)z + (2B −A− 1)z2 > −(1 + z)
√
Q(z), z > 0. (2.7)

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.7) îòðèöàòåëüíà ïðè ëþáîì z > 0, à ïðè óñëîâèè B > (A+1)/2
ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò ëèøü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè B > (A+ 1)/2
ñîîòíîøåíèå (2.7) ñïðàâåäëèâî. Íåðàâåíñòâî(

2A+ (1−A)z + (2B −A− 1)z2
)2
< (1 + z)2Q(z)

ýëåìåíòàðíûìè ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

B(B − 1− 3A)z2 + (B − 1− 3A− 3AB)z − 3A < 0.
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Ïðè B ≤ 1 + 3A ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè âñåõ z > 0, ïîýòîìó∣∣2A+ (1−A)z + (2B −A− 1)z2
∣∣ < (1 + z)

√
Q(z), z > 0. (2.8)

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü (2.7). Òåì ñàìûì (2.7) äîêàçàíî ïðè B >
(A + 1)/2 è ïðè B ≤ 1 + 3A, ÷òî â ñèëó A ∈ (0, 1] ïîêðûâàåò âñþ äîïóñòèìóþ îáëàñòü

èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ A, B. Çíà÷èò, M̃(z) > 0 äëÿ âñåõ z > 0.
Ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ (2.2) îöåíêó

‖xN − x(T )‖ ≤ max
λ∈[a,+∞)

∣∣λ−p(e−TλvN (λ)− 1)
∣∣ · ‖w‖ ≤

≤ C7

(
max

λ∈[a,(∆t)−2/3]

(
λ−p

∣∣∣eX̂(λ,∆t) − 1
∣∣∣)+ max

λ∈[(∆t)−2/3,+∞)

(
λ−p

∣∣∣eX̂(λ,∆t) − 1
∣∣∣)+

+ max
λ∈[a,+∞)

(
λ−p

∣∣∣(1− M̃(λ∆t)
)
Ỹ T/∆t(λ∆t)

∣∣∣e−Tλ)), (2.9)

ãäå

X̂(λ,∆t) =
T

∆t
g2(λ∆t) + g3(λ∆t), g2(z) = ln X̃(z)− z, g3(z) = ln M̃(z). (2.10)

Îöåíèì âíà÷àëå ïåðâûé ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (2.9). Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç ïîêàçû-
âàåò, ÷òî

g2(0) = 0, g′2(0) = 0, g′′2(0) = 0, |g′′′2 (0)| <∞; g3(0) = 0, g′3(0) = 0, |g′′3(0)| <∞. (2.11)

Ïðè λ ∈ [a, (∆t)−2/3] âåëè÷èíà λ∆t îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ, ïîýòîìó

|X̂(λ,∆t)| ≤ T

∆t
|g2(λ∆t)|+|g3(λ∆t)| ≤ C8

( T
∆t
·λ3(∆t)3+λ2(∆t)2

)
≤ C9λ

3(∆t)2 ≤ C9, (2.12)

è, ñëåäîâàòåëüíî, |eX̂(λ,∆t) − 1| ≤ C10|X̂(λ,∆t)| ≤ C11λ
3(∆t)2. Òàêèì îáðàçîì,

max
λ∈[a,(∆t)−2/3]

(
λ−p

∣∣∣eX̂(λ,∆t) − 1
∣∣∣) ≤ C11(∆t)2 max

λ∈[a,(∆t)−2/3]
λ3−p ≤

≤ C12

{
(∆t)2p/3, 1 ≤ p < 3;

(∆t)2, p ≥ 3.
(2.13)

Îöåíèì âòîðîé ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (2.9). Èìååì

g2(0) = 0, g′2(z) =
(A+ 2B + 1) + Q′(z)

2
√
Q(z)

2(1−A) + (A+ 2B + 1)z +
√
Q(z)

− B

1 +Bz
− 1. (2.14)

Ïîêàæåì, ÷òî g′2(z) < 0 äëÿ âñåõ z > 0, òîãäà

g2(z) < 0 ∀z > 0. (2.15)
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Óìíîæàÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïåðâîé äðîáè â (2.14) íà 2(1−A)+(A+2B+1)z−
√
Q(z),

ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ

g′2(z) =
(1−A+ 2AB)

√
Q(z) + 2A(1− 3A− 2AB) + (1−A)(1 +A+ 6AB)z

2
√
Q(z)

(
(1−A+B)z + (1− 2A)

)
(1 +Bz)

− 1 =

= 8A3(1 + 2B)

(√
Q(z)

(
(1−A+ 2AB)

√
Q(z)−

(
2A(1− 3A− 2AB)+

+ (1−A)(1 +A+ 6AB)z
)))−1

− 1. (2.16)

Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè g2(z) ïðè z > 0 äîñòàòî÷íî óñòàíî-
âèòü íåðàâåíñòâî

(1−A+ 2AB)Q(z)− 8A3(1 + 2B) >
√
Q(z)

(
2A(1− 3A− 2AB)+

+ (1−A)(1 +A+ 6AB)z
)
, z > 0. (2.17)

Äåéñòâèòåëüíî, êîìáèíèðóÿ (2.17) ñ âûòåêàþùèì èç íåãî íåðàâåíñòâîì

(1−A+ 2AB)
√
Q(z) > 2A(1− 3A− 2AB) + (1−A)(1 +A+ 6AB)z

è ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì (2.16), ïîëó÷èì g′2(0) < 0 ïðè z > 0, ÷òî âìåñòå ñ g2(0) = 0
äàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Äîêàæåì (2.17). Ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

ϕ(z) ≡ (1−A+ 2AB)
√
Q(z)− 8A3(1 + 2B)√

Q(z)
−

− (1−A)(1 +A+ 6AB)z − 2A(1− 3A− 2AB) > 0, z > 0. (2.18)

Èìååì ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 0,

ϕ′′(z) =
16A3(1 + 2B)

Q5/2(z)

(
−
(
(A+ 1)2 + 8AB

)
(A2 + 3A+ 6AB)z2−

− 4A(1−A)(A2 + 3A+ 6AB)z + 4A2
(
A(3−A) + 6AB

))
.

Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ′′(z) ïðè z > 0 îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî
â îäíîé òî÷êå z = z∗, ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè z ∈ (0, z∗) è ÿâëÿåòñÿ îòðè-
öàòåëüíîé ïðè z ∈ (z∗,+∞). Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðîì z = z∗∗ > 0 íåðàâåíñòâî
(2.18) íàðóøåíî, òî îíî íàðóøåíî è ïðè âñåõ z > z∗∗ è, â ÷àñòíîñòè, ïðåäåë lim

z→+∞
ϕ(z)/z íå

ìîæåò áûòü áîëüøå íóëÿ. Îäíàêî

lim
z→+∞

ϕ(z)

z
= (1−A+ 2AB) lim

z→∞

√
Q(z)

z
− (1−A)(1 +A+ 6AB) =

= (1−A+ 2AB)
√

(A+ 1)2 + 8AB − (1−A)(1 +A+ 6AB) =

=
4A2B

(
4A(1−A) + 4AB(3− 2A) + 8AB2

)
(1−A+ 2AB)

√
(A+ 1)2 + 8AB + (1−A)(1 +A+ 6AB)

> 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (2.18), à âìåñòå ñ íèì è (2.15).
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ M̃(z) è ôóíêöèÿ g3(z) = ln M̃(z) â (2.10) îãðàíè÷åíû ñâåðõó

ïðè z > 0. Âìåñòå ñ (2.15) ýòî äàåò îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ôóíêöèè X̂(λ,∆t) ïðè âñåõ
λ ∈ [a,+∞), ∆t > 0. Ïðèõîäèì ê îöåíêå äëÿ âòîðîãî ìàêñèìóìà â ïðàâîé ÷àñòè (2.9)

max
λ∈[(∆t)−2/3,+∞)

(
λ−p

∣∣∣eX̂(λ,∆t) − 1
∣∣∣) ≤ C13(∆t)2p/3. (2.19)

Íàêîíåö, îöåíèì òðåòèé ìàêñèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (2.9). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïàðàìåòð A

ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìû êëàññà R(2,2) íå áûë ðàâåí åäèíèöå (ò. å. A ∈ (0, 1)), è äîêàæåì, ÷òî
ïðè ýòîì óñëîâèè

sup
z>0
|Ỹ (z)| < 1. (2.20)

Â ñàìîì äåëå, |Ỹ (0)| = |1 − 2A| < 1. Ýëåìåíòàðíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèÿ

Ỹ (z) = ±1 íå èìåþò ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ïðè A ∈ (0, 1), B > 0. Íàêîíåö, ïðè äàííûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèÿ Ỹ (z) íåïðåðûâíà íà [0,+∞) è ñòðåìèòñÿ ïðè z → ∞ ê
ïðåäåëó

lim
z→+∞

Ỹ (z) =
A+ 2B + 1−

√
(A+ 1)2 + 8AB

2B
∈ (−1, 1).

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (2.20). Îáîçíà÷èì

b = sup
z>0
|Ỹ (z)| < 1. (2.21)

Ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè M(z) ïîëó÷àåì

max
λ∈[a,+∞)

(
λ−p

∣∣∣(1− M̃(λ∆t)
)
Ỹ T/∆t(λ∆t)

∣∣∣e−Tλ) ≤ C14b
T/∆t. (2.22)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.13), (2.19) è (2.22) â (2.9), ïðèõîäèì ê ôèíàëüíîé îöåíêå

‖xN − x(T )‖ ≤ C15

{
(∆t)2p/3, 1 ≤ p < 3;

(∆t)2, p ≥ 3.

Èñïîëüçóÿ ñõåìó ðàññóæäåíèÿ èç [9], ðàñïðîñòðàíèì åå íà ïðîìåæóòî÷íûå óçëû äèñêðåòè-
çàöèè:

‖xn − x(n∆t)‖ ≤ C15

{
(∆t)2p/3, 1 ≤ p < 3;

(∆t)2, p ≥ 3,
0 ≤ n ≤ N. (2.23)

Äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êëàññà R(2,2) ñ ïàðàìåòðîì A 6= 1 â ïðèìåíåíèè

ê çàäà÷å (1.1) ñ òî÷íî çàäàííûì ýëåìåíòîì f ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ èñòîêîïðåäñòàâè-

ìîñòè (óñëîâèÿ (À)) ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè (2.23).

Àíàëîãè òåîðåì 2.1 è 2.2 áûëè äîêàçàíû â [10] äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ íåêîððåêòíûõ çà-
äà÷ Êîøè ñ ñåêòîðèàëüíûìè îïåðàòîðàìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òåîðåìà 2.1 ñîâïàäàåò
ñ äîêàçàííûì â [10] óòâåðæäåíèåì ïðè p 6= 2 è óñèëèâàåò åãî ïðè p = 2. Îñíîâíàÿ íîâèçíà
íàñòîÿùåãî ðàçäåëà çàêëþ÷åíà â òåîðåìå 2.2, óñòàíàâëèâàþùåé äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñòå-
ïåííîé ñõîäèìîñòè âñåõ ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êëàññà R(2,2) ñ A 6= 1. Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà
èç [10] ñîäåðæèò òðóäíîïðîâåðÿåìîå óñëîâèå íà êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíîãî ìåòîäà. Âè-
äèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ Êîøè ñ ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè
â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå îáðàòíóþ òåîðåìó âîçìîæíî äîêàçàòü áåç ââåäåíèÿ òàêîãî
óñëîâèÿ.
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3. Îáðàòíûå òåîðåìû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ

Òåîðåìû 2.1 è 2.2 óñòàíàâëèâàþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êâàëèôèöèðîâàííîé ñõîäèìîñòè
ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êëàññîâ R(1,1) è R(2,2) â òåðìèíàõ ïîêàçàòåëÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè
èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîëó÷åíèþ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, áëèçêèõ
ê äîñòàòî÷íûì è âûðàæåííûì â âèäå îáðàòíûõ òåîðåì. Òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ
ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ êëàññà R(1,1), îáðàòíàÿ ê òåîðåìå 2.1, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì f ïðèìåíÿåòñÿ

ìåòîä êëàññà R(1,1), è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ‖xN − x(T )‖ ≤
C16(∆t)q, ãäå q > 0. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ñ äàííûì ýëåìåíòîì f óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè (óñëîâèþ (À)) ñ ëþáûì p ∈ (0, 2q).

Ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòàíîâëåí â [10] äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è ñ ñåêòîðèàëüíûì
îïåðàòîðîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Äîêàæåì àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó î íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ

êëàññà R(2,2), îáðàòíóþ ê òåîðåìå 2.2.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì f ïðèìåíÿåòñÿ

ìåòîä êëàññà R(2,2) ñ ïàðàìåòðîì A 6= 1, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäè-

ìîñòè

‖xN − x(T )‖ ≤ C17(∆t)q, q > 0. (3.1)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ñ äàííûì ýëåìåíòîì f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èñòîêîïðåä-

ñòàâèìîñòè (óñëîâèþ (À)) ñ ëþáûì p ∈ (0, 3q/2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì s > 1. Ñëåäóÿ ñõåìå ðàññóæäåíèé èç [10], áóäåì èñêàòü çíà-
÷åíèÿ p ∈ (0, s), äëÿ êîòîðûõ ýëåìåíò x(T ) ïðèíàäëåæèò èíòåðïîëÿöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó
(H,D(As))p/s,1, ãäå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(As) ñíàáæåíà íîðìîé ‖v‖D(As) = ‖Asv‖. Òîãäà
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû âëîæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûâîäèòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ èñòî-
êîïðåäñòàâèìîñòè ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè p. Íåîáõîäèìûå ôàêòû òåîðèè èíòåðïîëÿöèîííûõ
ïðîñòðàíñòâ èçëîæåíû, íàïðèìåð, â [12]. Áóäåì èñïîëüçîâàòü K-ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó äëÿ ïðîâåðêè âêëþ÷åíèÿ x(T ) ∈ (H,D(As))p/s,1 äî-
ñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà∫ +∞

0
σ−p/s−1K(σ, x(T ))dσ, (3.2)

ãäå K(σ, x(T )) = inf
x(T )=a0+a1, a0∈H, a1∈D(As)

(‖a0‖+σ‖Asa1‖). Â [10] ïîêàçàíî, ÷òî xN ∈ D(As)

ñ ëþáûì s > 1, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèé x(T ) = x(T )+0, x(T ) = (x(T )−xN )+
xN ïîëó÷èòü îöåíêè

∀σ ∈ [0,+∞), ∀N ∈ N K(σ, x(T )) ≤ C18, K(σ, x(T )) ≤ C17N
−q + σ‖AsxN‖. (3.3)

Îöåíèì âåëè÷èíó ‖AsxN‖. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x(T ) ∈ D(A), òàê
÷òî èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå x(T ) = A−1w. Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé îò îïåðàòîðîâ èìååì

AsxN = AsvN (A)U−A(T )A−1w = As−1vN (A)U−A(T )w,

‖AsxN‖ ≤ max
λ∈[a,+∞)

(λs−1|vN (λ)|e−λT ).
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì (2.6), îáîçíà÷åíèÿìè (2.10) è (2.21), à òàêæå îãðàíè÷åí-

íîñòüþ ôóíêöèè M̃(z) ïðè z > 0, ïîëó÷àåì

‖AsxN‖ ≤ C19 max
λ∈[a,+∞)

(
eNg2(λ∆t)λs−1

)
+ C20b

N . (3.4)

Ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðóåì r > 0. Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè g2(z) èçâåñòíû ñîîòíîøåíèÿ (2.11),
(2.15). Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå ε, C21 > 0, ÷òî ïðè âñåõ ∆t ∈ (0, ε) ñïðàâåäëèâî

g2(1) ≤ r ln ∆t

N
≤ −C21(∆t)3 ≤ g2(a∆t) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò Λ(∆t) ∈ (a, 1/∆t) òàêîå, ÷òî g2(Λ(∆t)∆t) = r(ln ∆t)/N äëÿ âñåõ
∆t ∈ (0, ε). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ∆t ñïðàâåäëèâà îöåíêà g2(Λ(∆t)∆t) ≤
−C22Λ3(∆t)(∆t)3. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ ∆t ∈ (0, ε) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Λ(∆t) ≤ C23(∆t)−2/3−ε ñ ëþáûì ε > 0 è C23 = C23(ε).
Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (3.4)

‖AsxN‖ ≤ C19 max
{

max
λ∈[a,Λ(∆t)]

(
eNg2(λ∆t)λs−1

)
, max
λ∈[Λ(∆t),1/∆t]

(
eNg2(λ∆t)λs−1

)
,

max
λ∈[1/∆t,+∞)

(
eNg2(λ∆t)λs−1

)}
+ C20b

N ≤ C19 max
{
eNg2(a∆t)Λs−1(∆t),

eNg2(Λ(∆t)∆t)(∆t)−(s−1), max
λ∈[1/∆t,+∞)

(
eNg2(λ∆t)λs−1

)}
+ C20b

N ≤

≤ C24 max
{

(∆t)−(2/3+ε)(s−1), (∆t)−(s−1)+r, max
λ∈[1/∆t,+∞)

(
eNg2(λ∆t)λs−1

)}
.

Â ñèëó îöåíêè g2(z) ≤ −C25z, z ≥ 1, âûòåêàþùåé èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.10), îãðàíè÷åííîñòè

X̃(z) è ñîîòíîøåíèÿ (2.15), èìååì

max
λ∈[1/∆t,+∞)

(
eNg2(λ∆t)λs−1

)
≤ max

λ∈[1/ε,+∞)

(
e−C25Tλλs−1

)
= C26.

Âñïîìèíàÿ, ÷òî çíà÷åíèå r > 0 ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðîèçâîëüíûì, ïðèõîäèì ê èòîãîâîé
îöåíêå, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ëþáûõ N è ε > 0,

‖AsxN‖ ≤ C27N
2
3

(s−1)+ε, C27 = C27(ε). (3.5)

Êîìáèíèðóÿ (3.3) è (3.5), ïîëó÷àåì

∀σ ∈ [0,+∞), ∀N ∈ N K(σ, x(T )) ≤ C17N
−q + C27σN

2
3

(s−1)+ε.

Âûáèðàÿ çäåñü N =
[
σ
− 1

2
3 (s−1)+q+ε

]
, ïðèõîäèì ê îöåíêå

∀σ ∈ [0,+∞) K(σ, x(T )) ≤ C28σ
q

2
3 (s−1)+q+ε .

Èñïîëüçóÿ åå âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì K(σ, x(T )) ≤ C18 èç (3.3), îöåíèì èíòåãðàë (3.2)∫ +∞

0
σ−p/s−1K(σ, x(T ))dσ =

∫ 1

0
σ−p/s−1K(σ, x(T ))dσ +

∫ +∞

1
σ−p/s−1K(σ, x(T ))dσ ≤

≤ C28

∫ 1

0
σ

q
2
3 (s−1)+q+ε

−p/s−1
dσ + C29.
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Âèäèì, ÷òî ïðè p ∈
(

0, qs
2
3

(s−1)+q+ε

)
ýòîò èíòåãðàë êîíå÷åí è âûïîëíåíî p < s, à çíà÷èò,

óñëîâèå èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè ñïðàâåäëèâî ñî âñåìè òàêèìè ïîêàçàòåëÿìè p. Â ñèëó ïðî-
èçâîëüíîñòè s è ε îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [10] ïðèìåíèòåëüíî ê áîëåå îáùåìó ñëó÷àþ íåêîð-

ðåêòíûõ çàäà÷ Êîøè ñ ñåêòîðèàëüíûìè îïåðàòîðàìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, îäíàêî ñ
äîïîëíèòåëüíûì òðóäíîïðîâåðÿåìûì óñëîâèåì íà êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíîé ñõåìû, òðå-
áóþùèì êîìïüþòåðíîãî âû÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ Êîøè ñ ñàìî-
ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîäîáíûå óñëîâèÿ íå òðåáóþòñÿ.
Äðóãèì èíòåðåñíûì îòëè÷èåì îò [10] ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî çäåñü ïðèøëîñü ïðèìåíèòü
òåîðåìó âëîæåíèÿ îäíîêðàòíî, òîãäà êàê â [10] êëþ÷åâûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿ-
ëîñü åå èòåðàòèâíîå ïðèìåíåíèå.

4. Óñèëåííûå îáðàòíûå òåîðåìû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ

Ñîïîñòàâèì ïðÿìûå òåîðåìû î ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ, äîêàçàííûå â
ðàçäåëå 2, ñ îáðàòíûìè òåîðåìàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàçäåëå 3. Íà÷íåì ñ òåîðåì î ñõîäèìî-
ñòè ìåòîäîâ êëàññà R(1,1). Òåîðåìà 2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ
äàííîãî êëàññà ñ ïîêàçàòåëåì q ≤ 1 ïðè ∆t äîñòàòî÷íî óñëîâèå èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè ñ
ïîêàçàòåëåì 2q. Â òî æå âðåìÿ ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 íåîáõîäèìûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå èñ-
òîêîïðåäñòàâèìîñòè ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì p ∈ (0, 2q). Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêîâû óñëîâèÿ

ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ êëàññà R(1,1) ñ ïîêàçàòåëåì q > 1. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ñõîäèìîñòü ñ òàêîé ñêîðîñòüþ âîçìîæíà ëèøü â òðèâèàëüíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 4.1. Ðàçíîñòíûå ìåòîäû êëàññà R(1,1) â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (1.1) ñ ýëåìåíòîì
f äîïóñêàþò îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

‖xN − x(T )‖ ≤ C30(∆t)q, q > 1, (4.1)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè f = 0 èìååì x(t) ≡ 0 â ñèëó åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.1), è â ÷àñòíîñòè x(T ) = 0; êðîìå òîãî, xN = vN (A)f = 0 ïðè ëþáîì N , îòêóäà
ñëåäóåò ‖xN − x(T )‖ = 0 è îöåíêà (4.1) âûïîëíåíà.
Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.1), òî f = 0. Ñîãëàñíî (2.1),

îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè îò îïåðàòîðà è ñâîéñòâàì ñïåêòðàëüíîãî ñåìåéñòâà {Eλ} èìååì

xN − x(T ) = G1(A)w =

∫ +∞

a−0
G1(λ)dEλw, ‖xN − x(T )‖2 =

∫ +∞

a−0
G2

1(λ)d‖Eλw‖2. (4.2)

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî óñëîâèå èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè âñåãäà ñïðàâåäëèâî ñ ïàðàìåòðîì p = 1,
ïîýòîìó âìåñòî ôóíêöèè Gp(λ) èç (2.1) èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ G1(λ) = λ−1(eX(λ,∆t) − 1),
ñîîòâåòñòâåííî w = Ax(T ).
Áëèæàéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âåðõíåé îöåíêè äëÿ ‖xN − x(T )‖. Ïîêàæåì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî M ≥ a íàéäåòñÿ KM > 0 òàêîå, ÷òî

∀N ∈ N, ∀λ ∈ [a,M ] |G1(λ)| ≥ KM∆t. (4.3)

Íàïîìíèì, ÷òî X(λ,∆t) = T
∆tg1(λ∆t) < 0. Ïîýòîìó G1(λ) < 0 ïðè ëþáîì λ ∈ [a,+∞) è

|G1(λ)| = λ−1(1− eX(λ,∆t)).

Â ðàçäåëå 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî g1(0) = 0, g′1(0) = 0, g′′1(0) < 0 è g′1(z) < 0 ïðè z>0. Çíà÷èò,
êàêèì áû íè áûëî M ≥ a, ïðè λ ∈ [a,M ] ñïðàâåäëèâà îöåíêà g1(λ∆t) ≤ −C31λ

2(∆t)2 ñ
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êîíñòàíòîé C31 = C31(M) > 0. Ïîñêîëüêó ïðè λ ∈ [a,M ] è ëþáûõ âîçìîæíûõ ∆t = 1/N ,
N ∈ N âåëè÷èíà X(λ,∆t) îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, èìååì

|G1(λ)| ≥ C32(M)λ−1|X(λ,∆t)| ≥ C33(M)λ∆t ≥ C33(M)M∆t,

è òåì ñàìûì îöåíêà (4.3) äîêàçàíà.
Èç (4.2), (4.3) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ M ≥ a, N ∈ N ñïðàâåäëèâî

‖xN − x(T )‖2 ≥
∫ M

a−0
G2

1(λ)d‖Eλw‖2 ≥ K2
M (∆t)2

∫ M

a−0
d‖Eλw‖2;

‖xN − x(T )‖ ≥ KM‖P[a,M ]w‖∆t. (4.4)

Çäåñü P[a,M ] =
M∫
a−0

dEλ � îðòîïðîåêòîð íà ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà A, îòâå-

÷àþùåå ÷àñòè ñïåêòðà èç îòðåçêà [a,M ]. Ñðàâíèâàÿ (4.4) ñ (4.1), ïîëó÷àåì

KM‖P[a,M ]w‖ ≤ C30(∆t)q−1, q > 1.

Ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàâ M ≥ a è ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0,
ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî P[a,M ]w = 0 äëÿ âñåõ M ≥ a. Ýòî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè w = 0, à

çíà÷èò, è f = U−A(T )x(T ) = U−A(T )A−1w = 0. �

Ñðàâíèì òåïåðü äîêàçàííûå âûøå ïðÿìóþ è îáðàòíóþ òåîðåìû î ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè
ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êëàññà R(2,2) ïðè A 6= 1. Òåîðåìà 2.2 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ñòåïåííîé
ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ äàííîãî êëàññà ñ ïîêàçàòåëåì q ≤ 2 ïðè ∆t äîñòàòî÷íî óñëîâèå èñòîêî-
ïðåäñòàâèìîñòè ñ ïîêàçàòåëåì 3q/2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2 íåîáõîäèìûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè ñ ëþáûì ïîêàçàòåëåì p ∈ (0, 3q/2). Äîêàæåì, ÷òî ñòåïåííàÿ ñõîäè-
ìîñòü ìåòîäîâ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñî çíà÷åíèåì q > 2 âîçìîæíà ëèøü â òðèâèàëüíîì
ñëó÷àå f = 0. Ïðè ýòîì ïðèäåòñÿ íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå B ≤ 1 + 3A íà êîýô-
ôèöèåíòû A, B ìåòîäà êëàññà R(2,2).

Òåîðåìà 4.2. Ðàçíîñòíûå ìåòîäû êëàññà R(2,2) ñ ïàðàìåòðàìè A ∈ (0, 1) è B ∈ (0, 1 + 3A]
â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (1.1) ñ ýëåìåíòîì f äîïóñêàþò îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

‖xN − x(T )‖ ≤ C34(∆t)q, q > 2, (4.5)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè ñïðàâåäëèâà îöåíêà (4.5), òî f = 0; â îáðàòíóþ ñòîðî-
íó óòâåðæäåíèå òåîðåìû óñòàíàâëèâàåòñÿ òðèâèàëüíî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
4.1, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (2.1) ñ p = 1, w = Ax(T ) è ôîðìóëà (4.2), íî ôóíêöèÿ vN (λ) â
(2.1) èìååò âèä (2.6). Ïî àíàëîãèè ñ (4.3) ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãîM ≥ a íàéäåòñÿ KM > 0
òàêîå, ÷òî

∀N ∈ N, ∀λ ∈ [a,M ] |G1(λ)| ≥ KM (∆t)2. (4.6)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.9) è (2.22) ïîëó÷àåì

|G1(λ)| = λ−1|e−TλvN (λ)− 1| = λ−1
∣∣(eX̂(λ,∆t) − 1) + (1− M̃(λ∆t))Ỹ T/∆t(λ∆t)e−Tλ

∣∣ ≥
≥ λ−1

∣∣eX̂(λ,∆t) − 1
∣∣− ∣∣(1− M̃(λ∆t))Ỹ T/∆t(λ∆t)e−Tλ

∣∣ ≥
≥M−1

∣∣eX̂(λ,∆t) − 1
∣∣− C14b

T/∆t ≥ C35(M)
∣∣eX̂(λ,∆t) − 1

∣∣, λ ∈ [a,M ]. (4.7)
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Ïîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû âåëè÷èíà X̂(λ,∆t) îòðèöàòåëüíà. Â ñèëó (2.10), (2.15)
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü îòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè g3(z). Íåðàâåíñòâî g3(z) < 0
ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó âèäó

2A+ (1 +A)z + (2B −A− 1)z2 < (1 + z)
√
Q(z),

à ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ z > 0 ïðè óñëîâèè B ≤ 1 + 3A âûòåêàåò èç

(2.8). Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî X̂(λ,∆t) < 0 ïðè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ.

Ïî àíàëîãèè ñ (2.12) óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè λ ∈ [a,M ] âåëè÷èíà |X̂(λ,∆t)| îãðàíè÷åíà
ñâåðõó çàâèñÿùåé îò M êîíñòàíòîé. Ââèäó îòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèé X̂(λ,∆t), g2(z), g3(z)
ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (2.10), (2.11)
ïîëó÷àåì

|eX̂(λ,∆t) − 1
∣∣ ≥ C36(M)|X̂(λ,∆t)| = C36(M)

∣∣∣ T
∆t

g2(λ∆t) + g3(λ∆t)
∣∣∣ =

= C36(M)
( T

∆t
|g2(λ∆t)|+ |g3(λ∆t)|

)
≥ C37(M)(λ3(∆t)2 + λ2(∆t)2) ≥

≥ C37(M)(a3 + a2)(∆t)2 = C38(M)(∆t)2, λ ∈ [a,M ]. (4.8)

Êîìáèíèðóÿ (4.7) è (4.8), ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ñîîòíîøåíèþ (4.6).
Èç (4.6) è (4.2) âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

∀M ≥ a, ∀N ∈ N ‖xN − x(T )‖ ≥ KM‖P[a,M ]w‖(∆t)2,

àíàëîãè÷íîãî (4.4). Ñðàâíèâàÿ åãî ñ (4.5), ïîëó÷àåì îöåíêó

KM‖P[a,M ]w‖ ≤ C34(∆t)q−2, q > 2,

ñïðàâåäëèâóþ äëÿ âñåõ ∆t è M ≥ a. Ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàâ M è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè ∆t→ 0, ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 4.1 ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî w = 0 è f = 0. �
Òåì ñàìûì ðåàëèçîâàíà îòíîñèòåëüíî çàêîí÷åííàÿ ïðîãðàììà èññëåäîâàíèÿ ðàçíîñòíûõ

ìåòîäîâ êëàññîâ R(1,1) è R(2,2) â ïðèìåíåíèè ê íåêîððåêòíûì çàäà÷àì Êîøè (1.1) ñ ñàìî-
ñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ êàæäîãî êëàññà ïîëó÷åíû
áëèçêèå äðóã ê äðóãó íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ñî ñêîðîñòüþ, ñòå-
ïåííîé ïî ∆t, â óñëîâèÿõ òî÷íûõ âõîäíûõ äàííûõ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷ Êîøè ñ ñåêòîðèàëüíûìè îïåðàòîðàìè â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ [9], [10],
ïðÿìûå òåîðåìû 2.1, 2.2 è îáðàòíûå òåîðåìû 3.1, 3.2 íå ñîäåðæàò òðóäíîïðîâåðÿåìûõ óñëî-
âèé íà êîýôôèöèåíòû ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíû óñèëåííûå îáðàòíûå
òåîðåìû 4.1 è 4.2, àíàëîãè êîòîðûõ â ñëó÷àå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà àâòîðó íåèçâåñòíû.

5. Òåîðåìû î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà êâàçèîáðàùåíèÿ

Ïðèìåíèì ðàçâèòóþ âûøå òåõíèêó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñòåïåííîé ñõîäèìîñòè ðàç-
íîñòíûõ ìåòîäîâ ê èçó÷åíèþ ìåòîäà êâàçèîáðàùåíèÿ äëÿ çàäà÷è (1.1) ([2], [10], [13]). Â
ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ êîððåêòíàÿ çàäà÷à Êîøè

dxε(t)

dt
= (A− εA2)xε(t), xε(0) = f (5.1)

ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε > 0. Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5.1) èìååò âèä

xε(t) = UA−εA2(t)f, 0 ≤ t ≤ T,
ãäå {UA−εA2(t)}t≥0 � àíàëèòè÷åñêàÿ ïîëóãðóïïà íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ â H, ïîðîæäåí-
íàÿ îïåðàòîðîì A − εA2. Â ìåòîäå êâàçèîáðàùåíèÿ ýëåìåíò xε(T ) âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå



ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÊÂÀËÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ 59

ïðèáëèæåíèÿ ê çíà÷åíèþ x(T ) êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ïðè t = T . Â [2] ïîêà-
çàíî, ÷òî xε(T ) → x(T ) ïðè ε → 0 â ñëó÷àå òî÷íî çàäàííîãî ýëåìåíòà f ; åñëè æå ýëåìåíò
f èçâåñòåí ïðèáëèæåííî ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè δ > 0, òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ε = ε(δ)
ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ ðåãóëÿðèçóåò íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó (1.1). Íèæå ñ÷èòàåì, ÷òî ýëå-
ìåíò f èçâåñòåí òî÷íî, à ïàðàìåòð ε ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îãðàíè÷åííîãî ïðîìåæóòêà
(0, ε0].
Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð A2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ñî ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì ñïåê-

òðîì, êàê è îïåðàòîð A, ïðè÷åì σ(A2) ⊂ [a2,+∞). Ñîãëàñíî [10] â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåä-
ëèâîñòè óñëîâèÿ (A) èìååì

xε(T )− x(T ) = (U−A2(εT )− E)A−pw = G̃p(A2)w, G̃p(λ) = (e−εTλ − 1)λ−p/2. (5.2)

Îòñþäà

‖xε(T )− x(T )‖ ≤ C39 max
λ∈[a2,+∞)

(1− e−εTλ)λ−p/2 ≤

≤ C39 max
{

max
λ∈[a2,ε−1]

(εTλ1−p/2), max
λ∈[ε−1,+∞)

λ−p/2
}

;

‖xε(T )− x(T )‖ ≤ C40

{
εp/2, 1 ≤ p < 2;
ε, p ≥ 2.

(5.3)

Òåì ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ ìåòîäà êâàçèîáðàùåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (1.1) ñ òî÷íî çàäàííûì
ýëåìåíòîì f ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè (óñëîâèÿ (À)) ñïðàâåäëèâà

îöåíêà (5.3).

Ýòà òåîðåìà ïðè p 6= 2 ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå èç [10] è óñèëèâàåò åå ïðè p = 2. Òàêæå â
[10] óñòàíîâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáðàòíàÿ

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì f ïðèìåíÿåòñÿ ìå-
òîä êâàçèîáðàùåíèÿ, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ‖xε(T )−x(T )‖ ≤
C41ε

q, ãäå q > 0. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ñ äàííûì f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èñòîêî-

ïðåäñòàâèìîñòè (óñëîâèþ(À)) ñ ëþáûì p ∈ (0, 2q).

Äîêàæåì óñèëåííóþ îáðàòíóþ òåîðåìó î ñõîäèìîñòè ìåòîäà êâàçèîáðàùåíèÿ, àíàëîãè÷-
íóþ ðåçóëüòàòàì èç ðàçäåëà 4.

Òåîðåìà 5.3. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

‖xε(T )− x(T )‖ ≤ C42ε
q, q > 1, (5.4)

ìåòîäà êâàçèîáðàùåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å (1.1) ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì f ñïðàâåäëèâà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (5.2) èìååì àíàëîãè÷íîå (4.2) ðàâåíñòâî

‖xε(T )− x(T )‖2 =

+∞∫
a2−0

G̃2
1(λ)d‖Fλw‖2, (5.5)

ãäå w = Ax(T ), îïåðàòîðû Fλ = E√λ ñóòü ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû, îòâå÷àþùèå îïåðàòîðó

A2. Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìàìè 4.1, 4.2, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãîM ≥ a2 íàéäåòñÿ

K̃M > 0 òàêîå, ÷òî

∀ε > 0, ∀λ ∈ [a2,M ] |G̃1(λ)| ≥ K̃Mε. (5.6)
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Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà εTλ îãðàíè÷åíà ïðè λ ∈ [a2,M ]: à èìåííî, εTλ ∈ (0, ε0TM ]. Èìååì

∀λ ∈ [a2,M ] |G̃1(λ)| = (1− e−εTλ)λ−1/2 ≥ C43(M)εT
√
λ ≥ C43(M)T

√
aε.

Òåì ñàìûì äîêàçàëè íåðàâåíñòâî (5.6) ñ K̃M = C43(M)T
√
a.

Èç (5.5) è (5.6) âûòåêàåò àíàëîãè÷íîå (4.4) ñîîòíîøåíèå

∀ε > 0, ∀M ≥ a2 ‖xε(T )− x(T )‖ ≥ K̃M‖Q[a2,M ]w‖ε, Q[a2,M ] =

∫ M

a2−0
dFλ.

Ñðàâíèâàÿ åãî ñ (5.4), ïîëó÷àåì îöåíêó

K̃M‖Q[a2,M ]w‖ ≤ C42ε
q−1, q > 1,

ñïðàâåäëèâóþ äëÿ âñåõ ε ∈ (0, ε0] è M ≥ a2. Ïðîèçâîëüíî çàôèêñèðîâàâ M è ïåðåõîäÿ ê
ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî w = 0 è f = 0. �

Â òåîðåìàõ 5.1, 5.2 è 5.3 óñòàíîâëåíû áëèçêèå äðóã ê äðóãó íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ êâàëèôèöèðîâàííîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà êâàçèîáðàùåíèÿ â ïðèìåíåíèè ê íåêîð-
ðåêòíûì çàäà÷àì Êîøè (1.1) ñ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
â òåðìèíàõ ïîêàçàòåëÿ èñòîêîïðåäñòàâèìîñòè èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Èññëåäîâàíèå ìåòîäà êâà-
çèîáðàùåíèÿ ïðîâîäèëîñü ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è èçó÷åíèå ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ. Òàêîé æå
ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ àâòîðîì â [10] â ïðèìåíåíèè ê îáùåìó ñëó÷àþ íåêîððåêòíûõ çàäà÷
Êîøè ñ ñåêòîðèàëüíûìè îïåðàòîðàìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îòìåòèì, ÷òî äî ýòîãî
ñïðàâåäëèâîñòü ïðÿìîé òåîðåìû 5.1 áûëà óñòàíîâëåíà â [2] òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ x(T ) ∈ D(A4);
îáðàòíûå è óñèëåííûå îáðàòíûå òåîðåìû äëÿ ýòîãî ìåòîäà ðàíåå íå áûëè èçâåñòíû.
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Conditions for the quali�ed convergence of �nite di�erence methods and the
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Abstract. We consider finite difference methods and the quasi-reversibility method for solving
linear ill-posed Cauchy problems with selfadjoint operators and noise-free initial data in a Hilbert
space. We refine the earlier author’s results on the convergence rate of the methods under inves-
tigation. We establish the sufficient conditions and the necessary conditions, close to one another,
for the qualified convergence of these methods in terms of the solution’s sourcewise index. We
prove that the considered methods cannot converge with the polynomial rate greater than the
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