
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 147, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2005
ÓÄÊ 514.16ÄÅÉÑÒÂÈß ��ÓÏÏ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ ÀË�ÅÁ�ÂÅÉËß ÍÀ �ÀÑÑËÎÅÍÈßÕ ÂÅÉËßÀ.ß. ÑóëòàíîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå äîêàçàíà íåïðèâîäèìîñòü àëãåáðû Âåéëÿ, ââåäåíî ïîíÿòèå ñóììû Óèòíèàëãåáð Âåéëÿ. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè m � øèðèíà, k � ðàçìåðíîñòü ðàäèêàëà, r � èíäåêñàëãåáðû Âåéëÿ, òî ðàçìåðíîñòü ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ýòîé àëãåáðû ðàâíà mk − r . Ïî-ñòðîåíû ëåâîå è ïðàâîå äåéñòâèÿ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû Âåéëÿ íà ðàññëîåíèèÂåéëÿ. 1. Àëãåáðû ÂåéëÿÂ ýòîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå àëãåáð Âåéëÿ è àâòîìîð�èçìîâ, îïè-øåì ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ èç äâóõ àëãåáð Âåéëÿ íîâîé àëãåáðû Âåéëÿ, íàçûâàåìîéñóììîé Óèòíè ýòèõ àëãåáð.Îïðåäåëåíèå 1.1. [1℄. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà A êîíå÷íîãî ðàíãà íàä ïîëåì R íà-çûâàåòñÿ àëãåáðîé Âåéëÿ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) A � êîììóòàòèâíà, àññîöèàòèâíà, îáëàäàåò åäèíèöåé;
(2) ñóùåñòâóåò èäåàë I òàêîé, ÷òî Ip 6= {0} , à Ip+1 = {0} ;
(3) �àêòîðàëãåáðà A èçîìîð�íà R .×èñëî p íàçûâàåòñÿ âûñîòîé àëãåáðû A ; ÷èñëî m , ðàâíîå ðàçìåðíîñòè �àê-òîðàëãåáðû I , íàçûâàåòñÿ øèðèíîé àëãåáðû A . Â èäåàëå I ìîæíî âûáðàòü mýëåìåíòîâ e1, e2, . . . , em , êîòîðûå ïîðîæäàþò ýòîò èäåàë. Îäíîìåðíàÿ ïîäàëãåáðà,ïîðîæäåííàÿ åäèíèöåé δ àëãåáðû A , èçîìîð�íà R . Îòîæäåñòâëÿÿ δ ñ 1 ïîëÿ äåé-ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R , àëãåáðó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëóïðÿìîé ñóììû

R è I : A = R + I . Èäåàë I íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëîì àëãåáðû A . Áàçèñ â àëãåá-ðå A ìîæíî ïîñòðîèòü èç ýëåìåíòîâ e0 = 1 , è eα1

1 eα2

2 . . . eαm
m , ãäå αi ≥ 0 è

α1 + α2 + · · · + αm 6= 0 . Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ áàçèñà óäîáíî ââåñòè ìóëü-òèèíäåêñû α = (α1, α2, . . . , αm) , ãäå αi ≥ 0 è |α| = α1 +α2 + · · ·+αm ≤ p . Òîãäàáàçèñíûå ýëåìåíòû ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì eα = eα1

1 . . . eαm
m . Ìóëüòè-èíäåêñ 0 = (0, . . . , 0) ñîîòâåòñòâóåò 1 . Êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ìóëüòèèíäåêñîâ

α òàêèõ, ÷òî 0 ≤ |α| ≤ p ðàâíî (

p+m
m

) � ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç p+m ýëåìåíòîâ ïî mýëåìåíòîâ.Åñëè dim A <
(

p+m
m

) , òî íå âñå ìóëüòèèíäåêñû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü áàçèñ-íûì ýëåìåíòàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ � ìíîæåñòâî ìóëüòèèíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâó-þùèõ áàçèñíûì ýëåìåíòàì àëãåáðû A , à ÷åðåç Λ∗ � ìíîæåñòâî âñåõ îñòàëüíûõìóëüòèèíäåêñîâ.Äëÿ êàæäîãî ìóëüòèèíäåêñà µ∗ ∈ Λ∗ , èìååì
eµ

∗

= a
µ∗

λ eλ, (1.1)ãäå aµ∗

λ ∈ R , à ïî ìóëüòèèíäåêñó λ ∈ Λ \ {0} âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå. Ñîîòíîøåíèÿ
(1.1) íàçûâàþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè àëãåáðû Âåéëÿ A .



160 À.ß. ÑÓËÒÀÍÎÂÅñëè dim A =
(

p+m
m

) , òî Λ∗ = ∅ . Â ýòîì ñëó÷àå àëãåáðà A íå èìååò îïðåäåëÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèé è íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé àëãåáðîé Âåéëÿ.Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèÿì àâòîìîð�èçìîâ è äè��åðåíöèðîâàíèé ïðîèçâîëü-íûõ àëãåáð.Îïðåäåëåíèå 1.2. Îáðàòèìûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ : A → A íàçûâàåòñÿàâòîìîð�èçìîì àëãåáðû A , åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ A âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) .Ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû A îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîì-ïîçèöèè îïåðàòîðîâ. Ýòà ãðóïïà îáîçíà÷àåòñÿ Aut A . �ðóïïà Aut A èçîìîð�íàíåêîòîðîé ìàòðè÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå, ïîýòîìó Aut A äîïóñêàåò åñòåñòâåí-íóþ ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëè [2, ñ. 243℄.Äëÿ îïèñàíèÿ àëãåáðû Ëè ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû A ââåäåì åùå îäíîïîíÿòèå � ïîíÿòèå äè��åðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû A .Îïðåäåëåíèå 1.3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð D : A → A íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöè-ðîâàíèåì àëãåáðû A , åñëè D(xy) = D(x)y+xD(y) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ A .Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ äè��åðåíöèðîâàíèé îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
Der A . Ýòî ïðîñòðàíñòâî äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó àëãåáðû Ëè îòíîñè-òåëüíî îïåðàöèè [ , ] , îïðåäåëåííîé óñëîâèåì

[D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1,äëÿ ëþáûõ D1, D2 ∈ Der A . Îïåðàòîð D1 ◦ D2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþîïåðàòîðîâ D2 è D1 .Èìååò ìåñòî ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 1.1. [2, ñ. 244℄. Àëãåáðîé Ëè ãðóïïû Aut A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàËè Der A âñåõ äè��åðåíöèðîâàíèé àëãåáðû A .Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ãðóïïû Ëè Aut A è àëãåáðûËè Der A ðàâíû.Ïðèâåäåì ïîíÿòèå ïðÿìîé ñóììû äâóõ àëãåáð. Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûåàëãåáðû. Íà ìíîæåñòâå A × B âñåâîçìîæíûõ ïàð (a, b) , ãäå a ∈ A , b ∈ B , ìîæ-íî ââåñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ ïàð íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à òàêæåîïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ïàð ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a, b) + (a1, b1) = (a + a1, b + b1) ,
t(a, b) = (ta, tb) , (a, b)(a1, b1) = (aa1, bb1) . Ìíîæåñòâî A×B ñ ââåäåííûìè îïåðàöè-ÿìè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé àëãåáðîé íàä R . Îáîçíà÷àåòñÿ ïîëó÷åííàÿ àëãåáðà A ⊕ Bè íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé àëãåáð A è B [1, ñ. 21℄. Åñëè àëãåáðû A è B îáëàäà-þò åäèíèöàìè δA, δB (òàêèå àëãåáðû íàçûâàþòñÿ óíèòàëüíûìè), òî ïàðà (δA, δB)ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé àëãåáðû A ⊕ B .Âàæíûì ïîíÿòèåì òåîðèè ëèíåéíûõ àëãåáð ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå èçîìîð�èçìà.Îïðåäåëåíèå 1.4. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → B íàçûâàåòñÿ èçîìîð�èç-ìîì, åñëè ϕ � áèåêöèÿ è ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ A .Ïðåäëîæåíèå 1.2. Ïóñòü A è B � ëèíåéíûå àëãåáðû íàä R è A � óíèòàëü-íàÿ àëãåáðà, δA � åå åäèíèöà. Åñëè ϕ : A → B � èçîìîð�èçì, òî B � óíèòàëüíàÿàëãåáðà è åå åäèíèöà δB = ϕ(δA) .Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(δA) îáðàç åäèíèöû δA àëãåáðû A .Ïóñòü b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû B . Â ñèëó áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ A , òàêîé, ÷òî ϕ(a) = b . Òîãäà

ϕ(δA)b = ϕ(δA)ϕ(a) = ϕ(δAa) = ϕ(a) = b.



ÄÅÉÑÒÂÈß ��ÓÏÏ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ 161Àíàëîãè÷íî bϕ(δA) = ϕ(a)ϕ(δA) = ϕ(aδA) = b . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ(δA) = δB �åäèíèöà àëãåáðû B .Ïðåäëîæåíèå 1.3. Åñëè àññîöèàòèâíàÿ óíèòàëüíàÿ àëãåáðà A èçîìîð�íàïðÿìîé ñóììå B ⊕ C àëãåáð B 6= {0B} , C 6= {0C} , òî êàæäàÿ èç àëãåáð B è Cÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé è óíèòàëüíîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ : A → B ⊕ C � èçîìîð�èçì. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-íûå ýëåìåíòû b1, b2, b3 ∈ B, c1, c2, c3 ∈ C . Äëÿ êàæäîé ïàðû (b1, c1) , (b2, c2) , (b3, c3)ñóùåñòâóþò ïðîîáðàçû a1, a2, a3 ∈ A . Â ñèëó òîãî, ÷òî ϕ � èçîìîð�èçì, à A � àñ-ñîöèàòèâíà, àëãåáðà B ⊕ C ÿâëÿåòñÿ òàêæå àññîöèàòèâíîé. Äåéñòâèòåëüíî,
(b1, c1)((b2, c2)(b3, c3)) = ϕ(a1)(ϕ(a2)ϕ(a3)) = ϕ(a1)ϕ(a2a3) =

= ϕ(a1(a2a3)) = ϕ((a1a2)a3) = (ϕ(a1)ϕ(a2))ϕ(a3) = ((b1, c1)(b2, c2))(b3, c3).Òàêèì îáðàçîì,
(b1, c1)((b2, c2)(b3, c3)) = ((b1, c1)(b2, c2))(b3, c3).Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

(b1(b2b3), c1(c2c3)) = ((b1, b2)b3, (c1c2)c3).Îòñþäà b1(b2b3) = (b1b2)b3 è c1(c2c3) = (c1c2)c3 , òî åñòü êàæäàÿ èç àëãåáð B è Càññîöèàòèâíà.Ïóñòü δA � åäèíèöà àëãåáðû A . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(δA) åå îáðàç. Òîãäà ϕ(δA)� åäèíèöà àëãåáðû B ⊕ C . Ïóñòü ϕ(δA) = (δ1, δ2) , ãäå δ1 ∈ B, δ2 ∈ C . Äëÿ ëþáîãîýëåìåíòà (b, c) ∈ B ⊕ C ñóùåñòâóåò ïðîîáðàç a ∈ A : (b, c) = ϕ(a) .Òàê êàê (δ1, δ2) � åäèíèöà ïðÿìîé ñóììû B ⊕ C , òî
(δ1, δ2)(b, c) = (b, c), (b, c)(δ1, δ2) = (b, c).Îòñþäà

(δ1b, δ2c) = (b, c), (bδ1, cδ2) = (b, c).Òàêèì îáðàçîì, δ1b = bδ1 = b è δ2c = cδ2 = c . Ñëåäîâàòåëüíî, δ1 � åäèíèöà àëãåáðû
B , à δ2 � åäèíèöà àëãåáðû C .Ëþáàÿ àëãåáðà A äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó A⊕{0A} . Òàêîå ðàçëî-æåíèå íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Ñóììà B⊕C , ãäå B 6= {0B} è C 6= {0C} íàçûâàåòñÿíåòðèâèàëüíîé.Îïðåäåëåíèå 1.5. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà A , èçîìîð�íàÿ íåòðèâèàëüíîé ïðÿìîéñóììå B ⊕ C , íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå àëãåáðà A íàçûâàåòñÿíåïðèâîäèìîé.Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ëþáàÿ àëãåáðà Âåéëÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìîé àëãåáðîé.Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ, âûÿñíèì ñòðîåíèåèäåìïîòåíòîâ àëãåáð Âåéëÿ.Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíò a ∈ A íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòíûì, èíà÷å èäåìïîòåí-òîì, åñëè a2 = a .Ïðåäëîæåíèå 1.5. Â ëþáîé àëãåáðå Âåéëÿ íåò èäåìïîòåíòîâ, îòëè÷íûõ îò
0 è åäèíèöû δ .



162 À.ß. ÑÓËÒÀÍÎÂÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíûé èäåìïîòåíò àëãåáðû Âåéëÿ A .Òàê êàê a = a0δ + a1 , ãäå a0 ∈ R, a1 ∈ I , òî
(a0δ + a1)

2 = a0δ + a1.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
a2
0 = a0, (1.2)

2a0a1 + a2
1 = a1. (1.3)Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.2) ñëåäóåò a0 = 0 èëè a0 = 1 .Ïóñòü a0 = 0 . Òîãäà èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî ak1 = a1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî÷èñëà k . Åñëè k = p � âûñîòå àëãåáðû A , òî ak1 = 0 . Òàêèì îáðàçîì, a1 = 0 ,çíà÷èò, a = 0 .Ïóñòü òåïåðü a0 = 1 . Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (1.3) ïîëó÷èì, ÷òî ak1 = (−1)k−1a1äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k . Ïîýòîìó a1 = 0 , çíà÷èò, a = δ . Ïðåäëîæåíèå1.5 äîêàçàíî.. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.4. Ïóñòü A � ïðèâîäèìàÿ àëãåáðà Âåéëÿ.Òîãäà îíà èçîìîð�íà íåòðèâèàëüíîé ïðÿìîé ñóììå B ⊕ C àëãåáð B è C . Òàêêàê A � óíèòàëüíàÿ àëãåáðà, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.3 êàæäàÿ èç àëãåáð B è Cóíèòàëüíà. Îáîçíà÷èì èõ åäèíèöû ÷åðåç δB è δC ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü ϕ : A →

B ⊕ C � èçîìîð�èçì. Òîãäà ϕ(δ) = (δB, δC) . Ýëåìåíòû δ1 = (δB, 0) è δ2 = (0, δC)îòëè÷íû îò (δB, δC) . Êðîìå òîãî, îíè ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè ïðÿìîé ñóììû B⊕
C : δ21 = δ1, δ

2
2 = δ2 . Ïðîîáðàçû ýòèõ ýëåìåíòîâ ϕ−1(δ1), ϕ

−1(δ2) � èäåìïîòåíòûàëãåáðû A :
(ϕ−1(δ1))

2 = ϕ−1(δ1)ϕ
−1(δ1) = ϕ−1(δ21) = ϕ−1(δ1).

(ϕ−1(δ2))
2 = ϕ−1(δ2).Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.5 èäåìïîòåíò ϕ−1(δ1) ðàâåí 0A èëè δ . Åñëè ϕ−1(δ1) = 0A ,òî δ1 = 0 , ÷åãî áûòü íå ìîæåò. Åñëè ϕ−1(δ1) = δ , òî ϕ(δ) = δ1 . Îòñþäà (δB, δC) =

= (δB, 0) , çíà÷èò, δC = 0 . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà Âåéëÿ A íå ìîæåò áûòü ïðèâîäèìîé.Ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 1.4 ÿâëÿåòñÿÏðåäëîæåíèå 1.6. Ïðÿìàÿ ñóììà A ⊕ B àëãåáð Âåéëÿ A è B íå ÿâëÿåòñÿàëãåáðîé Âåéëÿ.Â ïðÿìîé ñóììå A ⊕ B ìîæíî âûäåëèòü ïîäàëãåáðó, êîòîðàÿ áóäåò àëãåáðîéÂåéëÿ, ïîðîæäåííîé àëãåáðàìè A è B . Óêàæåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ýòîé ïîäàë-ãåáðû. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ àëãåáðû Âåéëÿ A íà àëãåáðó
R . Èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Âåéëÿ A ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì

ω : A → R.Ýëåìåíòû �àêòîðàëãåáðû A áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè âèäà ā , ãäå a ∈ A . ßñíî,÷òî ā = b̄ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a ≡ b(mod I).Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå π : A → R óñëîâèåì π(a) = ω(ā) . Ýòî îòîáðàæåíèåñþðúåêòèâíî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a0 ∈ R èìååì a0 = a0 ·1 = a0δ



ÄÅÉÑÒÂÈß ��ÓÏÏ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ 163(åäèíèöà δ àëãåáðû A îòîæäåñòâëåíà ñ åäèíèöåé ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë).Òîãäà
π(a0δ) = ω(a0δ) = ω(a0δ̄) = a0ω(̄δ) = a0δ.Îòîáðàæåíèå π ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì àëãåáðû A íà àëãåáðó R . Äåéñòâè-òåëüíî, äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A è t ∈ R èìååì

π(a+ b) = ω(a+ b) = ω(ā+ b̄) = π(a) + π(b).

π(ta) = ω(ta) = ω(tā) = tω(ā) = tπ(a).

π(ab) = ω(ab) = ω(ā · b̄) = π(a)π(b).Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå π : A → R ÿâëÿåòñÿ ýïèìîð�èçìîì.Îïðåäåëåíèå 1.6. Ýïèìîð�èçì π : A → R , îïðåäåëåííûé óñëîâèåì π(a) =
= ω(ā) , íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé àëãåáðû Âåéëÿ A íà àëãåáðó äåéñòâè-òåëüíûõ ÷èñåë R .Ïóñòü A è B � àëãåáðû Âåéëÿ íàä R , åäèíèöû êîòîðûõ îòîæäåñòâëåíû ñ åäè-íèöåé ïîëÿ R . A ⊕ B � ïðÿìàÿ ñóììà ýòèõ àëãåáð. �àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî
A ⊕ω B ⊂ A ⊕ B , ñîñòîÿùåå èç âñåâîçìîæíûõ ïàð (a, b) , ãäå a ∈ A , b ∈ B , óäîâëå-òâîðÿþùèõ óñëîâèþ πA(a) = πB(b) . Çäåñü πA , πB � êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè àëãåáð
A è B íà àëãåáðó R ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäëîæåíèå 1.7. Ïîäìíîæåñòâî A⊕ωB , ñíàáæåííîå îãðàíè÷åíèÿìè îñíîâ-íûõ îïåðàöèé àëãåáðû A ⊕ B , ÿâëÿåòñÿ óíèòàëüíîé ïîäàëãåáðîé ïðÿìîé ñóììû
A ⊕ B .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a, b) ∈ A⊕ωB è (c, d) ∈ A⊕ωB . Òîãäà (a, b)+(c, d) =
= (a + c, b + d) . Ïîñêîëüêó (a, b) ∈ A ⊕ω B è (c, d) ∈ A ⊕ω B , òî πA(a) = πB(b) è
πA(c) = πB(d) . Òîãäà

πA(a+ c) = πA(a) + πA(c) = πB(b) + πB(d) = πB(b+ d).Çíà÷èò, (a, b) + (c, d) ∈ A ⊕ω B . Àíàëîãè÷íî t(a, b) ∈ A ⊕ω B äëÿ ëþáîãî t ∈ R .�àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç âûäåëåííîãî ìíîæåñòâà:
(a, b)(c, d) = (ac, bd).Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî πA(ac) = πA(a)πA(c) = πB(b)πB(d) = πB(bd) . Ñëåäîâàòåëüíî,

(a, b)(c, d) ∈ A⊕ωB . Äàëåå, πA(δ) = πB(δ) , ïîýòîìó (δ, δ) � åäèíèöà àëãåáðû A⊕ωB .Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Ïðåäëîæåíèå 1.8. Ïðÿìàÿ ñóììà Å⊕ B̊ ðàäèêàëîâ Å, B̊ àëãåáð Âåéëÿ A è Bñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëîì àëãåáðû A ⊕ω B .Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî, ðàäèêàëîì ëèíåéíîé àëãåáðû íàçûâàåòñÿèäåàë, ñîñòîÿùèé èç âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ýëåìåíòîâ ýòîé àëãåáðû [1, ñ. 16℄.Ïóñòü (a, b) � ïðîèçâîëüíûé íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò àëãåáðû A ⊕ω B . Òîãäàñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k , òàêîå, ÷òî (a, b)k = 0 . Îòñþäà (ak, bk) = 0 , çíà-÷èò, ak = 0A , bk = 0B . Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî a � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíòàëãåáðû A , b � íèëüïîòåíòíûé ýëåìåíò àëãåáðû B . Ïîýòîìó a ∈ Å , b ∈ B̊ , òîãäà
(a, b) ∈ Å⊕ B̊ . Òàêèì îáðàçîì, Rd (A⊕ω B) ⊂ Å⊕ B̊ . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãîýëåìåíòà (x, y) ∈ Å ⊕ B̊ èìååì πA(x) = πB(y) = 0 è (x, y)s+1 = (xs+1, ys+1) = 0 ,åñëè s = max{p, q} , ãäå p � âûñîòà àëãåáðû A , q � âûñîòà àëãåáðû B . Îòñþäàñëåäóåò, ÷òî Å ⊕ B̊ ⊂ Rd (A ⊕ω B) . Ñëåäîâàòåëüíî, Rd (A ⊕ω B) = Å ⊕ B̊ .



164 À.ß. ÑÓËÒÀÍÎÂÏðåäëîæåíèå 1.9. Àëãåáðà A ⊕ω B ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Âåéëÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü óñëîâèé (1)�(3) îïðåäåëåíèÿ àë-ãåáðû Âåéëÿ.Óñëîâèå (1) âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê àëãåáðà A⊕ωB ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû
A⊕B , êîòîðàÿ êîììóòàòèâíà è àññîöèàòèâíà, åäèíèöåé ýòîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ïàðà
(δ, δ) = (1, 1) .Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ (2). Ïóñòü s = max{p, q} , ãäå p � âûñîòààëãåáðû A , q � âûñîòà àëãåáðû B . Òîãäà (Å ⊕ B̊)s 6= 0 , à (Å ⊕ B̊)s+1 = 0 . Êðîìåòîãî, àëãåáðà Å ⊕ B̊ ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì àëãåáðû A ⊕ω B .�àññìîòðèì �àêòîðàëãåáðó A ⊕ω B .Åñëè (a, b) ≡ (c, d)(mod Å ⊕ B̊) , òî a ≡ c(mod Å) è b ≡ d(mod B̊). Âåðíî èîáðàòíîå óòâåðæäåíèå.Èç ýòèõ ñðàâíåíèé ñëåäóþò ðàâåíñòâà πA(a) = πA(c) è πB(b) = πB(d) . Òàê êàê
(a, b) ∈ A ⊕ω B è (c, d) ∈ A ⊕ω B , òî πA(a) = πB(b) , πA(c) = πB(d) . Çíà÷èò, πA(a) =
= πA(c) = πB(b) = πB(d) = a0 . Îòñþäà (a, b) = (a0 + a1, a0 + b1) = (a0, a0) + (a1, b1) ,ãäå a1 ∈ Å , b1 ∈ B̊ . Çíà÷èò, (a, b) ≡ a0(1, 1)(mod Å ⊕ B̊) .Ýëåìåíòû �àêòîðàëãåáðû A⊕ωB ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
(a, b) = a0(1, 1) . Ñîîòâåòñòâèå a0(1, 1)

ψ
→ a0 ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì. Äåéñòâèòåëü-íî, äëÿ ëþáûõ a0, b0 ∈ R

ψ(a0(1, 1) + b0(1, 1)) = ψ((a0 + b0)(1, 1)) = a0 + b0 = ψ(a0(1, 1)) + ψ(b0(1, 1));

ψ(t(a0(1, 1))) = ψ((ta0)(1, 1)) = ta0 = t(ψ(a0(1, 1))), t ∈ R.Äàëåå
ψ((a0(1, 1))(b0(1, 1))) = ψ(a0b0(1, 1)) = a0b0 = ψ(a0(1, 1)) · ψ(b0(1, 1)).Êðîìå òîãî, ψ � áèåêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, �àêòîðàëãåáðà A⊕ωB èçîìîð�íà ïîëþäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R , òî åñòü óñëîâèå (3) òàêæå âûïîëíåíî.Äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå 1.7. Àëãåáðà Âåéëÿ A ⊕ω B íàçûâàåòñÿ ñóììîé Óèòíè àëãåáðÂåéëÿ A è B .Èç ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ñóììà Óèòíè àëãåáð Âåéëÿ A è B ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó Âåéëÿ ñ ðàäèêàëîì, ðàâíûì ïðÿìîé ñóììå ðàäèêàëîâ àë-ãåáð A è B . 2. �àññëîåíèÿ ÂåéëÿÀëãåáðû Âåéëÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàññëîåíèé íàä ãëàä-êèìè ìíîãîîáðàçèÿìè. [1, 3℄.Ïóñòü A � àëãåáðà Âåéëÿ, Å = Rd A , à Mn � ãëàäêîå êëàññà C∞ ìíîãîîáðàçèåðàçìåðíîñòè n . Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞(Mn) àëãåáðó ãëàäêèõ �óíêöèé êëàññà C∞ ,çàäàííûõ íà Mn .Îïðåäåëåíèå 2.1. �îìîìîð�èçì jx : C∞(Mn) → Mn íàçûâàåòñÿ A-áëèçêèìê òî÷êå x ∈Mn , åñëè äëÿ ëþáîé �óíêöèè f ∈ C∞(Mn) âûïîëíåíî óñëîâèå

jx(f) ≡ f(x)(mod Å).



ÄÅÉÑÒÂÈß ��ÓÏÏ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ 165Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, A-áëèçêèõ ê x , îáîçíà÷èì ÷åðåç (MA
n )x . Îáîçíà÷èì÷åðåç MA

n îáúåäèíåíèå ⋃

x∈Mn
(MA

n )x . Åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ êà-íîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ π : MA
n → Mn , à èìåííî, π(jx) = x . �ëàäêàÿ ñòðóêòóðàíà Mn ïîçâîëÿåò ââåñòè íà MA

n ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íàä àëãåáðîé
A è ãëàäêóþ ñòðóêòóðó êëàññà C∞ íàä àëãåáðîé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Òðîéêà
(MA

n , π,Mn) íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì Âåéëÿ.Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñïîñîáû ïðîäîëæåíèÿ îáúåêòîâ, çàäàííûõ íà Mn , â ðàñ-ñëîåíèå MA
n (òî÷íåå, â òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ Âåéëÿ).Äëÿ êàæäîé �óíêöèè f ∈ C∞(Mn) íà ðàññëîåíèè Âåéëÿ ìîæíî îïðåäåëèòü�óíêöèþ fA : MA

n → A ïî ïðàâèëó fA(jx) = jx(f) . Ôóíêöèÿ fA íàçûâàåòñÿåñòåñòâåííûì A-ïðîäîëæåíèåì �óíêöèè f ∈ C∞(Mn) íà MA
n .Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ðà-âåíñòâ:

(f + g)A = fA + gA, (tf)A = tfA, (fg)A = fA · gAäëÿ ëþáûõ f, g ∈ C∞(Mn) , t ∈ R .Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
∗ âåêòîðíîå íàä R ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ �îðì, çàäàííûõíà A è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â R . Äëÿ êàæäîãî a∗ ∈ A∗ è f ∈ C∞(Mn)îïðåäåëèì �óíêöèþ f(a∗) = a∗ ◦ fA .Îïðåäåëèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà A∗ íàýëåìåíòû àëãåáðû A ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà a∗ · b = a∗ ◦ Lb , ãäå La � ëèíåéíûéîïåðàòîð, îïðåäåëåííûé óñëîâèåì La(b) = ab äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ A .Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ ℑ1

0(Mn) è ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A ñóùåñòâóåòíà MA
n åäèíñòâåííîå âåêòîðíîå ïîëå X(a) , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

X(a)f(b∗) = (Xf)(b∗·a)äëÿ ëþáûõ f ∈ C∞(Mn) è b∗ ∈ A∗ .Ïóñòü MA
n ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé A-ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è ℑ1

0(M
A
n ) � A-ìî-äóëü âåêòîðíûõ ïîëåé íà MA

n . Íàëè÷èå åäèíèöû â àëãåáðå A ïîçâîëÿåò ââåñòèóìíîæåíèå âåêòîðíûõ ïîëåé èç ℑ1
0(M

A
n ) íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: äëÿ ëþáîãî t ∈ R ïîëîæèì

tX̃ = (tδ)X̃, X̃ ∈ ℑ1
0(M

A

n ).Òîãäà V = ℑ1
0(M

A
n ) ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé è óìíîæåíèÿ íàäåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà áóäåò âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R .Ïóñòü íà MA

n íàðÿäó ñ A-ãëàäêîé ñòðóêòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ âûáðàíà åñòå-ñòâåííàÿ ñòðóêòóðà R-ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (MA
n )R . Òîãäà åñòåñòâåííûì îáðàçîìâîçíèêàåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R âåêòîðíûõ ïîëåé, çàäàííûõ íà (MA

n )R ,êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç ℑ1
0((M

A
n )R) = V R .�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå FR : V → V R , îïðåäåëåííîå óñëîâèåì

FRX̃(f(b∗)) = (X̃fA)(b∗)äëÿ ëþáûõ f ∈ C∞(Mn) , b∗ ∈ A∗ . Âìåñòî FRX̃ áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå
X̃R , è ýòî âåêòîðíîå ïîëå áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííîé ðåàëèçàöèåé âåêòîðíîãîïîëÿ X̃ , à FR � îïåðàòîðîì âåùåñòâåííîé ðåàëèçàöèè âåêòîðíûõ ïîëåé èç V â
V R . Îïåðàòîð FR ÿâëÿåòñÿ R-èçîìîð�èçìîì.Ïðåäëîæåíèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X̃ ∈ V è ëþáîãî ýëåìåíòà
a ∈ A èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(aX̃)R = I(a)(X̃R),



166 À.ß. ÑÓËÒÀÍÎÂãäå I(a) � à��èíîð, äåéñòâóþùèé íà V R è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ I(a)(Z(b)) =
= Z(ab) äëÿ ëþáûõ Z ∈ ℑ1

0(Mn), b ∈ A .Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà FR ñëåäóåò, ÷òî
(aX̃)Rf(b∗) = ((aX̃)fA)(b∗) = b∗(a(X̃fA)) = b∗ ◦ La(X̃f

A) = (X̃fA)(b∗·a).Äëÿ âû÷èñëåíèÿ I(a)(X̃R)f(b∗) âîñïîëüçóåìñÿ ëîêàëüíûìè êàðòàìè. Ïóñòü â êàðòå
(π−1(U), xiα) X̃R èìååò ñëåäóþùåå: ïðåäñòàâëåíèå

X̃R = X̃ i
α∂

α
i .Çäåñü ∂αi = ∂

∂xi
α

= ( ∂
∂xi )

(eα) . Ïîýòîìó I(a)(X̃R) = X̃ i
α(∂i)

(aeα) . Òîãäà
I(a)(X̃R)f(b∗) = X̃ i

α(∂
(aeα)
i f(b∗)) = X̃ i

α(∂if)(b∗·a)·eα .Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(X̃fA)(b∗·a) = (b∗ · a) · (X̃ i(

∂

∂xi
fA)) = (b∗ · a) · ((X̃ i

αe
α) · (∂if)A) =

= X̃ i
α(((b∗ · a) · eα) · (∂if)A) = X̃ i

α(∂if)(b∗·a)·eα .Çíà÷èò, I(a)(X̃R)f(b∗) = (X̃fA)(b∗·a) . Òàêèì îáðàçîì, (aX̃)R = I(a)(X̃R) .3. Àâòîìîð�èçìû àëãåáð ÂåéëÿÏóñòü A � àëãåáðà Âåéëÿ ðàíãà k + 1 íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
e1, e2, . . . , em � ýëåìåíòû ïñåâäîáàçèñà, è åäèíèöà ýòîé àëãåáðû îòîæäåñòâëåíà ñåäèíèöåé ïîëÿ R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.Äëÿ ëþáîãî àâòîìîð�èçìà ϕ ∈ Aut A èìååì ϕ(1) = 1 è ϕ(ei) ∈ Rd A . Ïîñëåä-íåå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè ϕ(ei) = a0 + a1 , ãäå a0 ∈ R , a1 ∈ Rd A , òî ϕ(esi ) = (ϕ(ei))

s = as0 + b ,
b ∈ Rd A . Äëÿ s = p+ 1 áóäåì èìåòü ϕ(ep+1

i ) = 0 , ïîýòîìó ap+1
0 + b = 0 . Îòñþäà

a0 = 0 è b = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ϕ(ei) ∈ Rd A .Âûáåðåì áàçèñ ðàäèêàëà, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ âèäà
eλ = eλ1

1 eλ2

2 . . . eλm

m ,è ïîëîæèì ϕ(ei) = tiλ e
λ , λ 6= 0 . Îáðàç ëþáîãî áàçèñíîãî ýëåìåíòà eτ ïðè äåéñòâèèíà íåãî àâòîìîð�èçìîì ϕ ìîæíî ëåãêî íàéòè:

ϕ(eτ ) = (ϕ(e1))
τ1 (ϕ(e2))

τ2 . . . (ϕ(em))τm =

= (t1λe
λ)τ1 (t2λe

λ)τ2 . . . (tmλe
λ)τm = ϕτµe

µ,ãäå τ, µ ∈ Λ \ {0} , à ϕτµ � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè |τ | îòíîñèòåëüíî ïå-ðåìåííûõ tiλ . Ýòè ïåðåìåííûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåçàâèñèìûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Îíèäîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì
ϕ(eτ

∗

) = aτ
∗

µ ϕ(eµ),ïîëó÷åííûì èç îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé àëãåáðû A .Íàéäåì ðàçìåðíîñòü ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ Aut A àëãåáðû A . Äëÿ ýòîãî äî-ñòàòî÷íî íàéòè ðàçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè äè��åðåíöèðîâàíèé Der A .



ÄÅÉÑÒÂÈß ��ÓÏÏ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ 167Ïóñòü D ∈ Der A � ïðîèçâîëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå. Îíî îäíîçíà÷íî îïðåäå-ëÿåòñÿ çàäàíèåì îáðàçîâ ýëåìåíòîâ ïñåâäîáàçèñà àëãåáðû A :
D(ei) = xiλe

λ, λ ∈ Λ \ {0}, i = 1, 2, . . . ,m.×èñëî ïåðåìåííûõ xiλ ðàâíî mk . Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèé, êîòîðûì óäîâëåòâî-ðÿþò ýòè ïåðåìåííûå, ïîäåéñòâóåì äè��åðåíöèðîâàíèåì D íà ýëåìåíòû eτ
∗ èâîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè àëãåáðû:

D(eτ
∗

) − aτ
∗

µ D(eµ) = 0.Â ðàçâåðíóòîì âèäå ýòè ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä
m

∑

i=1

(τ∗i e
τ∗

−εieλ − aτ
∗

µ µie
µ−εieλ)xiλ = 0. (3.1)Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ εi îáîçíà÷àåò âåêòîð ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rm ,òî åñòü εi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) , ãäå 1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå.Ïóñòü eα , α ∈ Λ , � êîâåêòîðû äóàëüíîãî áàçèñà. Òîãäà èç ñèñòåìû óðàâíåíèé(3.1) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîïåðåìåííûõ xiλ :

m
∑

i=1

eα(τ∗i e
τ∗

−εieλ − aτ
∗

µ µie
µ−εieλ)xiλ = 0. (3.2)Ïóñòü ðàíã ñèñòåìû (3.2) ðàâåí r . Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñè-ñòåìû (3.2) ðàâíà mk − r . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíàÒåîðåìà 3.1. �àçìåðíîñòü ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû Âåéëÿ øèðèíû

m , ðàíãà k + 1 ðàâíà mk − r , ãäå r � ðàíã ñèñòåìû (3.2).Ñèñòåìå (3.2) ìîæíî ïðèäàòü äðóãîé âèä. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïå-ðàòîðû Diλ óñëîâèÿìè
Diλ(1) = 0, Diλ(eα) = εi(α)eα−εieλ, α 6= 0.Çäåñü εi � êîâåêòîðû, äóàëüíûå âåêòîðàì εi : εi(εj) = δij . Òîãäà ñèñòåìó (3.2)ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

eα(Diλ(eτ
∗

) − aτ
∗

µ D
iλ(eµ))xiλ = 0. (3.3)�àññìîòðèì ìàòðèöó T , ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ñèñòåìû(3.3):

T (ατ∗ | iλ) = eα(Diλ(eτ
∗

) − aτ
∗

µ D
iλ(eµ)). (3.4)�àçìåðíîñòü àëãåáðû Ëè äè��åðåíöèðîâàíèé àëãåáðû A íå çàâèñèò îò âûáîðà áà-çèñà. Ïîýòîìó, âûáðàâ äðóãîé ïñåâäîáàçèñ ê1, . . . , êm ðàäèêàëà Rd A , ïîëó÷èì, ÷òîðàíã ìàòðèöû T̂ áóäåò ðàâåí ÷èñëó mk−dim (Der A) = rankT. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñ-ëî r = rankT íå çàâèñèò îò âûáîðà ïñåâäîáàçèñà àëãåáðû A . Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåòââåñòè åùå îäíó ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó àëãåáðû Âåéëÿ � èíäåêñà àëãåáðû.Îïðåäåëåíèå 3.1. �àíã ìàòðèöû T ñ ýëåìåíòàìè (3.4) íàçûâàåòñÿ èíäåêñîìàëãåáðû Âåéëÿ A .Èñïîëüçîâàâ ïîíÿòèå èíäåêñà, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.1, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðà-âåäëèâàÒåîðåìà 3.2. �àçìåðíîñòü ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû Âåéëÿ ðàíãà k+1 ,øèðèíû m è èíäåêñà r ðàâíà mk − r .
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n � ðàññëîåíèå Âåéëÿ íàä ãëàäêèì êëàññà C∞ ìíîãîîáðàçèåì Mn ,ïîðîæäåííîå àëãåáðîé Âåéëÿ A . Íà ðàññëîåíèè MA

n ìîæíî ïîñòðîèòü äâà åñòå-ñòâåííûõ äåéñòâèÿ ãðóïïû Aut A àâòîìîð�èçìîâ àëãåáðû A .Ïåðâîå äåéñòâèå ρ : Aut A ×MA
n →MA

n îïðåäåëèì óñëîâèåì
ρ(ϕ, jx) = ϕ ◦ jx.Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äåéñòâèå ρ ÿâëÿåòñÿ ëåâûì è ý��åêòèâíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ àâòîìîð�èçìîâ ϕ è ψ àëãåáðû A èìååì

ρ(ϕ ◦ ψ, jx) = (ϕ ◦ ψ) ◦ jx = ϕ ◦ (ψ ◦ jx) = ρ(ϕ, ρ(ψ, jx)).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèå ρ � ëåâîå.Ïóñòü ρ(ϕ, jx) = jx äëÿ ëþáîé òî÷êè jx ∈ MA
n . Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè

f ∈ C∞(Mn) ïîëó÷èì
ϕ ◦ jx(f) = jx(f).Îòñþäà
ϕ(jx(f)) = jx(f).Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕ(f(α)(jx)e
α) = f(α)(jx)e

α.Îòñþäà
f(α)(jx)(ϕ(eα) − eα) = 0. (4.1)Ïóñòü (U, xi) � êàðòà ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà Mn , (π−1(U), xiα) � êàðòà åñòå-ñòâåííîé ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà MA

n . Èç ñîîòíîøåíèé (4.1) ïîëó÷èì òîæäåñòâà
xiα(ϕ(eα)−eα) = 0 , åñëè â êà÷åñòâå �óíêöèè f âîçüìåì êîîðäèíàòíûå �óíêöèè xi .Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà ïî x

j
β , ïîëó÷èì δij(ϕ(eβ) − eβ) = 0 .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ(eβ) = eβ , òî åñòü, ϕ = idA . Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå ρÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì.Âòîðîå äåéñòâèå ρ′ : Aut A ×MA

n →MA
n îïðåäåëèì óñëîâèåì

ρ′(ϕ, jx) = ϕ−1 ◦ jx.Ïðåäëîæåíèå 4.2. Äåéñòâèå ρ′ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì è ý��åêòèâíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ àâòîìîð�èçìîâ ϕ è ψ èìååì
ρ′(ϕ ◦ ψ, jx) = (ϕ ◦ ψ)−1 ◦ jx = (ψ−1 ◦ ϕ−1) ◦ jx = ψ−1 ◦ (ϕ−1 ◦ jx) = ρ′(ψ, ρ′(ϕ, jx)).Ñëåäîâàòåëüíî, ρ′ äåéñòâóåò íà MA

n ñïðàâà.Ý��åêòèâíîñòü äåéñòâèÿ ρ′ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê ý��åêòèâíîñòü äåé-ñòâèÿ ρ .Ïðåäëîæåíèå 4.3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ρϕ : MA
n → MA

n , ρ′ϕ : MA
n → MA

n , ïî-ðîæäåííûå ëåâûì è ïðàâûì äåéñòâèÿìè ρ è ρ′ ïî ïðàâèëàì ρϕ(jx) = ρ(ϕ, jx) ,
ρ′ϕ(jx) = ρ′(ϕ, jx) ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþòñÿ àâòîìîð�èçìàìè ðàññëîåíèÿ MA

n ,îòîáðàæàþùèìè êàæäûé ñëîé íà ñåáÿ.



ÄÅÉÑÒÂÈß ��ÓÏÏ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ 169Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü êîììóòàòèâíîñòü äèàãðàìì
MA

n

ρϕ

−→MA

n MA

n

ρ′ϕ
−→MA

n

π ↓ ↓ π è π ↓ ↓ π

Mn
id
−→Mn Mn

id
−→Mn.�àññìîòðèì êîìïîçèöèþ π ◦ ρϕ . Äëÿ ëþáîé òî÷êè jx ∈MA

n èìååì π ◦ ρϕ(jx) =
= π(ϕ ◦ jx) . Ïóñòü f ∈ C∞(Mn) . Òîãäà

(ϕ ◦ jx)(f) = ϕ(jx(f)) = ϕ(f(x) + fλ(jx)e
λ), λ 6= 0.Òàê êàê ϕ � àâòîìîð�èçì, òî ϕ(1) = 1, ϕ(eλ) ∈ Rd A , ïîýòîìó

(ϕ ◦ jx)(f) = f(x) + fλ(jx)ϕ(eλ).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ ◦ jx(f) ≡ f(x)(mod Å), çíà÷èò,
π(ϕ ◦ jx) = x = π(jx) = idMn

◦ π(jx).Òàêèì îáðàçîì, π ◦ ϕ = idMn
◦ π .Êîììóòàòèâíîñòü ïåðâîé äèàãðàììû äîêàçàíà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ êîì-ìóòàòèâíîñòü âòîðîé äèàãðàììû.5. Ëîêàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äåéñòâèé ãðóïï àâòîìîð�èçìîâàëãåáðû Âåéëÿ A íà ðàññëîåíèè MA

nÏóñòü ϕ(eα) = ϕαβe
β , α, β ∈ Λ , ϕ ∈ Aut A . �àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ρϕ , ïî-ðîæäåííîå äåéñòâèåì ρ è àâòîìîð�èçìîì ϕ . Äëÿ ëþáîé òî÷êè jx ∈MA

n ïîëîæèì
ρϕ(jx) = j̃x . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ êàðòó (π−1(U), xiα) , ñîäåðæàùóþ jx . Òîãäà
j̃x(x

i) = ϕ ◦ jx(xi) = ϕ(jx(x
i)). Îòñþäà
x̃iαe

α = xiβϕ(eβ) = (ϕβαx
i
β)e

α.Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì
x̃iα = ϕβαx

i
β .Èç ðåçóëüòàòîâ §3 ñëåäóåò, ÷òî ϕβ0 = δ

β
0 , ïîýòîìó
x̃i0 = xi0,

x̃iα = ϕβαx
i
β , α 6= 0 è β 6= 0. (5.1)Ýòè �îðìóëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðåäñòàâëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ρϕ .Åñëè â �îðìóëàõ (5.1) çàìåíèòü ϕβα íà ýëåìåíòû ìàòðèöû ‖ ϕβα ‖−1 , îáðàòíîéê ìàòðèöå ‖ ϕβα ‖ , òî ïîëó÷èì �îðìóëû, âûðàæàþùèå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèåïðåîáðàçîâàíèÿ ρ′ϕ , ïîðîæäåííîãî ïðàâûì äåéñòâèåì ρ′ ãðóïïû Aut A è ïðåîáðà-çîâàíèåì ϕ .Îñòàíîâèìñÿ íà èçó÷åíèè àëãåáð Ëè ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, èíäóöèðîâàííûõëåâûì è ïðàâûì äåéñòâèÿìè ãðóïïû Aut A íà ðàññëîåíèè MA

n .Ïóñòü D � äè��åðåíöèðîâàíèå àëãåáðû Âåéëÿ A , D(eλ) = aλτ e
τ , λ , τ ∈ Λ .Çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî a0

τ = 0, aλ0 = 0 . Äè��åðåíöèðîâàíèå D ïîðîæäàåò îäíîïà-ðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó {ϕt}, t ∈ R , ãäå ϕt = exp(tD) , ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ
Aut A . Ëåâîå äåéñòâèå ρ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ ïîðîæäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ
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} ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ìíîãîîáðàçèÿ MA

n . Â ëîêàëüíîé êàðòå
(π−1(U), xiα) ïðåîáðàçîâàíèå ýòîé ãðóïïû çàäàåòñÿ �îðìóëàìè

x̃i0 = xi0, x̃iα = ϕβα(t)xiβ , α, β 6= 0.Òîãäà dx̃i0
dt

∣

∣

∣

∣

t=o

= 0 , dx̃iα
dt

∣

∣

∣

∣

t=o

=
dϕβα
dt

∣

∣

∣

∣

t=o

xiβ . Òàê êàê
exp tD = idA +

t

1!
D +

t2

2!
D2 + . . . ,òî exp tD(eλ) = ϕλαe

α , ïîýòîìó dϕβα
dt

∣

∣

∣

∣

t=o

= aβα . Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî èí�èíèòåçè-ìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå D̃ ãðóïïû {ρϕt
} , ïîðîæäåííîå äè��åðåíöèðîâàíèåì D ,èìååò ñëåäóþùåå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

D̃ = aβαx
i
β∂

α
i .Ïðåäëîæåíèå 5.1. Îòîáðàæåíèå h , îïðåäåëåííîå óñëîâèåì h(D) = D̃ , ÿâëÿ-åòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîð�èçìîì àëãåáðû Ëè äè��åðåíöèðîâàíèé Der A àëãåá-ðû A â àëãåáðó, ïðîòèâîïîëîæíóþ âåùåñòâåííîé àëãåáðå Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé íà

MA
n .Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ äè��åðåíöèðîâàíèé D1, D2 ñïðàâåäëèâû ðà-âåíñòâà

h(D1 +D2) = h(D1) + h(D2), h(sD1) = sh(D1), s ∈ R.Åñëè h(D) = 0 , òî aβαxiβ = 0 . Îòñþäà aβα = 0 . Çíà÷èò, Kerh = 0 .Ïóñòü D1(e
λ) = bλαe

α, D2(e
λ) = cλαe

α . Òîãäà
[D1, D2](e

λ) = D1(c
λ
αe
α) −D2(b

λ
αe
α) = (cλαb

α
τ − bλαc

α
τ )eτ .Äàëåå, h(D1) = bβαx

i
β∂

α
i , h(D2) = cβαx

i
β∂

α
i . Ïîýòîìó

[h(D1), h(D2)] = (bλαc
α
τ − cλαb

α
τ )xiλ∂

τ
i = −[D1, D2]

λ
τx

i
λ∂

τ
i = −h([D1, D2]).Òàêèì îáðàçîì, h([D1, D2]) = −[h(D1), h(D2)] . Ïðåäëîæåíèå 5.1 äîêàçàíî.Èç ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè (D1, . . . , Dl) � áàçèñ àëãåáðû äè��åðåíöè-ðîâàíèé, òî (h(D1), . . . , h(Dl)) áóäåò áàçèñîì àëãåáðû Ëè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèéðàññëîåíèÿ MA

n , ïîðîæäåííîé ëåâûì äåéñòâèåì ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ Aut A íàðàññëîåíèè MA
n .Äëÿ ïðàâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû èìååò ìåñòî ïðåäëîæåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðåäëî-æåíèþ 5.1.Ïóñòü D ∈ A � ïðîèçâîëüíîå äè��åðåíöèðîâàíèå àëãåáðû Âåéëÿ A . Ïîñêîëüêó

(exp(tD))−1 = exp(−tD) , òî èí�èíèòåçèìàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå D̂ ãðóïïû {ρ′ϕ} ,ïîðîæäåííîå äè��åðåíöèðîâàíèåì D è ïðàâûì äåéñòâèåì ρ′ ãðóïïû Aut A íàðàññëîåíèè MA
n , áóäåò èìåòü ñëåäóþùåå ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

D̂ = −aβαx
i
β∂

α
i .Ïðåäëîæåíèå 5.2. Îòîáðàæåíèå h′ , îïðåäåëåííîå óñëîâèåì h′(D) = D̂ , ÿâ-ëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì ãîìîìîð�èçìîì àëãåáðû Ëè äè��åðåíöèðîâàíèé Der A àë-ãåáðû A â àëãåáðó Ëè âåùåñòâåííûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà MA

n .



ÄÅÉÑÒÂÈß ��ÓÏÏ ÀÂÒÎÌÎ�ÔÈÇÌÎÂ 171Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî h′(D) = −h(D) . Ïîýòîìó h′ � ëèíåéíîå è
Kerh′ = 0 . Äàëåå,

h′([D1, D2]) = −h([D1, D2]) = [h(D1), h(D2)] = [h′(D1), h
′(D2)].Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h′ � ãîìîìîð�èçì. Ïðåäëîæåíèå 5.2 äîêàçàíî.Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò ñëåäñòâèå, àíàëîãè÷íîå ñëåäñòâèþ èç ïðåä-ëîæåíèÿ 5.1: åñëè (D1, . . . , Dl) � áàçèñ àëãåáðû äè��åðåíöèðîâàíèé Der A , òî

(h′(D1), . . . , h
′(Dl)) � áàçèñ àëãåáðû Ëè ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ðàññëîåíèÿ MA

n ,ïîðîæäåííîé ïðàâûì äåéñòâèåì ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ Aut A íà MA
n .�àññìîòðèì ñäâèã La àëãåáðû A , ïîðîæäåííûé ýëåìåíòîì a ∈ A ïî ïðàâèëó

La(x) = ax .Ïðåäëîæåíèå 5.3. Äëÿ ëþáîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ D ∈ Der A ýíäîìîð�èçì
La ◦D ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì àëãåáðû A .Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ A â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè èêîììóòàòèâíîñòè àëãåáðû A èìååì

La ◦D(x, y) = La(D(x)y + xD(y)) = (La ◦D(x))y + x(La ◦D(y)).Îòñþäà La ◦D ∈ Der A .Ïðåäëîæåíèå 5.4. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A è D1, D2 ∈ Der A èìååò ìåñòîðàâåíñòâî
[La ◦D1, Lb ◦D2] = LaD1(b) ◦D2 − LbD2(a) ◦D1 + Lab ◦ [D1, D2].Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ A ïîëó÷èì

[La ◦D1, Lb ◦D2](x) = La ◦D1(Lb ◦D2(x)) − Lb ◦D2(La ◦D1(x)) =

= La ◦D1(bD2(x)) − Lb ◦D2(aD1(x)) = a(D1(bD2(x))) − b(D2(aD1(x))) =

= (a(D1(b))D2(x) + ab(D1D2(x)) − (bD2(a))D1(x) − ba(D2D1(x)) =

= LaD1(b) ◦D2(x) − LbD2(a) ◦D1(x) + Lab ◦ [D1, D2](x).Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ óêàçàííîãî â ïðåäëîæåíèè.Ïðåäëîæåíèå 5.5. Äëÿ ëþáûõ a ∈ A è D ∈ Der A èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
h(La ◦D) = I(a)(h(D)), h′(La ◦D) = I(a)(h′(D)).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = aτe

τ , τ ∈ Λ . Òîãäà äëÿ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ eµàëãåáðû A áóäåì èìåòü
La ◦D(eµ) = (aτe

τ )aµαe
α = aτa

µ
αe
τeα = aτa

µ
αγ

τα
ν eν ,ãäå γταν � ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû A . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äè��åðåíöè-ðîâàíèå La ◦D îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîíåíòàìè

(La ◦D)µν = aτa
µ
αγ

τα
ν ,ïîýòîìó

h(La ◦D) = aτa
µ
αγ

τα
ν xiµ∂

ν
i . (5.2)
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I(a)(h(D)) = I(a)(aβαx

i
β∂

α
i ) = aβαx

i
βI

(a)(∂
(eα)
i ) = aβαx

i
β∂

(aτe
τeα)

i = aτγ
τα
ν aβαx

i
β∂

ν
i . (5.3)Èç ðàâåíñòâ (5.2) è (5.3) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

h(La ◦D) = I(a)(h(D)).Âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîãî â ñèëó òîãî, ÷òî h′ = −h .Ýòî ïðåäëîæåíèå, ïðåäëîæåíèå 5.4 è ââåäåííûå ãîìîìîð�èçìû h è h′ ïîçâî-ëÿþò äîêàçàòüÏðåäëîæåíèå 5.6. Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ A è ïðîèçâîëüíûõ äè��å-ðåíöèðîâàíèé D1, D2 àëãåáðû A èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
[I(a)(h(D1)), I

(b)(h(D2))] = I(ab)([h(D1), h(D2)])−

− I(aD1(b))(h(D2)) + I(bD2(a))(h(D1)),

[I(a)(h′(D1)), I
(b)(h′(D2))] = I(ab)([h′(D1), h

′(D2)])+

+ I(aD1(b))(h′(D2)) − I(bD2(a))(h′(D1)).SummaryA.Ya. Sultanov. A
tions of automorphisms groups on Weil bundles.In this work the irredu
tibility of the Weil algebra is proved and the notion of the Whitneysum of the Weil algebra is introdu
ed. It is proved that if m is a width, k � a radi
al dimension,
r � a Weil algebra index, then the dimension of automorphism group of this algebra equals mk−

r . The left and right a
tions of the automorphism group of the Weil algebra are 
onstru
tedon the Weil bundle. Ëèòåðàòóðà1. Âèøíåâñêèé Â.Â., Øèðîêîâ À.Ï., Øóðûãèí Â.Â. Ïðîñòðàíñòâà íàä àëãåáðàìè. �Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1985. � 263 ñ.2. Ïîñòíèêîâ Ì.Ì. �ðóïïû è àëãåáðû Ëè. � Ì.: Íàóêà, 1982. � 447 ñ.3. Morimoto A. Prolongation of 
onne
tions to bundles of in�nitely near points // J. Di�.Geom. � 1976. � No 4. � P. 479�498. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ29.11.04Ñóëòàíîâ Àäãàì ßõèåâè÷ � êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êà�åä-ðû àëãåáðû Ïåíçåíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.


