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ÓÄÊ 531.39Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÉÑÏÎÑÎÁ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉÏ�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÛÕÊ�ÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÒÅ�ÆÍÅÉÞ.Ï. ÀðòþõèíÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå ïðåäëîæåí àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä óïðóãîãî ðàñ÷åòà êðèâîëèíåéíûõ ñòåðæíåéäâîÿêîé êðèâèçíû ñ èñïîëüçîâàíèåì íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðèãîäíûé äëÿ ïðîèçâîëü-íûõ óãëîâ ïîâîðîòà è ïåðåìåùåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãîñòü, äâîÿêàÿ êðèâèçíà, íà÷àëüíûé ïàðàìåòð, áîëüøèå ïðî-ãèáû. ÂâåäåíèåÒåîðèÿ òîíêèõ ñòåðæíåé íà÷àëà ðàçðàáàòûâàòüñÿ åùå â ñåðåäèíå XIX â. â òðó-äàõ Êèðãî�à è Êëåáøà. Êèðãî�îì áûëà ïîëó÷åíà ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ìàëûõ äå�îðìàöèé òîíêèõ ñòåðæíåé, à Êëåáøåì � ñèñòåìà óðàâíåíèéñîâìåñòíîñòè ïåðåìåùåíèé è ïàðàìåòðîâ äå�îðìàöèé. Òåîðèÿ Êèðãî�à �Êëåáøàèçëîæåíà â [1℄. Ïîçæå óðàâíåíèÿ Êèðãî�à �Êëåáøà áûëè ïðåäñòàâëåíû Ëóðüå ââåêòîðíîé �îðìå [2℄. Ïðîèçâîëüíûå ïåðåìåùåíèÿ (ýëàñòèêà) ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâè-åì ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû âïåðâûå èññëåäîâàë Ýéëåð (1774 ã.), êîòîðûé ïîëó÷èë ðå-øåíèå â âèäå ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ [3℄. Â êíèãàõ Ñâåòëèöêîãî [4�6℄ èçëàãàþò-ñÿ îñíîâû òåîðèè ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé, ïðèìåíÿåìûõ â ìàøèíîñòðîåíèè, ïðèðàñ÷åòå íà ïðî÷íîñòü, óñòîé÷èâîñòü â ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêàõ. Ìàêó-øèíûì ðàññìîòðåíû âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé [7℄, à Òîâñòèêîì � êîëåáàíèÿïðóæèí [8℄. Ñïåöèàëüíàÿ ëèòåðàòóðà ïîñâÿùåíà ñòàòèêè è äèíàìèêå âèíòîâûõ öè-ëèíäðè÷åñêèõ ïðóæèí [9℄. Îñíîâíîå äîïóùåíèå òåîðèè òîíêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõñòåðæíåé � îòñóòñòâèå ïðîäîëüíûõ äå�îðìàöèé.Ôèëèíûì [10℄ ïðåäëîæåí äèñêðåòíûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ óñèëèé è ïåðåìåùå-íèé â ñòåðæíå ñ ïðîèçâîëüíûì î÷åðòàíèåì åãî îñè íà îñíîâå ìåòîäà íà÷àëüíûõïàðàìåòðîâ. Ïî ñóòè îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñî÷åòà-íèè ñ ìåòîäîì íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ è ïîçâîëÿåò ðåøàòü êàê ëèíåéíûå, òàê èíåëèíåéíûå çàäà÷è.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí àíàëîãè÷íûé ìåòîä íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿáàëî÷íûõ ýëåìåíòîâ ñòåðæíÿ, òîëüêî â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå, êîòîðûé çàòåì ïðè-ìåíåí ê ëèíåéíûì è íåëèíåéíûì ïðîáëåìàì. Êðèâîëèíåéíûé ñòåðæåíü çàìåíÿåòñÿêîíñòðóêöèåé, ñîñòàâëåííîé èç ïðÿìîëèíåéíûõ ñòåðæíåé, òî åñòü êðèâàÿ, îïèñûâà-þùàÿ ñòåðæåíü, çàìåíÿåòñÿ ëîìàíîé. Äîñòîèíñòâîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ìåíü-øåå ÷èñëî àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ê êîòîðîìó ñâîäèòñÿ ðåøàåìàÿ çàäà÷à, ïîñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îíî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ãðàíè÷íûõóñëîâèé äëÿ ýëåìåíòà è íå âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà çâåíüåâ â ëîìà-íîé. �àññìîòðåíû ïðèìåðû ðàñ÷åòà ïëîñêîãî è ïðîñòðàíñòâåííîãî äå�îðìèðîâà-íèÿ ñòåðæíåé â ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêàõ. �åøåíà çàäà÷à î ñâîðà÷èâàíèè



98 Þ.Ï. À�ÒÞÕÈÍìîìåíòîì òîíêîé ïëàñòèíû â öèëèíäðè÷åñêóþ îáîëî÷êó. Äàíû òî÷íîå è ïðèáëè-æåííîå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Óñòàíîâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ýòîéçàäà÷åé è çàäà÷åé î êà÷åíèè öèëèíäðà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Âûâåäåíà�îðìóëà êðèâèçíû ïëîñêîé äå�îðìèðîâàííîé êðèâîé â ëàãðàíæåâîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì óïðóãóþ (â ðàìêàõ çàêîíà �óêà) äå�îðìàöèþ ïðîñòðàíñòâåííîãîñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì ïðîèçâîëüíûõ íàãðóçîê. �åîìåòðèþ ñòåðæíÿ áóäåì çàäà-âàòü ïðîèçâîëüíîé îñåâîé ëèíèåé L , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè ñå÷åíèÿ.Ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M0 íà îñè ñòåðæíÿ áóäåì îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðîì
s � äëèíîé äóãè ñòåðæíÿ îò íà÷àëà îòñ÷åòà. Ââåäåì â òî÷êå M0 ïîäâèæíûå äåêàð-òîâû îñè êîîðäèíàò ñ åäèíè÷íûìè îðòàìè (îñíîâíîé åñòåñòâåííûé òðåõãðàííèê):
e10 � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé L , e20 � ãëàâíàÿ íîðìàëü êðèâîé è áèíîðìàëü
e30. Ïðîèçâîëüíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ êðèâîé äâîÿêîé êðèâèç-íû, ñîñòîÿùåé èç êðèâèçíû êðèâîé k10 è êðó÷åíèÿ k20 :
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, (1.1)äëÿ êîòîðûõ èìåþò ìåñòî �îðìóëû Ôðåíå �Ñåððå:
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= −k20e20. (1.2)Èçó÷àÿ ñòåðæåíü â öåëîì, íåîáõîäèìî ââåñòè îñè, æåñòêî ñâÿçàííûå ñ åãî ïîïå-ðå÷íûì ñå÷åíèåì. Ïóñòü òàêèå îñè x0, y0, z0 (ãëàâíûé òðåõãðàííèê) ïðîõîäÿò ïîãëàâíûì öåíòðàëüíûì îñÿì èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ, ïðè÷åì îñü x0ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì êàñàòåëüíîé ê îñè ñòåðæíÿ, à îñü z0 îáðàçóåò ñ ãëàâíîéíîðìàëüþ e20 óãîë ϕ0 . Èíäåêñ 0 ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðèè íåäå�îðìèðîâàííîãîñòåðæíÿ.�åîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé îñåâîé ëèíèè îïèñûâàåòñÿ â íåêîòîðîé íåïîäâèæ-íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ äâèæåíèÿ îñíîâíîãî òðåõãðàííèêàïóòåì ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî ïåðåìåùåíèé. Âðàùàòåëüíîå ïåðåìåùåíèåçàäàåòñÿ âåêòîðîì Äàðáó:
ω = k20e10 + k10e30. (1.3)Ïîëîæåíèå åñòåñòâåííûõ îñåé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ãåîìåòðèþ ñòåðæíÿ êàê�óíêöèþ îò äëèíû äóãè s . Èìååò ìåñòî àíàëîãèÿ Êèðõãî�à: åñëè äâèãàòü òðåõ-ãðàííèê ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ðàâíîé åäèíèöå, òî âåêòîð Äàðáó � ìãíîâåí-íàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òðåõãðàííèêà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò, à ïîýòîìóóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòèõ îñåé ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóãíåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïðè÷åì êîìïîíåíòû óãëîâîé ñêîðîñòè äàþò ñîîòâåòñòâóþùèåêðèâèçíû ñòåðæíÿ.Åñëè ó÷åñòü íå ñîâïàäåíèå îñíîâíûõ è ãëàâíûõ îñåé, òî âåêòîð ïîâîðîòà ïðèìåòâèä:
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e10 + k10e30 = kx0ex0 + ky0ey0 + kz0ez0, (1.4)ãäå
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, ky0 = k10 sinϕ0, kz0 = k10 cosϕ0. (1.5)



Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÑÏÎÑÎÁ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉ 99Óêàçàííûå âåëè÷èíû â òåîðèè ïîâåðõíîñòåé íàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
kx0 � ãåîäåçè÷åñêîå êðó÷åíèå, ky0 � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà, kz0 � íîðìàëüíàÿêðèâèçíà ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé íà ïîâåðõíîñòè ñ íîðìàëüþ ez0 . ×åðåç ex0,
ey0, ez0 îáîçíà÷åíû îðòû ãëàâíîãî òðåõãðàííèêà â íåäå�îðìèðîâàííîì ñòåðæíå.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äå�îðìàöèÿ ñòåðæíÿ îïèñûâàåòñÿ ãèïîòåçîé ïëîñêèõ ñå-÷åíèé Áåðíóëëè. Â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèé òî÷êà M0 ïîëó÷èò âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ
U (u, v, w) è ïåðåéäåò â òî÷êó M , à ãëàâíûé òðèýäð x0, y0, z0 çàéìåò ïîëîæåíèå
x, y, z è ïîâåðíåòñÿ íà óãîë ñ ìàòðèöåé ïðåîáðàçîâàíèÿ





cos θ cosψ − sin θ sinϕ sinψ, sin θ cosψ + sinϕ cos θ sinψ, − cosϕ sinψ
− cosϕ sin θ cos θ cosϕ sinϕ

cos θ sinψ + sin θ sinϕ cosψ, sin θ sinψ − sinϕ cos θ cosψ, cosϕ cosψ



 (1.6)Ìàòðèöà (1.6) ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíûì ïîâîðîòîì íà óãîë ϕ âîêðóã îðòà
ex0 , ïîâîðîòîì âîêðóã íîâîãî ïîëîæåíèÿ îðòà ez0 íà óãîë θ äî ñîâìåùåíèÿ ñ îðòîì
ey è ïîâîðîòîì âîêðóã ey0 = ey íà óãîë ψ . Çäåñü ex(s), ey(s), ez(s) � îðòû ãëàâ-íîãî òðåõãðàííèêà â äå�îðìèðîâàííîì ñòåðæíå. Ìàòðèöà (1.6) îïèñûâàåò ïðîèç-âîëüíûå ïîâîðîòû, îñóùåñòâëÿþùèå ïåðåõîä îò ãëàâíûõ îñåé íåäå�îðìèðîâàííîãîñîñòîÿíèÿ ê ãëàâíûì îñÿì äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ x, y, z , åå âèä ñâèäåòåëü-ñòâóåò î íåëèíåéíîñòè çàäà÷è. Ïðè ìàëûõ óãëàõ ïîâîðîòà ìàòðèöà ëèíåàðèçóåòñÿè ïåðåõîäèò â ñëåäóþùóþ:

[lij ] =





1 θ −ψ
−θ 1 ϕ
ψ −ϕ 1



 . (1.7)Ñ÷èòàÿ îñåâóþ ëèíèþ íåðàñòÿæèìîé, çàïèøåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â âåêòîð-íîé �îðìå [4, 5℄:
dQ

ds
+ q = 0,
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+
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]

+m = 0, (1.8)
dU

ds
= (1 − l11) ex − l21ey − l31ez, (1.9)ãäå Q (T,Qy, Qz) , M (H,My,Mz) � âåêòîðû âíóòðåííèõ óñèëèé è ìîìåíòîâ, T �ïðîäîëüíîå óñèëèå, Qy, Qz � ïîïåðå÷íûå ñèëû, H � êðóòÿùèé ìîìåíò, My,Mz �èçãèáàþùèå ìîìåíòû, q , m � âíåøíèå íàãðóçêè è ìîìåíòû, lij = lij (ϕ, θ, ψ) � êî-ñèíóñû ìàòðèöû ïåðåõîäà îò íåäå�îðìèðîâàííûõ îñåé ê äå�îðìèðîâàííûì îñÿì.Óðàâíåíèÿ (1.8), (1.9) âêëþ÷àþò â ñåáÿ äåâÿòü ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé è ñîäåðæàòäâåíàäöàòü íåèçâåñòíûõ, ïîýòîìó èõ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü òðåìÿ ñîîòíîøåíèÿìèóïðóãîñòè:

H = Dk (kx − kx0) , My = Dy(ky − ky0), Mz = Dz(kz − kz0), (1.10)ãäå Dk = GIk � êðóòèëüíàÿ æåñòêîñòü, Dy,z = EIy,z � èçãèáíûå æåñòêîñòè, kx, ky,
kz � êðèâèçíû ïîñëå äå�îðìàöèè, ÿâëÿþùèåñÿ íåëèíåéíûìè �óíêöèÿìè óãëîâ ϕ,
θ, ψ . Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ ñòåðæíÿ íàãðóçêè òàêæå èçìåíÿþòñÿ. Ïðèýòîì ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ¾ìåðòâóþ¿ íàãðóçêó, ñîõðàíÿþùóþ ñâîå íàïðàâëåíèå ïðèäå�îðìàöèè, è ñëåäÿùóþ íàãðóçêó, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñî ñòåðæíåì.Â ðàáîòå [10℄ ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è ñ ó÷åòîì îñåâîé è ïîïåðå÷-íîé äå�îðìàöèé ñòåðæíÿ, ïîëó÷åííîå ïðè ïîìîùè äèñêðåòíîé ìàòðè÷íîé �îðìûìåòîäà íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ. �åøåíèå ñâåäåíî ê èíòåãðèðîâàíèþ ñèñòåìû äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ 18 íåèçâåñòíûìè.



100 Þ.Ï. À�ÒÞÕÈÍÄëÿ áîëüøèõ óãëîâ ïîâîðîòà â ïëîñêîé çàäà÷å ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ àíà-ëîãèÿ çàäà÷ èçãèáà ñòåðæíÿ ñèëîé è ìîìåíòîì ñ çàäà÷åé áîëüøèõ êîëåáàíèé �è-çè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.Èòàê, âèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå çàäà÷è ñòàòèêè òîíêèõ ñòåðæíåé (âïðåäïîëîæåíèè ïðîèçâîëüíîñòè óãëîâ ïîâîðîòà) ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿýêâèâàëåíòíû ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçëè÷íûì íåëèíåéíûì çàäà÷àì äèíàìèêè àáñî-ëþòíî òâåðäîãî òåëà. Ïîýòîìó òðóäíîñòü ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõóðàâíåíèé Êèðãî�à �Êëåáøà ïðè èçãèáå è êðó÷åíèè ñòåðæíåé òàêîãî æå ïîðÿäêà,÷òî è ïðè ðåøåíèè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëàâîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïîëó÷åíèå çàêîíà âðàùåíèÿ òåëà îãðàíè÷åíî òîëüêîíàõîæäåíèåì çàêîíà äâèæåíèÿ òðåõãðàííèêà, à â çàäà÷å äëÿ ñòåðæíÿ äîáàâëÿåòñÿîòûñêàíèå óïðóãîé ëèíèè. 2. Ìåòîä ðåøåíèÿÄëÿ èññëåäîâàíèÿ äå�îðìàöèé êðèâîëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñòåðæíÿïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü èñõîäíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü íà áîëåå ïðîñòóþ, ñî-ñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ, ðåøåíèå êîòîðûõ èçâåñòíî: çàìåíèì ïðîñòðàíñòâåííûéñòåðæåíü íàáîðîì æåñòêî ñîïðÿæåííûõ ïëîñêèõ áàëîê, êîòîðûå äå�îðìèðóþòñÿâ óñëîâèÿõ ñëîæíîãî èçãèáà è êðó÷åíèÿ. Ïåðåìåùåíèÿ êàæäîãî áàëî÷íîãî ýëåìåí-òà áóäåì çàïèñûâàòü àíàëèòè÷åñêè â âèäå ïîëèíîìîâ. Ýòè ïåðåìåùåíèÿ ÿâëÿþòñÿòî÷íûìè ðåøåíèÿìè ëèíåéíîé çàäà÷è èçãèáà áàëêè. Ïî ñóòè ýòî � ìåòîä êîíå÷íûõýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ, íî íå ÷èñëåííûé, à àíà-ëèòè÷åñêèé. Â óçëàõ íóæíî çàïèñàòü óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ. Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõïðèíèìàþòñÿ íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû íà îäíîì êîíöå áàëêè è äàëåå ìåòîäîì ïðî-ãîíêè ýòè íåèçâåñòíûå ïåðåâîäÿòñÿ íà äðóãîé êîíåö ïðîñòðàíñòâåííîãî ñòåðæíÿ.Ïðè÷åì óâåëè÷åíèå ðàçáèåíèÿ íà ýëåìåíòû íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîðÿäêàñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Îïèñàíèå ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ñòåðæíÿ áóäåì ïðîâîäèòü â íåïîäâèæ-íûõ ãëîáàëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ X, Y, Z , íà÷àëî êîòîðûõ ïîìåñòèì âëåâóþ îïîðó ñòåðæíÿ. �àçîáüåì ïðîñòðàíñòâåííûé ñòåðæåíü íà n ïðÿìîëèíåéíûõñòåðæíåé. Ñ êàæäûì ñòåðæíåì ñâÿæåì ëîêàëüíóþ öåíòðàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäè-íàò x, y, z , ïðè÷åì îñü x íàïðàâèì ïî äëèíå áàëêè. Ïåðåìåùåíèÿ ïðîèçâîëüíîéòî÷êè áàëêè â ýòèõ îñÿõ îáîçíà÷èì ÷åðåç u, v, w . Êðîìå òîãî, ñòåðæåíü ïîëó-÷èò êðó÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå óãëîì çàêðó÷èâàíèÿ ϕ âäîëü îñè x . Êîíöû ñòåðæ-íÿ ïðèìåì çà óçëû, ãåîìåòðèÿ êîòîðûõ ïðè ìàëûõ ïåðåìåùåíèÿõ îïðåäåëÿåòñÿãåîìåòðèåé ïåðâîíà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè. Åñëè ñòåðæåíü èñïûòûâàåò áîëüøèåïåðåìåùåíèÿ, òî êîîðäèíàòû óçëîâ çàðàíåå íåèçâåñòíû. Ïåðåìåùåíèÿ è óãîë çà-êðó÷èâàíèÿ äëÿ êàæäîé áàëêè èìåþò âèä [11℄:
u (x) = u0 +

T0

B
x−

qx
2B

x2 +

+
qx2

2B

[

(b− x)
2
θ (x− b) − (a− x)

2
θ (x− a)

]

−
Px

B
(x− t) θ (x− t) , (2.1)

w (x) = w0 + t0x−
My0

2Dy
x2

−
Qz0

6Dy
x3 +

qz
24Dy

x4
−

Pz

6Dy
(a− x)3θ (x− a) +

+
my

2Dy
(b− x)

2
θ (x− b) +

qz2

24Dy

[

(x− c)
4
θ (x− c) − (x− g)

4
θ (x− g)

]

, (2.2)
ϕ (x) = ϕ0 +

H

Dk
x, 0 ≤ x ≤ L. (2.3)



Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÑÏÎÑÎÁ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÉ 101Çäåñü âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì 0 ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíûì ïàðàìåòðàì áàëêè äëèíû
L, qx, qz � ðàñïðåäåëåííûå íàãðóçêè, Px, Pz, my � ñîñðåäîòî÷åííûå íàãðóçêè,
θ (x− t) � åäèíè÷íàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà; a, b, c, g, t � òî÷êè ïðèëîæåíèÿ èèñ÷åçàíèÿ íàãðóçîê. Ïåðåìåùåíèå áàëêè v(x) ïî îñè y ìîæíî ïîëó÷èòü èç (2.2),ïðîèçâåäÿ ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ: y → z , z → y , w0 → v0 .Êàæäûé ýëåìåíò áàëêè ñòÿãèâàåò íåêîòîðûé êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê ðåàëü-íîãî ñòåðæíÿ, ïîýòîìó ýòîò êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ïîëîãî-ñòè êðèâîé ïî îòíîøåíèþ ê ñòÿãèâàþùåé åå ïðÿìîé s ≈ x . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òîñòàòèêî-ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äå�îðìèðîâàííîé áàëêè áóäóò íåçíà÷è-òåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò òàêèõ æå õàðàêòåðèñòèê êðèâîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ.Âàæíî çíàòü çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ íà ëåâîé îïîðåñòåðæíÿ. Ôîðìóëû (2.1)�(2.3) ïîçâîëÿþò ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèÿ ñòàòè÷åñêèõ è ãåî-ìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áàëêè íà êîíöå x = L è ñ ó÷åòîì ïîâîðîòà ëîêàëüíûõîñåé ñëåäóþùåé áàëêè ñ�îðìèðîâàòü åå íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû, âûðàæåííûå ÷åðåçíåèçâåñòíûå íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû îïîðíîé áàëêè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îðãà-íèçîâàòü ¾ïðîãîíêó¿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà ïðàâûé êîíåö âñåãî ñòåðæíÿ, òî åñòüýòè íåèçâåñòíûå íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû íà ëåâûõ êîíöàõ êîíöàõ âûðàæàþòñÿ ÷å-ðåç íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû íà ïðàâûõ êîíöàõ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâëîìàíîé. Äàëåå ñëåäóåò ïîñòàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïðàâîì êîíöå êðèâîëè-íåéíîãî ñòåðæíÿ äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ. Òîãäà çàäà÷à áóäåò ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Òàêîáñòîÿò äåëà ñî ñòðàòåãèåé ðàñ÷åòà ëèíåéíûõ çàäà÷.Â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî ðàçáèâàòü íàãðóçêó íà ìàëûå, íî êîíå÷íûåçíà÷åíèÿ. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî â ïðåäåëàõ ýòèõ ïðèðàùåíèé íàãðóçêè ìîæíî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ ñòðàòåãèåé ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷, èòåðèðóÿ ðåøåíèÿ äî èñòèííîãîçíà÷åíèÿ íàãðóçêè.�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà íà ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷.3. Êðóãîâàÿ àðêà ïîä ðàâíîìåðíûì äàâëåíèåì qñ çàäåëàííûìè êðàÿìè

q 

2R 

Z 

X�èñ. 1Ñäåëàåì ðàñ÷åò ìàëûõ ïåðåìåùåíèé íåïîëîãîé ïëîñêîé êðóãîâîé ñòðîèòåëü-íîé àðêè ðàäèóñà R ïîä âíåøíèì äàâëåíèåì q , êðàÿ êîòîðîé æåñòêî çàäåëàíû(ðèñ. 1). Àðêà èñïûòûâàåò èçãèá è ñæàòèå. Êðó÷åíèå îòñóòñòâóåò. Òî÷íîå ðåøåíèåýòîé çàäà÷è èìååò âèä [11℄:
u (α) =

2qR2

AB

[

BR2α (1 − cos 2αL) + αL

(

D +BR2
)

sinαL α cosα −

− αL

(

αL

(

D +BR2
)

cosαL + 2BR2 sinαL

)

sinα
]

, (3.1)
A = 2

(

αL
2D +

(

αL
2
− 1

)

BR2 + BR2 cos 2αL

)

+ αL

(

D +BR2
)

sin 2αL,
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0 ≤ α ≤ αL,

w (α) =
2qR2

AB

(

D +BR2
)

[cosαL (αL cosα− sinαL) − αL +

+ sinαL (cosα+ α sinα)] . (3.2)Çäåñü â ñèëó ñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëîâèíà àðêè, α � öåíòðàëüíûé óãîë �îòñ÷èòûâàåòñÿ îò âåðøèíû àðêè, u (α) � ñìåùåíèå ïî äóãå s , w (α) � ïðîãèá ïîâíåøíåé íîðìàëè. Èíäåêñû ó æåñòêîñòè îïóùåíû. Ïðè α = αL âûïîëíÿþòñÿ óñëî-âèÿ çàäåëêè:
u (αL) = 0, w(αL) = 0, w′ (αL) − u (αL) = 0. (3.3)Ïîäâèæíûé íàòóðàëüíûé òðåõãðàííèê ïëîñêîé êðóãîâîé àðêè ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé îðò êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè, ãëàâíóþ íîðìàëü, íàïðàâëåííóþ â öåíòð êðóãàè áèíîðìàëü, îðòîãîíàëüíóþ ê ïëîñêîñòè êðóãà. Äëÿ íåçàêðó÷åííîãî êðóãà ãåîäå-çè÷åñêîå êðó÷åíèå îòñóòñòâóåò:

kx0 = k20 = 0,
dϕ0

ds
= 0, ϕ0 = π.Óãîë ìåæäó ãëàâíîé íîðìàëüþ åñòåñòâåííîãî òðåõãðàííèêà e20 è íîðìàëüþ ez0ãëàâíûõ îñåé ñå÷åíèÿ ðàâåí π . Ïîýòîìó â ãëàâíûõ îñÿõ âåêòîð êðèâèçíû âõîäèòñî çíàêîì ìèíóñ:

de10
ds

=
dex0

ds
= k10e20 = −

ez0

R
.Äóãà îêðóæíîñòè ïîëó÷àåòñÿ äâèæåíèåì íà÷àëà êîîðäèíàò òðåõãðàííèêà ïî äóãåñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è âðàùåíèåì åãî ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ

k10 =
1

R
=
α

s
.Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè Äàðáó íàïðàâëåí îðòîãîíàëüíî ïëîñêîñòèàðêè è âðàùàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.�àññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð. Ïóñòü R = 400 ñì, αL = π/2 , òîëùèíà àðêè

h = 8 ñì, q = 20 êã/ñì. Ñå÷åíèå � ïîëîå ïðÿìîóãîëüíîå øèðèíû b = 4 ñì, âûñîòû
h = 8 ñì, òîëùèíû ts = 0.3 ñì. Ìàòåðèàë � ñòàëü ñ ìîäóëåì E = 2 · 106 êã/ñì2 .Èçãèáíàÿ è ðàñòÿãèâàþùàÿ æåñòêîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

D = E Iy, B = E F, (3.4)
Iy =

1

12
[bh3

−

(

b− 2ts)(h− 2ts)
3
]

, F = bh− (b − 2ts)(h− 2ts).Ïðåäñòàâèì àðêó â âèäå ëîìàíîé, ñîñòîÿùåé èç áàëîê äëèíîé Li . Ïóñòü n �÷èñëî áàëîê, fi � óãîë ñîïðÿæåíèÿ ñìåæíûõ áàëîê â (i+1)-é âåðøèíå àðêè (ðèñ. 2),
i = 1, 2, . . . n− 1 . Ïåðåìåùåíèÿì, óñèëèÿì è ìîìåíòàì íà÷àëà áàëêè áóäåì ïðèïè-ñûâàòü äâà èíäåêñà: ïåðâîìó � 0 (íà÷àëüíûé ïàðàìåòð), âòîðîìó � íîìåð áàëêè.Ïåðåñ÷åò íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñîãëàñíî ðèñ. 2 îò óçëà i ê óçëó i+ 1 , ó÷èòûâàÿïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ, äåëàåì ïî �îðìóëàì:

u0,i+1 = ui (Li) cos (fi) − wi (Li) sin (fi) ,

w0,i+1 = wi (Li) cos (fi) + ui (Li) sin (fi) ,

T0,i+1 = Ti (Li) cos (fi) −Qi (Li) sin (fi) ,

Q0,i+1 = Qi (Li) cos (fi) + Ti (Li) sin (fi) ,

t0,i+1 = ti (Li) , M0,i+1 = Mi (Li) .

(3.5)
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�èñ. 2Çäåñü ñòàòè÷åñêèì è ãåîìåòðè÷åñêèì âåëè÷èíàì êàæäîãî ýëåìåíòà ïðèñâàèâàåòñÿíîìåð. Äëÿ i-é áàëêè óðàâíåíèÿ (2.1), (2.2) ïðèíèìàþò âèä
ui (x) = u0,i +

T0,i

B
x, (3.6)

wi (x) = w0,i + t0,ix−
M0,i

2D
x2

−
Q0,i

6D
x3

−
q

24D
x4. (3.7)Óãîë ïîâîðîòà, óñèëèÿ è ìîìåíò â i-é áàëêå âû÷èñëÿåì ïî �îðìóëàì:

ti (x) = w′

i (x) , Ti (x) = Bu′i (x) , (3.8)
Mi (x) = −Dw′′

i (x) , Qi (x) = −D w′′′

i (x) .Òàê êàê äå�îðìàöèè àðêè ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî åå âåðøèíû,òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü áàëî÷íóþ ñõåìó òîëüêî ëåâîé ïîëîâèíû àðêè. Ïîýòîìóãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïåðâîé è ïîñëåäíåé áàëîê áóäóò:
u0,1 = 0, t0,1 = 0, w0,1 = 0, (3.9)

tn (Ln) = 0, un (Ln) cos (fi/2) − wn (Ln) sin (fi/2) = 0,

Qn (Ln) cos (fi/2) + Tn (Ln) sin (fi/2) = 0. (3.10)Ïðèìåì ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå àðêè íà ñòåðæíè îäèíàêîâîé äëèíû:
Li = L = 2R sin (fi/2) , fi = f =

π

2n
. (3.11)Ïîäñòàâëÿÿ â (3.5) âûðàæåíèÿ (3.8) ñ ó÷åòîì (3.6), (3.7), (3.9), îðãàíèçóåì öèêëè-÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ ïðè êîíêðåòíûõ äàííûõ àðêè, ìåíÿÿ ïåðåìåííóþ öèêëà i =

= 1, 2, . . . n− 1. Ïîñëå ýòîé îïåðàöèè ïåðåìåùåíèÿ n � îé áàëêè áóäóò �óíêöèÿìèíåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ T0,1, M0,1, Q0,1 . Âûïîëíÿÿ ãðàíè÷íûå óñëî-âèÿ ñèììåòðèè àðêè â åå âåðøèíå (3.10), èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïðè óêàçàííûõâûøå ÷èñëîâûõ äàííûõ ïîëó÷èì (n = 30) :
T0,1 = −7997.2 êã, M0,1 = 1429.5 êã · ñì, Q0,1 = −212.16 êã. (3.12)Âû÷èñëèì âåðòèêàëüíóþ îïîðíóþ ðåàêöèþ R0 :

R0 = − [Q0,1 sin(f/2) + T0,1 cos(f/2)] = 8000 êã, (3.13)
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�èñ. 3÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ïåðåìåùåíèÿ n-é áàëêè, â ëîêàëüíîé ñèñòåìåêîîðäèíàò îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:
wn (x) = −0.4475−7.466·10−5 x−1.492·10−6x2+3.126·10−7x3

−7.460·10−9x4, (3.14)
un (x) = 0.0004986− 0.0005844 x, 0 ≤ x ≤ L = 20.94 ñì. (3.15)Â ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá âû÷èñëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ïåðå-ìåùåíèé íà êîíöå n-é áàëêè:
Wmax = wn (L) cos(f/2) + un (L) sin(f/2) = −0.4485 ñì. (3.16)Òî÷íîå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà, âû÷èñëåííîãî ïî �îðìóëå (3.2) åñòü

w(0) = −0.4485 ñì. Ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà ðàçáèåíèÿ áàëîê äî n = 10 ïðîãèáðàâåí Wmax = −0.4472 . Òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ ñ òåì æå ÷èñëîì ðàçáèåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà ANSYS [11℄.4. Çàäà÷à èçãèáà  êðó÷åíèåì êðóãîâîãî ñòåðæíÿÈññëåäóåì ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ êîíñîëüíîãî ïëîñêîãî êðóãîâîãî ñòåðæíÿ ñðàäèóñîì êðèâèçíû R , íàãðóæåííîãî ñèëîé P , îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè êðóãà(ðèñ. 3). Â ýòîì ñëó÷àå ñòåðæåíü áóäåò èñïûòûâàòü äå�îðìàöèè èçãèáà è êðó-÷åíèÿ. Ïîýòîìó äå�îðìèðîâàííûé ñòåðæåíü áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîþ ïðîñòðàí-ñòâåííûé ñòåðæåíü, äâîÿêîé êðèâèçíû. Â ðàìêàõ ãèïîòåçû íåðàñòÿæèìîñòè îñèñòåðæíÿ Ñåí-Âåíàíîì è Âåíöåëåì ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðè óñëî-âèè u, w ≪ v [12℄:
v (α) =

PR3

Dk
[α− (1 − cosα) sinαL − sinα] +

+
PR3

2

(

1

Dk
+

1

Dz

)

[α cos(αL − α) − cosαL sinα] , (4.1)
ϕ (α) =

PR2

Dk
(α− sinαL + sin (αL − α)) −

v (α)

R
, 0 ≤ α ≤ αL. (4.2)Ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè äëÿ ìîìåíòîâ ïðè íàëè÷èè âñåõ ïåðåìåùåíèé èìåþòâèä [12℄:

Mx = Dkτ, My = Dyκy, Mz = Dyzκz,
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τ =

dϕ

ds
+

1

R

dv

ds
, κy = −

1

R2

(

w +
d2w

dα2

)

, κz =
ϕ

R
−
d2v

ds2
.Èç óñëîâèé ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âûòåêàåò, ÷òî

Mx = PR (1 − cos (αL − α)), My = 0, Mz = PR sin (αL − α) .Ïóñòü ñå÷åíèå ñòåðæíÿ áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì ñ ðàçìåðàìè ïî îñè y : h = 8 ñì,ïî îñè z : b = 4 ñì, αL = π/2 � ñòåðæåíü â ÷åòâåðòü êðóãà. Äðóãèå äàííûå:R =
= 400 ñì; P = 20 êã, E = 2·106 êã/ñì2 , G = E/2.6 êã/ñì2 , Dz = EIz , Iz = bh3/12 .Ïðè âû÷èñëåíèè êðóòèëüíîé æåñòêîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðèõîäèòñÿñóììèðîâàòü áåñêîíå÷íûé ðÿä [12℄:
Dk = Ghb3β (c) , c =

h

b
, β (c) =

1

3
−

64

cπ5

∞
∑

m=1,3,5,...

th(mcπ/2)

m5
, β (2) = 0.2287. (4.3)Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà êîíñîëè (4.1) è óãëà çàêðó÷èâàíèÿ (4.2)ðàâíû

v(π/2) = 8.0074 ñì, ϕ (π/2) = 0.0002616.Ïðîãèá (4.1) ñêëàäûâàåòñÿ èç ïðîãèáà îò èçãèáà è ïðîãèáà îò êðó÷åíèÿ. Èíòåðåñíîîòìåòèòü, ÷òî âêëàä îò êðó÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò áîëåå 60% âñåãî ïðîãèáà. Ïîýòîìóó÷åò êðó÷åíèÿ íåîáõîäèì.Ïðîâåäåì ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ðàçáèâàÿ êîíòóð ñòåðæíÿíà n áàëîê (ðèñ. 3), ðàáîòàþùèõ íà èçãèá è êðó÷åíèå. Ïðîèçâîëüíàÿ áàëêà ïîëó-÷àåò ïðîãèá è êðó÷åíèå:
vi (x) = v0,i + θ0,ix−

M0z,i

2Dz
x2

−
P

6Dz
x3, θi (x) = v′i (x) , (4.4)

ϕi (x) = ϕ0,i +
Hi

Dk
x. (4.5)Êðóòÿùèé ìîìåíò Hi â ïðåäåëàõ i-é áàëêè ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì è âû÷èñëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

Hi = Phi, hi = L

n−1
∑

k=1

sin(kf), hn = 0. (4.6)Âåëè÷èíû L, f âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå (3.11). Èç óñëîâèé ñòàòèêè íà÷àëüíûéèçãèáàþùèé ìîìåíò ïåðâîãî ýëåìåíòà ðàâåí:
M0z,1 = −PR [cos (f/2) + sin (f/2)] . (4.7)Òàêèì îáðàçîì, âñå íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû îïðåäåëåíû. Ïîýòîìó ìîæíî èñïîëü-çîâàòü ¾ïðîãîíêó¿ ðåçóëüòàòîâ íà äðóãîé êîíåö êðèâîãî ñòåðæíÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿïðîãèáà è óãëà êðó÷åíèÿ. Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäåëêè äëÿ ïåðâîé áàëêè

v0,1 = 0, θ0,1 = 0, ϕ0,1 = 0, (4.8)áóäåì îïðåäåëÿòü íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû â (i+ 1)-é áàëêå ïî äàííûì ñîïðÿæåíèÿñòàòèêè è êèíåìàòèêè â êîíöå ñå÷åíèÿ i-é áàëêè ïóòåì îðãàíèçàöèè öèêëà îò 1äî n− 1
v0,i+1 = vi (L) , M0z,i+1 = Mz,i (L) cos f −Hi sin f, (4.9)

ϕ0,i+1 = ϕi (L) cos f − θi (L) sin f, Mz,i (x) = −Dzθ
′

i (x) . (4.10)
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øòï
α

ds 

dx 

s 

x 
dw 

x,s 

w 

w 
u 

ds �èñ. 4Ïðèíèìàÿ n = 40, âû÷èñëèì ñîãëàñíî (4.9), (4.10):
vn (L) = 8.0027, ϕ (π/2) = ϕn (L) cos (f/2) − θn (L) sin (f/2) = 0.0002572.Ïðè óâåëè÷åíèè âäâîå ÷èñëà ðàçáèåíèé ñòåðæíÿ óäàåòñÿ ñíèçèòü ïîãðåøíîñòüïî ïðîãèáàì äî 0.01%, ïî óãëó çàêðó÷èâàíèÿ � äî 0.4%.5. Èçãèá ïëàñòèíû â òðóáóÏîñòàâèì çàäà÷ó î ñãèáå òîíêîé ïëàñòèíêè (ñòåðæíÿ) â öèëèíäðè÷åñêóþ îáî-ëî÷êó (êîëüöî) ïðè ïîìîùè ìîìåíòîâ. Äå�îðìàöèè ñ÷èòàåì óïðóãèìè, à ïåðå-ìåùåíèÿ è óãëû ïîâîðîòà � ïðîèçâîëüíûìè. Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé íåëèíåéíîéïðîáëåìû âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî Ëóðüå [13℄ â ïðåäïîëîæåíèè íåñæèìàåìîñòèïîëîñû. Çàòåì îíà ñòàëà òåñòîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ èçãèáàîáîëî÷åê [14℄, ãäå ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÌÊÝ ñ ïîãðåøíîñòüþ 3.5%ïðè ðàçáèåíèè ïëàñòèíû íà 20 ýëåìåíòîâ è 300 øàãîâ íàãðóæåíèÿ. Ó÷åíèê Ôè-ëèíà ×èíàðÿí ìåòîäîì íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ ÷èñëåííî ïîëó÷èë ðåøåíèå ïðèíåáîëüøîì èçãèáå â öèëèíäðè÷åñêóþ ïàíåëü (ðàçáèåíèå áàëêè íà 20 ýëåìåíòîâè 16 øàãîâ íàãðóæåíèÿ) ñ ñåðüåçíîé ïîãðåøíîñòüþ � àðè�ìåòè÷åñêàÿ îøèáêà äî-ïóùåíà äàæå ïðè âû÷èñëåíèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ [10℄. Ôèëèí â êíèãå [10℄ ïðèâîäèò�îðìóëó áàëî÷íîãî òî÷íîãî ðåøåíèÿ áåç ññûëêè è îáúÿñíåíèé. Ïîëó÷èì ýòî òî÷-íîå ðåøåíèå, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò: âûâåäåíà �îðìóëàêðèâèçíû ïëîñêîé êðèâîé â ëàãðàæåâîì îïèñàíèè äâèæåíèÿ óïðóãîãî ñòåðæíÿ!Ââåäåì ìàòåðèàëüíóþ (ëàãðàíæåâó) ñèñòåìó îòñ÷åòà s ãîðèçîíòàëüíîãî ñòåð-æíÿ (ðèñ. 4). Â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè ïëîñêèé ýëåìåíò ds ïåðåéäåò â äóãó ds(ïðåäïîëàãàåòñÿ íåðàñòÿæèìîñòü ñòåðæíÿ). Òîãäà íà÷àëî ýëåìåíòà ïîïàäåò â òî÷êóïëîñêîñòè (x, w) , ãäå x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ (ýéëåðîâà) ñèñòåìà îòñ÷åòà, w � ïðî-ãèá áàëêè. Ñâÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííûìè è ìàòåðèàëüíûìè êîîðäèíàòàìè è èõïðèðàùåíèÿìè äàåòñÿ �îðìóëàìè:

x = s+ u, dx = ds+ du, (5.1)ãäå u � ãîðèçîíòàëüíîå ïåðåìåùåíèå ýëåìåíòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ðàäèóñ êðè-âèçíû äóãè ñòåðæíÿ. Òîãäà êðèâèçíà áóäåò ðàâíà:
dα

ds
= κ =

1

R
. (5.2)
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tgα =

dw

dx
, sinα =

dw

ds
, cosα =

dx

ds
. (5.3)Ïåðåìåùåíèÿ ìîãóò áûòü �óíêöèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò (ýéëåðîâîîïèñàíèå äâèæåíèÿ) ëèáî ìàòåðèàëüíûõ êîîðäèíàò (ëàãðàíæåâî îïèñàíèå äâèæå-íèÿ). Ñîãëàñíî (5.1)

dx

ds
= 1 +

du

ds
,

ds

dx
= 1 −

du

dx
. (5.4)Äè��åðåíöèðóÿ (5.3), ïîëó÷àåì:

dα

ds
=
dx

ds

d2w

dx2
cos2α, κ =

d2w

dx2
cos3α. (5.5)Òàê êàê cosα = 1/

√

1 + tg2 α, ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ �îðìóëó äëÿ êðèâèçíû íåðàñ-òÿæèìîé áàëêè ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîâîðîòàõ ñå÷åíèÿ â ýéëåðîâîì îïèñàíèè äå-�îðìàöèé:
κ =

1

R
= −

d2w

dx2

[

1 +

(

dw

dx

)2
]3/2

. (5.6)Èç (5.3), (5.4) ñëåäóåò d2w

ds2
= cosα

dα

ds
. Îòêóäà íàõîäèì âûðàæåíèå êðèâèçíûáàëêè â ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè åå ïðîèçâîëüíîãî èçãèáà:

κ =
1

R
= −

d2w

ds2
√

1 −

(

dw

ds

)2
=
M

D
. (5.7)Çíàê ìèíóñ âûáðàí ïîòîìó, ÷òî dα < 0 (âûïóêëîñòü ââåðõ ïðè ïîëîæèòåëüíîììîìåíòå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõñìåùåíèé îïðåäåëèì èç (5.3), (5.4):

du

ds
=

√

1 −

(

dw

ds

)2

− 1. (5.8)Èíòåãðèðóÿ (5.7) ïðè M = const < 0 , w(0) = 0, w′(0) = 0 , ïîëó÷èì (ðèñ. 5):
w (s) = R (1 − cosα (s)) , s = Rα (s) . (5.9)Èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (5.8) ïðè u (0) = 0 ñ ó÷åòîì (5.9) äàåò:

u (s) = x− s = R sinα (s) − s < 0, α (s) = Ms/D. (5.10)Óðàâíåíèÿ (5.9), (5.10) îïèñûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêè öèêëîèäó. Îòñþäà ñëåäóåòìàòåìàòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ: ïåðåìåùåíèÿ ëþáîé òî÷êè áàëêè ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì êà-÷åíèÿ ïîäâèæíîé öåíòðîèäû (êðóãà ðàäèóñà R) ïî íåïîäâèæíîé öåíòðîèäå (ïëîñ-êîñòè). Ïðè÷åì êà÷åíèå âåäåòñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ èç òî÷êè îïîðû ñòåðæíÿ ñ ïîñòîÿí-íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, ïëîòíî ïðèæèìàÿ áàëêó ê êðóãó, äî òåõ ïîð, ïîêà êðóã íåñîâåðøèò ïîëíûé îáîðîò. Ïðè ýòîì âñå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ñòåðæíÿ ëÿãóò âëåâî
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 �èñ. 7îò îïîðû íà öèêëîèäó, à ñòåðæåíü ïðèìåò åå �îðìó. Åñëè äëèíà ñòåðæíÿ ðàâíà
S , òî èçãèáàþùèé ìîìåíò âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå M = 2πD/S , à ðàäèóñ êðóãà:
R = S/2π . �åøåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè ïðåäåëüíî óïðóãîì ìîìåíòå. Îòêóäà ïîëó-òîëùèíà áàëêè z ≤ σtIy/M (σt � íàïðÿæåíèÿ òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà). Äëÿ íàøåãîïðèìåðà ýòîò äèàïàçîí ðàâåí: 0.07 ñì < z < 0.13 ñì (ìàëîóãëåðîäèñòàÿ ñòàëü),
z < 0.36 ñì (âûñîêîïðî÷íàÿ ñòàëü)Ïóñòü ñòåðæåíü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ìåõàíè÷åñêèìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè õà-ðàêòåðèñòèêàìè [10℄: E = 2 · 106 êã/ñì2 , Iy = 712 ñì4 , S = 400 ñì. Òîãäà ìîìåíò,ïîçâîëÿþùèé ñîãíóòü ñòåðæåíü â êîëüöî, ðàâåí M = 23681 · 107 êã ·ñì. �àäèóñêîëüöà áóäåò ðàâåí R = 63.662 ñì. Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíî ïîëó÷åíèå öèêëîèäû ïóòåìêà÷åíèÿ êîëåñà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíû ìàòåðèàëüíûå òî÷êè áàëêè, íàõîäÿùèåñÿ äî èçãèáà è ïå-ðåìåùàþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå èçãèáà íà îêðóæíîñòü â ýéëåðîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ïðîâåäåì ïðèáëèæåííûé ðàñ÷åò ïðîèçâîëüíûõ ïðîãèáîâ êîíñîëüíîé ïëàñòèíûïîä äåéñòâèåì èçãèáàþùåãî ìîìåíòà M , ñâîðà÷èâàþùåãî åå â òðóáó ðàäèóñà R .�àçîáüåì áàëêó íà êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ïåðåìåùåíèåòî÷åê äå�îðìèðîâàííîãî òåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ è æåñò-êîå ñìåùåíèå êàê òâåðäîãî òåëà. Åñëè äå�îðìàöèè ìàëû, à ïåðåìåùåíèÿ áîëü-øèå, òî îñíîâíîé âêëàä â áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ äàþò æåñòêèå ñìåùåíèÿ. Ïîýòîìóïðè ñèëüíîì èçãèáå ìîæíî ðàññìîòðåòü ìàëûå ïåðåìåùåíèÿ è ïîâîðîòû ýëåìåíòà
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�èñ. 8áàëêè â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðèñòðàèâàÿ ê íåé ñîñåäíþþ áàëêó è ñîâåð-øàÿ ñ íåé æåñòêèé ïîâîðîò íà óãîë êîíöà ïåðâîé áàëêè. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ïîâñåì ýëåìåíòàì ïîëó÷èì òðåáóåìûå ïîâîðîòû è ñìåùåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî óïðóãèåïåðåìåùåíèÿ â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ÿâëÿþòñÿ îäíèìè è òåìè æå. �ÿä àâòî-ðîâ ñ÷èòàþò [10, 14℄, ÷òî â ýòîé çàäà÷å ëèíåéíûé ïðîöåññ çàâèñèò êàê îò ìàëûõïîâîðîòîâ (äëèíû ýëåìåíòà), òàê è îò ìàëûõ íàãðóæåíèé. Íàøå ìíåíèå çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òî âñå çàâèñèò îò ìàëûõ ïîâîðîòîâ, à íàãðóçêà ÿâëÿåòñÿ àðãóìåíòîìâ �óíêöèÿõ, çàäàþùèõ óãëû ïîâîðîòîâ. Ïîýòîìó ñíà÷àëà íàäî çàäàòüñÿ êîíå÷íîéíàãðóçêîé è ïî íåé âû÷èñëèòü íàèìåíüøèé óãîë ïîâîðîòà, çàòåì ïî íåìó ïîäîáðàòüêîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, ïî êîòîðîìó ìîæíî èòåðèðîâàòü ïðèáëèæåíèÿ. Èòåðàöèþïîñëåäîâàòåëüíûõ íàãðóæåíèé ïðîâîäèòü çäåñü íå íóæíî, òàê êàê íà÷àëüíûå ïà-ðàìåòðû â ýòîé çàäà÷å ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ. Ïî-äðóãîìó îáñòîèò äåëî äëÿçàäà÷è èçãèáà êîíñîëè ñèëîé, ïðè ýòîì â ïðîöåññå äå�îðìàöèé íåëüçÿ îïðåäåëèòüíà÷àëüíûå ïàðàìåòðû â çàäåëêå, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ¾ìåðòâîé¿ íàãðóçêè èëè ñëå-äÿùåé ñèëû. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàçáèâàòü ðàñ÷åò íà ìàëûå øàãè êàê ïîãåîìåòðèè ñòåðæíÿ, òàê è ïî åãî íàãðóæåíèþ.Ïîäáåðåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èçãèáà ýëåìåíòà áàëêè, ðàñêëàäû-âàÿ â ðÿä Òåéëîðà òî÷íîå ðåøåíèå (5.9), (5.10) è îãðàíè÷èâàÿñü äâóìÿ ÷ëåíàìèðÿäà (âòîðîå ïðèáëèæåíèå):
w (α) ≈

Rα2

2

(

1 −
α2

12

)

, u (α) ≈ −
Rα3

6

(

1 −
α2

20

)

. (5.11)Äëÿ ìàëûõ ïîâîðîòîâ α ≪ 1 â (5.11) ñëåäóåò âçÿòü îäíî÷ëåííîå áàëî÷íîåïðèáëèæåíèå (ïåðâîå ïðèáëèæåíèå), ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü u (α) ≈ 0 (íóëåâîåïðèáëèæåíèå).Ââåäåì íåïîäâèæíûå ãëîáàëüíûå îñè êîîðäèíàò X, Z ñ íà÷àëîì â îïîðå ñòåð-æíÿ è ëîêàëüíûå ïîäâèæíûå îñè x, z , ñâÿçàííûå ñ ýëåìåíòàðíûìè áàëêàìè äëèíû
si , àïïðîêñèìèðóþùèìè êîíå÷íîå ïîëîæåíèå äå�îðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ (ðèñ. 8).Íà÷àëî êîîðäèíàò êàæäîé ëîêàëüíîé îñè ïîìåñòèì â êîíåö äå�îðìèðîâàííîãîýëåìåíòà. Ïðè÷åì îòíîñèòåëüíûé ïîâîðîò ëîêàëüíûõ îñåé èçâåñòåí. Îí ðàâåíóãëó ïîâîðîòà êîíöà ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà αi . Îòíîñèòåëüíûå ìàëûå ïåðåìåùå-íèÿ â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîíöà i-ãî ýëåìåíòà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
ui, wi , îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (5.11). Â ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàòàõ óçëîâûåïåðåìåùåíèÿ çàïèøåì áîëüøèìè áóêâàìè Ui, Wi . Ïåðåìåííûé èíäåêñ ìåíÿåòñÿâ ïðåäåëàõ i = 1, 2, . . . , n ñëåâà îò îïîðû. Äå�îðìàöèþ áàëêè, ñîñòîÿùåé èç n



110 Þ.Ï. À�ÒÞÕÈÍ Òàáë. 1� òî÷êè 2 4 5 7 10
Wk ïî 1 ïðèáëèæåíèþ 44.70 115.8 127.6 82.88 0
Wk òî÷íîå 43.99 115.2 127.3 83.33 0
Uk ïî 1 ïðèáëèæåíèþ −19.79 −123.7 −201.3 −341.5 −400

Uk òî÷íîå −19.45 −122.6 −200 −340.5 −400ýëåìåíòîâ, áóäåì ïîëó÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíî, èçãèáàÿ ïî îäíîìó ýëåìåíòó. Çàòåì,çíàÿ ïåðåìåùåíèÿ è óãîë ïîâîðîòà êîíöà ñå÷åíèÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà, äå�îðìèðóåìêàê êîíñîëü âòîðîé ýëåìåíò. Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ýòî áóäóò èçâåñòíûå ïåðå-ìåùåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Òåïåðü äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü â ãëîáàëüíûõêîîðäèíàòàõ ñìåùåíèÿ êîíöà âòîðîãî ýëåìåíòà, íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê ñìåùåíèþêîíöîâ ïåðâîãî ýëåìåíòà ïðîåêöèè ñìåùåíèÿ âòîðîãî ýëåìåíòà â ëîêàëüíûõ êîîð-äèíàòàõ ñ ó÷åòîì æåñòêîãî ïîâîðîòà ýëåìåíòà íà óãîë αi . Ïîýòîìó çàäà÷à ñâåäåòñÿê ïðîåêòèðîâàíèþ âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé â óçëàõ ñ ó÷åòîì æåñòêîãî ïîâîðîòà íàãëîáàëüíûå îñè. �ëîáàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â êîíöå k -ãî ýëåìåíòà áóäóò ïðåäñòàâ-ëåíû âûðàæåíèÿìè:
Wk = w1 +

k
∑

i=2

{

(sk + uk) sinϕk−1 + wksin(ϕk−1 +
π

2
)
}

, (5.12)
Uk = u1 +

k
∑

i=2

{

uk cosϕk−1 + wk cos
(

ϕk−1 +
π

2

)

− sk(1 − cosϕk−1)
}

, (5.13)ãäå
ϕk =

k
∑

i=1

αi,

s1 � äëèíà ïåðâîãî ýëåìåíòà, α1 � óãîë ïîâîðîòà óïðóãîé ëèíèè êîíöà ïåðâîãîýëåìåíòà, ϕk � ãëîáàëüíûé óãîë ïîâîðîòà â k -ì óçëå. Åñëè ðàçáèòü ñòåðæåíü íà nðàâíûõ ýëåìåíòîâ, òî
ϕk = kα1, s1 = s2 = · · · = sn = S/n, α1 = α2 = · · · = αn = 2π/n.Ïðèìåì n = 10 äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàçáèåíèÿ. Òàêîå ðàçáèåíèå äàåò α1 = 0.2π ,÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì ïåðåìåùåíèé êîíöà ïåðâîãî ýëåìåíòà ïî òî÷íûì �îð-ìóëàì è �îðìóëàì âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðàçíèöå â ÷åòâåðòîì çíàêå. Ïðè÷åìíàêîïëåíèå îøèáîê íå ïðîèñõîäèò ïðè ïðîãîíå óçëîâ îò 1 äî 10 ïðè âû÷èñëåíèè(5.9), (5.10), (5.12), (5.13) ñ ó÷åòîì (5.11). Ïîýòîìó ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà áàçåíà÷àëüíîãî âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè òî÷íûì. Íî ýòîòñëó÷àé íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü èíòåðåñíûì, õîòÿ ïîäòâåðæäàåò âûäâèíóòóþ íàìè ãèïî-òåçó î æåñòêîì ïîâîðîòå. Âòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çíà-íèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Áîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ áàëî÷íîå ïðèáëèæåíèå (ïåðâîåíà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå), îñíîâàííîå íà ëèíåéíîì ðåøåíèè èçãèáà áàëêè. �åçóëü-òàòû âû÷èñëåíèé ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 1.Ïÿòàÿ òî÷êà íåäå�îðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ ïîïàäàåò â âåðøèíó òðóáû (êîëüöà).Ïîãðåøíîñòü â ýòîé òî÷êå ïî ïðîãèáó ñîñòàâëÿåò îêîëî 0.2%, ïî ãîðèçîíòàëüíîìóñìåùåíèþ � îêîëî 0.7%. Íóëåâîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â ýòîé òî÷êå èìååò ïî-ãðåøíîñòü ïîðÿäêà 7% ïî ïðîãèáàì è 0.7% ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì.Ïîíÿòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò óâå-ëè÷èòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ.
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