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НЕРАВЕНСТВА РАЗЛИЧНЫХ МЕТРИК ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ
ПОЛИНОМОВ

Аннотация.Для тригонометрических полиномов хорошо известны неравенства С.М.Никольского
в разных метриках. В данной работе доказываются неравенства для сумм тригонометриче-
ских полиномов, обобщающие эти неравенства.
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1. Обозначим через Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, множество измеримых 2π-периодических функций

f(x) одного переменного, для которых ‖f‖p<∞, где ‖f‖p=
(

2π∫
0

|f(x)|pdx

) 1
p

, если 1 ≤ p < ∞,

‖f‖p = sup vrai
0≤x≤2π

|f(x)|, если p = ∞.

Через C,C1, . . . обозначим произвольные положительные постоянные, вообще говоря,
разные в разных формулах.

Лемма 1 (неравенство Никольского [1], с. 243). Пусть Tn(x) — тригонометрический по-
лином порядка n ∈ N, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Тогда

‖Tn‖q ≤ 2n
1
p
− 1

q ‖Tn‖p.

В работе получено следующее обобщение неравенства Никольского.

Теорема 1. Пусть функция T2n — тригонометрический полиномом порядка 2n, 1 ≤ p <
q ≤ ∞, q∗ = q, если q < ∞, q∗ = 1, если q = ∞. Тогда

∥∥∥∥ N2∑
n=N1

T2n

∥∥∥∥
q

≤ C

⎛⎝ N2∑
n=N1

2nq∗( 1
p
− 1

q
)‖T2n‖q∗

p

⎞⎠ 1
q

∗

,

где постоянная C не зависит от N1, N2 и T2n .

Доказательство будет проводиться методом Харди–Литтлвуда–Пэли.

a) Пусть 1 ≤ p < q < ∞, J ≡
∥∥∥∥ N2∑

ν=N1

T2ν

∥∥∥∥
q

≤
(

2π∫
0

( N2∑
ν=N1

|T2ν (x)|
)q

dx

) 1
q

.
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Оценим J1 ≡
2π∫
0

( N2∑
ν=N1

|T2ν (x)|
)q

dx =
2π∫
0

[( N2∑
ν=N1

|T2ν (x)|
) q

m

]m
dx, где m = [q] + 1, [a] —

целая часть числа a.
Применяя неравенство ( ∞∑

k=1

aβ
k

) 1
β ≤

( ∞∑
k=1

aα
k

) 1
α
, (1)

где ak ≥ 0, 0 < α < β < ∞ (например, [2], с. 43), имеем

J1 ≤
∫ 2π

0

⎡⎣ N2∑
ν=N1

|T2ν |
q
m

⎤⎦m

dx =
∫ 2π

0

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
k=1

|T2νk |
q
m dx =

(
здесь и далее принята условная форма записи:

m−1∏
i=1

m∏
j=i+1

αiβj =
m−1∏
i=1

γi, γi = (αiβi+1)(αiβi+2) · · · (αiβm)
)

=
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

∫ 2π

0

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

|T2νk T2νl |
q

m(m−1) dx.

Применяя неравенство Гёльдера ([3], с. 19) с показателями α1 = α2 = · · · = αP = P, где
P = 1

2m(m − 1), получаем

J1 ≤
N2∑

ν1=N1

...

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

(∫ 2π

0
|T2νk T2νl |

q
2 dx

) 1
P

.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α = q+p
p и α1 = q+p

q , имеем

J1 ≤
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

(∫ 2π

0
|T2νk |

qα
2 dx

) 1
αP
(∫ 2π

0
|T2νl |

qα1
2 dx

) 1
α1P

≡

≡
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l. (2)

Оценим βk. Применяя неравенство Никольского, имеем

βk =
(∫ 2π

0
|T2νk |

qα
2 dx

) 1
αP

= ‖T2νk ‖
q

2P
αq
2

≤ C1

{
‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 2

αq
)
} q

2P =

= C1

{
‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 1

q
)2νk( 1

q
− 2

qα
)
} q

2P
= C1{‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 1

q
)}

q
2P 2νk( 1

2
− 1

α
) 1
P .

Аналогично,

β̂l ≤ C2

{
‖T2νl ‖p2

νk( 1
p
− 2

α1q
)
} q

2P = C2

{
‖T2νl ‖p2

νl(
1
p
− 1

q
)
} q

2P 2νl(
1
2
− 1

α1
) 1
P =

= C2

{
‖T2νl‖p2

νl(
1
p
− 1

q
)
} q

2P 2νl(
1
2
−1+ 1

α
) 1
P = C2

{
‖T2νl ‖p2

νl(
1
p
− 1

q
)
} q

2P 2−νl(
1
2
− 1

α
) 1
P ,
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где постоянные C1 и C2 не зависят от νk, νl. Тогда
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l ≤ C3

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

{[
‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 1

q
)‖T2νl ‖p2

νl(
1
p
− 1

q
)
] q

2P 2(νk−νl)(
1
2
− 1

α
) 1
P

}
.

Если νk ≤ νl, то получаем
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l ≤ C3

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

{[
‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 1

q
)‖T2νl ‖p2

νl(
1
p
− 1

q
)
] q

2P 2(νk−νl)(
1
2
− 1

α
) 1
P

}
.

Если νk > νl, то в формуле (2), применяя неравенство Гёльдера с показателями α1 и α
(в отличии от α и α1 в (2)), имеем

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l ≤ C3

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

{[
‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 1

q
)‖T2νl‖p2

νl(
1
p
− 1

q
)
] q

2P 2(νk−νl)(
1
2
− 1

α1
) 1
P

}
=

=
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

{[
‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 1

q
)‖T2νl‖p2

νl(
1
p
− 1

q
)
] q

2P 2(νk−νl)(
1
2
−1+ 1

α
) 1
P

}
=

=
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

{[
‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 1

q
)‖T2νl ‖p2

νl(
1
p
− 1

q
)
] q

2P 2(−νk+νl)(
1
2
− 1

α
) 1
P

}
.

Тогда
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l ≤ C3

m∏
k=1

{
‖T2νk ‖q

p2
νkq( 1

p
− 1

q
)

m∏
l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1

m−1

} 1
m

.

Теперь получаем

J1 ≤
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l ≤

≤ C3

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
k=1

{
‖T2νk ‖q

p2
νkq( 1

p
− 1

q
)

m∏
l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1

m−1

} 1
m

=

= C3

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
k=1

{[
‖T2νk ‖p2

νk( 1
p
− 1

q
)
] q

m
m∏

l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1
2P

}
.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αm = m, имеем

J1 ≤ C3

m∏
k=1

⎧⎨⎩
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

‖T2νk ‖q
p2

νkq( 1
p
− 1

q
)

m∏
l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) m
2P

⎫⎬⎭
1
m

≡ C3

m∏
k=1

M
1
m
k .

Рассмотрим

Mk =
N2∑

νk=N1

‖T2νk ‖q
p2

νkq( 1
p
− 1

q
)

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νk−1=N1

N2∑
νk+1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1

m−1 =
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=
N2∑

νk=N1

‖T2νk ‖q
p2

νkq( 1
p
− 1

q
)

⎡⎣ N2∑
ν=N1

2−|νk−ν|( 1
2
− 1

α
) 1

m−1

⎤⎦m−1

≤

≤
N2∑

νk=N1

‖T2νk ‖q
p2

νkq( 1
p
− 1

q
)

[
+∞∑

λ=−∞
2−|λ|( 1

2
− 1

α
) 1

m−1

]m−1

≤ C4

N2∑
νk=N1

‖T2νk ‖q
p2

νkq( 1
p
− 1

q
).

Таким образом,

J ≤ C5

⎛⎜⎝
⎧⎨⎩

m∏
k=1

N2∑
νk=N1

‖T2νk ‖q
p2

νkq( 1
p
− 1

q
)

⎫⎬⎭
1
m

⎞⎟⎠
1
q

= C5

⎛⎝ N2∑
ν=N1

‖T2ν‖q
p2

νq( 1
p
− 1

q
)

⎞⎠
1
q

.

b) Пусть 1 ≤ p < q = ∞. Тогда, применяя свойства нормы функции и неравенство
Никольского, имеем

J =
∥∥∥∥ N2∑

ν=N1

T2ν

∥∥∥∥
q

≤
N2∑

ν=N1

‖T2ν (x)‖∞ ≤ C

N2∑
ν=N1

2ν 1
p ‖T2ν (x)‖p. �

2. Обозначим через Lp1p2 , 1 ≤ pi ≤ ∞, i = 1, 2, множество измеримых функций двух
переменных f(x1, x2), 2π-периодических по каждому переменному, для которых ‖f‖p1,p2 =

‖{‖f‖p1}‖p2 < ∞, где ‖F‖pi =
(

2π∫
0

|F |pidxi

) 1
pi

, если 1 ≤ pi < ∞, ‖F‖pi = sup vrai
0≤xi≤2π

|F |, если
pi = ∞.

Лемма 2 (неравенство Никольского [4], с. 133; [5]). Пусть Tn1n2(x1, x2) — тригонометри-
ческий полином порядка n1 по переменной x1 и порядка n2 (n1, n2 ∈ N) по переменной x2,
1 ≤ pi ≤ qi ≤ ∞ (i = 1, 2). Тогда

‖Tn1n2(x1, x2)‖q1q2 ≤ Cn
1

p1
− 1

q1
1 n

1
p2

− 1
q2

2 ‖Tn1,n2(x1, x2)‖p1p2,

где постоянная C не зависит от n1 и n2.

В работе получены следующие обобщения неравенства Никольского.

Теорема 2. Пусть функция T2n1 ,∞ ∈ Lp1p2, 1 ≤ pi ≤ ∞ (i = 1, 2), и является тригоно-
метрическим полиномом порядка 2n1 по переменной x1, 1 ≤ p1 < q1 ≤ ∞, q∗1 = q1, если
q1 < ∞, q∗1 = 1, если q1 = ∞. Тогда∥∥∥∥ N2∑

n1=N1

T2n1 ,∞

∥∥∥∥
q1p2

≤ C

( N2∑
n1=N1

2n1q∗1( 1
p1

− 1
q1

)‖T2n1 ,∞‖q∗1
p1p2

) 1
q∗
1
,

где постоянная C не зависит от N1, N2 и T2n1 ,∞.

Доказательство. a) Пусть 1 ≤ p1 < q1 < ∞ и 1 ≤ p2 < ∞, тогда q∗1 = q1. Обозначим
[q1] + 1 = m, где [a] — целая часть числа a, P = 1

2m(m − 1). Тогда

J1 ≡
∥∥∥∥ N2∑

n1=N1

T2n1 ,∞

∥∥∥∥
q1p2

=

⎛⎜⎝∫ 2π

0

⎛⎝∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∣
N2∑

ν=N1

T2ν ,∞

∣∣∣∣∣∣
q1

dx1

⎞⎠
p2
q1

dx2

⎞⎟⎠
1

p2

≤
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≤

⎛⎜⎝∫ 2π

0

⎛⎝∫ 2π

0

⎛⎝ N2∑
ν=N1

|T2ν ,∞|

⎞⎠q1

dx1

⎞⎠
p2
q1

dx2

⎞⎟⎠
1

p2

.

Рассмотрим

B1 =
∫ 2π

0

⎛⎝ N2∑
ν=N1

|T2ν ,∞|

⎞⎠q1

dx1 =
∫ 2π

0

⎡⎢⎣
⎛⎝ N2∑

ν=N1

|T2ν ,∞|

⎞⎠
q1
m

⎤⎥⎦
m

dx1.

В силу неравенства (1)

B1 ≤
∫ 2π

0

⎡⎣ N2∑
ν=N1

|T2ν ,∞|
q1
m

⎤⎦m

dx1 =
∫ 2π

0

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
k=1

|T2νk ,∞|
q1
m dx1 =

=
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

∫ 2π

0

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

|T2νk ,∞T2νl ,∞|
q1

m(m−1) dx1.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αP = P, где P =
1
2m(m − 1), получаем

B1 ≤
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

(∫ 2π

0
|T2νk ,∞T2νl ,∞|

q1
2 dx1

) 1
P

.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α = q1+p1

p1
и α1 = q1+p1

q1
, получаем

B1 ≤
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

(∫ 2π

0
|T2νk ,∞|

q1α
2 dx1

) 1
αP
( ∫ 2π

0
|T2νl ,∞|

q1α1
2 dx1

) 1
α1P ≡

≡
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

akâl =
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
k=1

am−k
k âk−1

k =
m∏

k=1

N2∑
νk=N1

am−k
k âk−1

k . (3)

Тогда

Jp2
1 ≤

∫ 2π

0

⎛⎝ m∏
k=1

N2∑
νk=N1

am−k
k âk−1

k

⎞⎠
p2
q1

dx2.

Согласно неравенству Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αm = m имеем

Jp2
1 ≤

m∏
k=1

⎧⎪⎨⎪⎩
∫ 2π

0

⎡⎣ N2∑
νk=N1

am−k
k âk−1

k

⎤⎦
p2m
q1

dx2

⎫⎪⎬⎪⎭
1
m

.

Ввиду неравенства Минковского

Jp2
1 ≤

m∏
k=1

⎧⎨⎩
N2∑

νk=N1

[∫ 2π

0

(
am−k

k âk−1
k

) p2m
q1 dx2

] q1
p2m

⎫⎬⎭
p2
q1

=
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=

⎧⎨⎩
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
k=1

[∫ 2π

0

(
am−k

k âk−1
k

) p2m
q1 dx2

] q1
p2m

⎫⎬⎭
p2
q1

≡

⎧⎨⎩
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

Aν1...νm

⎫⎬⎭
p2
q1

.

(4)

В силу неравенства Гёльдера с показателями α1 = m−1
m−k и α2 = m−1

k−1

Aν1...νm ≤
m∏

k=1

(∫ 2π

0
a

p2m(m−1)
q1

k dx2

) q1
p2m

m−k
m−1

(∫ 2π

0
â

p2m(m−1)
q1

k dx2

) q1
p2m

k−1
m−1

=

=
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

⎡⎣(∫ 2π

0
a

p2m(m−1)
q1

k dx2

) q1
p2m(m−1)

(∫ 2π

0
â

p2m(m−1)
q1

l dx2

) q1
p2m(m−1)

⎤⎦ ≡
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

γkγ̂l.

Оценим γk и γ̂l. Применяя неравенство Никольского, имеем

γk =

(∫ 2π

0
a

p2m(m−1)
q1

k dx2

) q1
p2m(m−1)

=

⎛⎝∫ 2π

0

(∫ 2π

0
|T2νk ,∞|

q1α
2 dx1

) 1
αP

p2m(m−1)

q1

dx2

⎞⎠
q1

p2m(m−1)

=

=

⎛⎝∫ 2π

0

(∫ 2π

0
|T2νk ,∞|

q1α
2 dx1

) 2p2
αq1

dx2

⎞⎠
q1

2p2P

= ‖T2νk ,∞‖
q1
2P
αq1
2

,p2
≤

≤ C1

{
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 2
q1α

)
} q1

2P
= C1

{
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 1
q1

)2νk( 1
q1

− 2
q1α

)
} q1

2P
=

= C1

{
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 1
q1

)
} q1

2P
2νk( 1

2
− 1

α
) 1
P , (5)

γ̂l =

(∫ 2π

0
â

p2m(m−1)
q1

l dx2

) q1
p2m(m−1)

=

⎛⎝∫ 2π

0

(∫ 2π

0
|T2νl ,∞|

q1α1
2 dx1

) 1
α1P

p2m(m−1)
q1

dx2

⎞⎠
q1

p2m(m−1)

=

=

⎛⎝∫ 2π

0

(∫ 2π

0
|T2νl ,∞|

q1α1
2 dx1

) 2p2
α1q1

dx2

⎞⎠
q1

2p2P

= ‖T2νl ,∞‖
q1
2P
α1q1

2
,p2

≤

≤ C2

{
‖T2νl ,∞‖p1p22

νl(
1

p1
− 2

q1α1
)
} q1

2P
= C2

{
‖T2νl ,∞‖p1p22

νl(
1

p1
− 1

q1
)2νl(

1
q1

− 2
q1α1

)
} q1

2P
=

= C2

{
‖T2νl ,∞‖p1p22

νl(
1

p1
− 1

q1
)
} q1

2P
2νl(

1
2
− 1

α1
) 1
P = C2

{
‖T2νl ,∞‖p1p22

νl(
1

p1
− 1

q1
)
} q1

2P
2νl(

1
2
−1+ 1

α
) 1
P =

= C2

{
‖T2νl ,∞‖p1p22

νl(
1

p1
− 1

q1
)
} q1

2P
2−νl(

1
2
− 1

α
) 1
P . (6)

Тогда для величины Aν1...νm (см. (4)), используя неравенства (5) и (6), имеем

Aν1...νm ≤ C2

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

[
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 1
q1

)‖T2νl ,∞‖p1p22
νl(

1
p1

− 1
q1

)
] q1

2P
2(νk−νl)(

1
2
− 1

α
) 1
P .
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Если νk ≤ νl, то

Aν1...νm ≤ C2

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

[
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 1
q1

)‖T2νl ,∞‖p1p22
νl(

1
p1

− 1
q1

)
] q1

2P
2(νk−νl)(

1
2
− 1

α
) 1
P .

Если νk > νl, то в формуле (3) в силу неравенства Гёльдера с показателями α1 и α (а
было по α и α1)

Aν1...νm ≤ C2

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

[
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 1
q1

)‖T2νl ,∞‖p1p22
νl(

1
p1

− 1
q1

)
] q1

2P
2(−νk+νl)(

1
2
− 1

α
) 1
P .

Следовательно,

Aν1...νm ≤ C2

m∏
k=1

{[
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 1
q1

)
] q1

m
m∏

l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1
2P

}
.

Теперь получаем

Jq1
1 ≤

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

Aν1...νm ≤

≤ C2

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
k=1

{[
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 1
q1

)
] q1

m
m∏

l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1
2P

}
.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αm = m, имеем

Jq1
1 ≤ C2

m∏
k=1

⎧⎨⎩
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

‖T2νk ,∞‖q1
p1p2

2νkq1(
1

p1
− 1

q1
)

m∏
l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) m
2P

⎫⎬⎭
1
m

≡ C2

m∏
k=1

M
1
m
k .

(7)
Оценим

Mk =
N2∑

νk=N1

‖T2νk ,∞‖q1
p1p2

2νkq1(
1

p1
− 1

q1
)

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νk−1=N1

N2∑
νk+1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1

m−1 =

=
N2∑

νk=N1

‖T2νk ,∞‖q1
p1p2

2νkq1(
1

p1
− 1

q1
)

⎡⎣ N2∑
ν=N1

2−|νk−ν|( 1
2
− 1

α
) 1

m−1

⎤⎦m−1

≤

≤
N2∑

νk=N1

‖T2νk ,∞‖q1
p1p2

2νkq1(
1

p1
− 1

q1
)

[
+∞∑

λ=−∞
2−|λ|( 1

2
− 1

α
) 1

m−1

]m−1

≤ C3

N2∑
νk=N1

‖T2νk ,∞‖q1
p1p2

2νkq1(
1

p1
− 1

q1
)
.

(8)

Таким образом, из (7) и (8) получаем

J1 ≤ C4

⎛⎜⎝
⎧⎨⎩

m∏
k=1

N2∑
νk=N1

‖T2νk ,∞‖q1
p1p2

2νkq1(
1

p1
− 1

q1
)

⎫⎬⎭
1
m

⎞⎟⎠
1

q1

= C4

⎛⎝ N2∑
ν=N1

‖T2ν ,∞‖q1
p1p2

2νq1( 1
p1

− 1
q1

)

⎞⎠
1

q1

.
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b) Пусть q1 = p2 = ∞. Применяя неравенство Никольского, получаем

J1 ≡ max
x1,x2

∣∣∣∣ N2∑
ν=N1

T2ν ,∞

∣∣∣∣ ≤ N2∑
ν=N1

‖T2ν ,∞‖q1p2 ≤ C

N2∑
ν=N1

2ν 1
p1 ‖T2ν ,∞‖p1p2.

c) Пусть 1 ≤ p1 < q1 = ∞, 1 ≤ p2 < ∞. Введем обозначение

J1 =
∥∥∥∥ N2∑

ν=N1

T2ν ,∞

∥∥∥∥
∞,p2

=

⎛⎝∫ 2π

0

⎛⎝max
x1

∣∣∣∣ N2∑
ν=N1

∆ν∞

∣∣∣∣
⎞⎠p2

dx2

⎞⎠
1

p2

.

Отсюда

Jp2
1 ≤

∫ 2π

0

⎛⎝max
x1

N2∑
ν=N1

|T2ν ,∞|

⎞⎠p2

dx2 ≤
∫ 2π

0

⎛⎝ N2∑
ν=N1

max
x1

|T2ν ,∞|

⎞⎠p2

dx2.

В силу неравенства Минковского

J1 ≤
N2∑

ν=N1

(∫ 2π

0

(
max

x1

|T2ν ,∞|
)p2

dx2

) 1
p2

=
N2∑

ν=N1

‖T2ν ,∞‖∞,p2.

Применяя неравенство Никольского, получаем

J1 ≤ C1

N2∑
ν=N1

2ν 1
p1 ‖T2ν ,∞‖p1p2.

d) Пусть 1 ≤ p1 < q1 < ∞, p2 = ∞,

J ≡
∥∥∥∥ N2∑

ν=N1

T2ν ,∞

∥∥∥∥
q1p2

= max
x2

⎛⎝∫ 2π

0

∣∣∣∣ N2∑
ν=N1

T2ν ,∞(x1, x2)
∣∣∣∣q1

dx1

⎞⎠
1

q1

≤

≤ max
x2

⎛⎝∫ 2π

0

( N2∑
ν=N1

|T2ν ,∞(x1, x2)|
)q1

dx1

⎞⎠ 1
q1

. (9)

Оценим интеграл

J1(x2) ≡
∫ 2π

0

( N2∑
ν=N1

|T2ν ,∞(x1, x2)|
)q1

dx1 =
∫ 2π

0

[( N2∑
ν=N1

|T2ν ,∞(x1, x2)|
) q1

m

]m

dx1,

где, как и в п. a), m = [q1] + 1.
Согласно неравенству (1)

J1(x2) ≤
∫ 2π

0

⎡⎣ N2∑
ν=N1

|T2ν ,∞|
q1
m

⎤⎦m

dx1 =
∫ 2π

0

N2∑
ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m∏
k=1

|T2νk ,∞|
q1
m dx1 =

=
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

∫ 2π

0

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

|T2νk ,∞T2νl ,∞|
q1

m(m−1) dx1.
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Применяя неравенство Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αP = P, где P =
1
2m(m − 1), получаем

J1(x2) ≤
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

(∫ 2π

0
|T2νk ,∞T2νl ,∞|

q1
2 dx1

) 1
P

.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α = q1+p1

p1
и α1 = q1+p1

q1
, имеем

J1(x2) ≤
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

(∫ 2π

0
|T2νk ,∞|

q1α
2 dx1

) 1
αP
(∫ 2π

0
|T2νl ,∞|

q1α1
2 dx1

) 1
α1P

≡

≡
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l. (10)

Оценим βk. В силу неравенства Никольского имеем

βk =
(∫ 2π

0
|T2νk ,∞|

q1α
2 dx

) 1
αP

≤ ‖T2νk ,∞‖
q1
2P
αq1
2

,∞ ≤ C1

{
‖T2νk ,∞‖p1,∞2νk( 1

p1
− 2

αq1
)
} q1

2P
,

аналогично,

β̂l ≤ C2

{
‖T2νl ,∞‖p1,∞2νk( 1

p1
− 2

α1q1
)
} q1

2P
,

где постоянные C1 и C2 не зависят от νk, νl. Тогда
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l ≤ C3

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

{[
‖T2νk ,∞‖p1p22

νk( 1
p1

− 1
q1

)‖T2νl ,∞‖p1p22
νl(

1
p1

− 1
q1

)
] q1

2P
2(νk−νl)(

1
2
− 1

α
) 1
P

}
.

Меняя роль βk и β̂l и проведя аналогичные рассуждения, приходим к неравенству
m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l ≤ C3

m∏
k=1

{
‖T2νk ,∞‖q1

p1p2
2νkq1(

1
p1

− 1
q1

)
m∏

l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1

m−1

} 1
m

.

Отсюда на основании (10) получаем оценку

J1(x2) ≤
N2∑

ν1=N1

. . .

N2∑
νm=N1

m−1∏
k=1

m∏
l=k+1

βkβ̂l ≤

≤ C3

m∏
k=1

{
‖T2νk ,∞‖q1

p1p2
2νkq1(

1
p1

− 1
q1

)
m∏

l=1

2−|νk−νl|( 1
2
− 1

α
) 1

m−1

} 1
m

.

Применяя теперь неравенство Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αm = m и
проводя оценки, как в случае a), получаем

J1(x2) ≤ C4

N2∑
ν=N1

‖T2ν ,∞‖q1
p1p2

2νq1( 1
p1

− 1
q1

)
.

Отсюда и из (9) имеем

J ≤ C5

⎛⎝ N2∑
ν=N1

‖T2ν ,∞‖q1
p1p2

2νq1( 1
p1

− 1
q1

)

⎞⎠ 1
q1

. �
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Теорема 3. Пусть функция T∞,2n2 ∈ Lp1p2, 1 ≤ pi ≤ ∞ (i = 1, 2), и является тригоно-
метрическим полиномом порядка 2n2 по переменной x2, 1 ≤ p2 < q2 ≤ ∞, q∗2 = q2, если
q2 < ∞, q∗2 = 1, если q2 = ∞. Тогда∥∥∥∥ M2∑

n2=M1

T∞,2n2

∥∥∥∥
p1q2

≤ C

⎛⎝ M2∑
n2=M1

2n2q∗2( 1
p2

− 1
q2

)‖T∞,2n2‖q∗2
p1p2

⎞⎠ 1
q∗
2

,

где постоянная C не зависит от M1, M2 и T∞,2n2 .

Доказательство. a) Пусть 1 ≤ p2 < q2 < ∞. Тогда при 1 ≤ p1 < ∞

J1 ≡
∥∥∥∥ M2∑

µ=M1

T∞,2µ

∥∥∥∥q2

p1q2

≤
∫ 2π

0

⎡⎣∫ 2π

0

( M2∑
µ=M1

|T∞,2µ(x1, x2)|
)p1

dx1

⎤⎦
q2
p1

dx2 =

=
∫ 2π

0

⎧⎨⎩
∫ 2π

0

[( M2∑
µ=M1

|T∞,2µ(x1, x2)|
) p1

m
]m

dx1

⎫⎬⎭
q2
p1

dx2,

где m = [p1] + 1.
Возведя в степень m, получаем

J1 ≤
∫ 2π

0

⎧⎨⎩
∫ 2π

0

[( M2∑
µ=M1

|T∞,2µ(x1, x2)|
) p1

m
]m

dx1

⎫⎬⎭
q2
p1

dx2 =

=
∫ 2π

0

⎧⎨⎩
M2∑

µ1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

∫ 2π

0

( m∏
i=1

|T∞,2µi (x1, x2)|
) p1

m
dx1

⎫⎬⎭
q2
p1

dx2.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αm = m, имеем

J1 ≤
∫ 2π

0

⎧⎨⎩
M2∑

µ1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

m∏
i=1

(∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

) 1
m

⎫⎬⎭
q2
p1

dx2.

1) Если q2/p1 ≤ 1, то в силу неравенства (1)

J1 ≤
M2∑

µ1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

∫ 2π

0

m∏
i=1

( ∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

) q2
mp1 dx2. (11)

2) Если q2/p1 > 1, то, обозначая [q2/p1] + 1 = γ, имеем

J1 ≤
∫ 2π

0

⎡⎢⎣
⎧⎨⎩

M2∑
µ1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

m∏
i=1

(∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

) 1
m

⎫⎬⎭
q2

p1γ

⎤⎥⎦
γ

dx2.

Далее, ввиду неравенства (1)

J1 ≤
∫ 2π

0

⎡⎣ M2∑
µ1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

m∏
i=1

( ∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

) q2
p1γm

⎤⎦γ

dx2 =
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=
M2∑

µ
(1)
1 =M1

. . .

M2∑
µ

(1)
m =M1

M2∑
µ

(2)
1 =M1

. . .

M2∑
µ

(2)
m =M1

. . .

. . .

M2∑
µ

(γ)
1 =M1

. . .

M2∑
µ

(γ)
m =M1

∫ 2π

0

m∏
k=1

γ∏
ik=1

( ∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

) q2
p1γm

dx2.

Обозначая γm = m1, получаем

J1 ≤
M2∑

µ1=M1

. . .

M2∑
µm1=M1

∫ 2π

0

m1∏
i=1

( ∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

) q2
p1m1 dx2.

Теперь очевидно, что дальнейшие оценки для J1 в случаях 1) и 2) должны быть одина-
ковыми с той лишь разницей, что в случае 1) участвует число m, а в случае 2) — число m1.
Поэтому оценки для J1 проведем при q2/p1 ≤ 1.
Оценим интеграл

J2 ≡
∫ 2π

0

m∏
i=1

(∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

) q2
mp1 dx2 =

=
∫ 2π

0

m−1∏
i=1

m∏
j=i+1

(∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

) q2
m(m−1)p1

(∫ 2π

0
|T∞,2µj (x1, x2)|p1dx1

) q2
m(m−1)p1 dx2.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αP = P, где P =
1
2m(m − 1), имеем

J2 ≤
m−1∏
i=1

m∏
j=i+1

{∫ 2π

0

[(∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

)(∫ 2π

0
|T∞,2µj (x1, x2)|p1dx1

)] q2
2p1

dx2

} 1
P

.

Применяя затем неравенство Гёльдера с показателями β = q2+p2

p2
и β1 = q2+p2

q2
, находим

J2 ≤
m−1∏
i=1

m∏
j=i+1

⎧⎨⎩
∫ 2π

0

[∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

] q2β
2p1

dx2

⎫⎬⎭
1

βP

×

×

⎧⎨⎩
∫ 2π

0

[∫ 2π

0
|T∞,2µj (x1, x2)|p1dx1

] q2β1
2p1

dx2

⎫⎬⎭
1

β1P

≡
m−1∏
i=1

m∏
j=i+1

λiλ̂j. (12)

Оценим λi и λ̂j. В силу неравенства Никольского имеем

λi =

⎧⎨⎩
∫ 2π

0

[∫ 2π

0
|T∞,2µi (x1, x2)|p1dx1

] q2β
2p1

dx2

⎫⎬⎭
1

βP

= ‖T∞,2µi‖
q2
2P
p1,

q2β
2

≤

≤ C1

{
‖T∞,2µi‖p1,p22

µi(
1

p2
− 2

βq2
)
} q2

2P
= C1

{
‖T∞,2µi‖p1,p22

µi(
1

p2
− 1

q2
)2µi(

1
q2

− 2
βq2

)
} q2

2P
=

= C1

{
‖T∞,2µi‖p1,p22

µi(
1

p2
− 1

q2
)
} q2

2P
2µi(

1
2
− 2

β
) 1
P . (13)
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Аналогично,

λ̂j ≤ C2

{
‖T∞,2µj ‖p1,p22

µj ( 1
p2

− 2
β1q2

)
} q2

2P = C2

{
‖T∞,2µj ‖p1p22

µj(
1

p2
− 1

q2
)
} q2

2P
2µj ( 1

2
− 1

β1
) 1
P =

= C2

{
‖T∞,2µj ‖p1,p22

µj(
1

p2
− 1

q2
)
} q2

2P
2µj(

1
2
−1+ 1

β
) 1
P = C2

{
‖T∞,2µj ‖p22

µj ( 1
p2

− 1
q2

)
} q2

2P
2−µj ( 1

2
− 1

β
) 1
P ,

(14)

где постоянные C1 и C2 не зависят от νk, νl.
Тогда, подставляя в соотношение (12) неравенства (13) и (14), получаем

J2 ≤ C3

m−1∏
i=1

m∏
j=i+1

{[
‖T∞,2µi‖p1,p22

µi(
1

p2
− 1

q2
)‖T∞,2µj ‖p1,p22

µj ( 1
p2

− 1
q2

)
] q2

2P
2(µi−µj)(

1
2
− 1

β
) 1
P

}
.

Можно провести аналогичные рассуждения, меняя роль λi и λ̂j. Тем самым приходим к
неравенству

J2 ≤ C3

m−1∏
i=1

m∏
j=i+1

{[
‖T∞,2µi‖p1,p22

µi(
1

p2
− 1

q2
)‖T∞,2µj ‖p1,p22

µj(
1

p2
− 1

q2
)
] q2

2P
2−|µi−µj |( 1

2
− 1

β
) 1
P

}
.

Отсюда на основании (11)

J1 ≤ C3

M2∑
µ1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

∫ 2π

0

m∏
k=1

{
‖T∞,2µk ‖q2

p1,p2
2µkq2(

1
p2

− 1
q2

)
m∏

l=1

2−|µk−µl|( 1
2
− 1

β
) 1

m−1

} 1
m

=

= C3

M2∑
µ1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

m∏
k=1

{[
‖T∞,2µk ‖p1,p22

µk( 1
p2

− 1
q2

)
] q2

m
m∏

l=1

2−|µk−µl|( 1
2
− 1

β
) 1
2P

}
.

Применяя неравенство Гёльдера с показателями α1 = α2 = · · · = αm = m, имеем

J1 ≤ C3

m∏
k=1

⎧⎨⎩
M2∑

µ1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

‖T∞,2µk ‖q2
p1,p2

2µkq2(
1

p2
− 1

q2
)

m∏
l=1

2−|µk−µl|( 1
2
− 1

β
) m
2P

⎫⎬⎭
1
m

≡ C3

m∏
k=1

M
1
m
k .

(15)
Оценим

Mk =
M2∑

µk=M1

‖T∞,2µk ‖q2
p1,p2

2µkq2(
1

p2
− 1

q2
)

M2∑
µ1=M1

. . .

M2∑
µk−1=M1

M2∑
µk+1=M1

. . .

M2∑
µm=M1

×

×
m∏

l=1

2−|µk−µl|( 1
2
− 1

β
) 1

m−1 =
M2∑

µk=M1

‖T∞,2µk‖q2
p1,p2

2µkq2(
1

p2
− 1

q2
)

⎡⎣ M2∑
µ=M1

2−|µk−µ|( 1
2
− 1

β
) 1

m−1

⎤⎦m−1

≤

≤
M2∑

µk=M1

‖T∞,2µk ‖q2
p1,p2

2µkq2(
1

p2
− 1

q2
)

[
+∞∑

λ=−∞
2−|λ|( 1

2
− 1

β
) 1

m−1

]m−1

≤

≤ C4

M2∑
µk=M1

‖T∞,2µk‖q2
p1,p2

2µkq2(
1

p2
− 1

q2
)
. (16)

Таким образом, из (15), (16) получаем
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∥∥∥∥ M2∑
µ=M1

T∞,2µ

∥∥∥∥
p1,q2

≤ C5

⎛⎜⎝
⎧⎨⎩

m∏
k=1

M2∑
µk=M1

‖T∞,2µk ‖q2
p1,p2

2µkq2(
1

p2
− 1

q2
)

⎫⎬⎭
1
m

⎞⎟⎠
1
q2

=

= C5

⎛⎝ M2∑
µ=M1

2µq2( 1
p2

− 1
q2

)‖T∞,2µ‖q2
p1,p2

⎞⎠ 1
q2

.

b) Пусть 1 ≤ p2 < q2 = ∞. В силу неравенства Никольского при 1 ≤ p1 < ∞ получаем

J1 = ‖
M2∑

µ=M1

T∞,2µ‖p1∞ ≤ max
0≤x2≤2π

⎡⎣∫ 2π

0

( M2∑
µ=M1

|T∞,2µ(x1, x2)|
)p1

dx1

⎤⎦ 1
p1

≤

≤
M2∑

µ=M1

max
0≤x2≤2π

[∫ 2π

0
|T∞,2µ(x1, x2)|p1dx1

] 1
p1

≤ C1

M2∑
µ=M1

2µ 1
p2 ‖T∞,2µ‖p1,p2.

Доказательство при p1 = ∞ проводится аналогично. �
Теорема 4. Пусть функция T2n1 ,2n2 является тригонометрическим полиномом порядка
2n1 по переменной x1 и порядка 2n2 по переменной x2, 1 ≤ pi < qi ≤ ∞, q∗i = qi, если qi < ∞,
q∗i = 1, если qi = ∞ (i = 1, 2). Тогда∥∥∥∥ M2∑

n2=M1

N2∑
n1=N1

T2n1 ,2n2

∥∥∥∥
q1q2

≤ C
( M2∑

n2=M1

2n2q∗2( 1
p2

− 1
q2

)
( N2∑

n1=N1

2n1q∗1( 1
p1

− 1
q1

)‖T2n1 ,2n2‖q∗1
p1p2

) q∗2
q∗
1

) 1
q∗
2 ,

где постоянная C не зависит от N1, N2, M1, M2 и T2n1 ,2n2 .

Доказательство проведем на основании теорем 2 и 3.
Сначала применяем теорему 3 для p1 = q1:∥∥∥∥ M2∑

n2=M1

N2∑
n1=N1

T2n1 ,2n2

∥∥∥∥
q1q2

=
∥∥∥∥ M2∑

n2=M1

{ N2∑
n1=N1

T2n1 ,2n2

}∥∥∥∥
q1q2

≤

≤ C1

⎛⎝ M2∑
n2=M1

2n2q∗2( 1
p2

− 1
q2

)
∥∥∥∥{ N2∑

n1=N1

T2n1 ,2n2

}∥∥∥∥q∗2

q1p2

⎞⎠ 1
q∗
2

,

затем к выражению
∥∥∥∥{ N2∑

n1=N1

T2n1 ,2n2

}∥∥∥∥q∗2

q1p2

применяем теорему 2:

∥∥∥∥ M2∑
n2=M1

N2∑
n1=N1

T2n1 ,2n2

∥∥∥∥
q1q2

≤ C2

( M2∑
n2=M1

2n2q∗2( 1
p2

− 1
q2

)
( N2∑

n1=N1

2n1q∗1( 1
p1

− 1
q1

)
∥∥∥∥T2n1 ,2n2

∥∥∥∥q∗1

p1p2

) q∗2
q∗
1

) 1
q∗
2 .

�
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Abstract. S.M. Nikolskii inequalities for trigonometric polynomes in different metrics are well-
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