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ÓÄÊ 519.95 Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ Â ÁÀÇÈÑÀÕ,ÑÎÄÅ�ÆÀÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÈÍÅ ÁÎËÅÅ ×ÅÌ Ò�ÅÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÌ.À. Àëåõèíà, À.Â. ÂàñèíÀííîòàöèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ �óíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîââ ïîëíîì áàçèñå B , ñîäåðæàùåì �óíêöèè íå áîëåå ÷åì òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî áàçèñíûå ýëåìåíòû ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ, ïåðåõîäÿòâ íåèñïðàâíûå ñîñòîÿíèÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ ε (ε ∈ (0; 1/2)). Íàé-äåíî ìíîæåñòâî G �óíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïåðåìåííûõ, è äîêàçàíî,÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé íåíàäåæíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ñõåì ðàâíà ε(ïðè ε → 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ∩ B 6= ∅ .Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåíàäåæíûå �óíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû, îïòèìàëüíûå ñõåìû, èí-âåðñíûå íåèñïðàâíîñòè, ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ �óíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ �óíêöèî-íàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñèíòåç íàäåæíûõ ñõåì.1. Íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ�àññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ �óíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ �óíê-öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÔÝ) â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B . Ïðåä-ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ñõåìû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ ε(ε ∈ (0; 1/2)) ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ (òàê æå, êàê óÄæ. �îí Íåéìàíà [1℄). Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî â èñïðàâíîìñîñòîÿíèè �óíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò ïðèïèñàííóþ åìó áóëåâó �óíêöèþ
e , à â íåèñïðàâíîì � �óíêöèþ ē .Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåò áóëåâó �óíêöèþ
f(x1, x2, . . . , xn) , åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû íàáîðà ã = (a1, a2, . . . , an)ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé â ñõåìå íà åå âûõîäå ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã) .Îáîçíà÷èì ÷åðåç P

f(ã)(S, ã) âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âõîäíîì íàáîðå ã ñõåìû A ,ðåàëèçóþùåé �óíêöèþ f . ×èñëî P (S) = max
ã

P
f(ã)(S, ã) íàçîâåì íåíàäåæíîñòüþñõåìû S . Íàäåæíîñòü ñõåìû S ðàâíà 1 − P (S) .Ïóñòü Pε(f) = inf

S
P (S) , ãäå èí�èìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíàäåæ-íûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì �óíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) . Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f , íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïîíàäåæíîñòè, åñëè P (A) ∼ Pε(f) ïðè ε → 0 , òî åñòü lim

ε→0

Pε(f)

P (A)
= 1 .Òåîðåìà 1 [2℄. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàí-òû, S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f . Ïóñòü ïîäñõåìà C ñõåìû S ñîäåðæèòâûõîä ñõåìû S è ðåàëèçóåò áóëåâó �óíêöèþ h ñ íåíàäåæíîñòüþ P (C) ≤ 1/2 .Îáîçíà÷èì ÷åðåç p11, . . . , p1k âñåâîçìîæíûå ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè îøèáîê íàâûõîäå ñõåìû C ïðè íóëåâûõ âõîäíûõ íàáîðàõ b̃ , òî åñòü h(̃b) = 0 . Àíàëî-ãè÷íî, ïóñòü p01, . . . , p0m � âñåâîçìîæíûå ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà
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�èñ. 1. Ñõåìà Sâûõîäå ñõåìû C ïðè åäèíè÷íûõ âõîäíûõ íàáîðàõ b̃ , òî åñòü h(̃b) = 1 . Ïîëà-ãàåì p1 = min{p11, . . . , p1k} , p0 = min{p01, . . . , p0m} . Òîãäà âåðîÿòíîñòè îøèáîêíà âûõîäå ñõåìû S óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì P1(S, ã) ≥ p1 , åñëè f(ã) = 0 ;

P0(S, ã) ≥ p0 , åñëè f(ã) = 1 .Ñëåäñòâèå 1 [2℄. P (S) ≥ pi, i = 0, 1 .Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ áóëåâó �óíêöèþ f , îòëè÷íóþ îòêîíñòàíòû. Ïóñòü âûõîäíîìó ýëåìåíòó E ñõåìû S ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e , ïðè÷åìïåðâûé âõîä ýëåìåíòà E ñîåäèíåí ñ âûõîäîì íåêîòîðîé ïîäñõåìû S1 , âòîðîé âõîäýëåìåíòà E � ñ âûõîäîì íåêîòîðîé ïîäñõåìû S2 è ñõåìû S1 è S2 íå èìåþò îáùèõýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P
fi(ã)(Si, ã) âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âõîäíîì íàáîðå

ã ñõåìû Si , ðåàëèçóþùåé �óíêöèþ fi, i = 1, 2 . Ñïðàâåäëèâû ëåììû 1�10.Ëåììà 1. Åñëè ýëåìåíòó E ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e =→ (èìïëèêàöèÿ), òîâåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ðàâíû:
P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)P1(S1, ã)(1 − P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ íóëåâûìäëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 ;
P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)P1(S1, ã)P0(S2, ã) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) = 0 ,

f2(ã) = 1 ;
P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P0(S1, ã) + P1(S2, ã) − P0(S1, ã)P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã �òàêîé, ÷òî f1(ã) = 1 , f2(ã) = 0 ;
P0(S, ã) = ε+(1−2ε)(1−P0(S1, ã))P0(S2, ã) , åñëè íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûìäëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 1, i = 1, 2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òîåñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 . Ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòüîøèáêè íà âûõîäå ñõåìû S : P0(S, ã) = (1−P1(S1, ã))ε+P1(S1, ã)((1−P1(S2, ã))(1−

− ε) + εP1(S2, ã)) = ε + (1 − 2ε)P1(S1, ã)(1 − P1(S2, ã)) .Ïóñòü âõîäíîé íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) = 0 , f2(ã) = 1 . Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòüîøèáêè íà âûõîäå ñõåìû S , èñïîëüçóÿ �îðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè: P0(S, ã) =
= P1(S1, ã)P0(S2, ã)(1− ε)+ (1−P1(S1, ã)P0(S2, ã))ε = ε+(1− 2ε)P1(S1, ã)P0(S2, ã) .Ïóñòü âõîäíîé íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) = 1 , f2(ã) = 0 . Ïî �îðìóëå ïîëíîéâåðîÿòíîñòè âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ñõåìû S : P1(S, ã) = (1 −
− P0(S1, ã))(1 − P1(S2, ã))ε + (1 − (1 − P0(S1, ã))(1 − P1(S2, ã)))(1 − ε) = ε + (1 −
− 2ε)(P0(S1, ã) + P1(S2, ã) − P0(S1, ã)P1(S2, ã)) .Ïóñòü âõîäíîé íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü
fi(ã) = 1, i = 1, 2 . Ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòüîøèáêè íà âûõîäå ñõåìû S : P0(S, ã) = (1 − P0(S1, ã))P0(S2, ã)(1 − ε) + (1 − (1 −
− P0(S1, ã))P0(S2, ã))ε = ε + (1 − 2ε)(1 − P0(S1, ã))P0(S2, ã) .Ëåììà 1 äîêàçàíà.



Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ 27Ëåììû 2�10 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 1.Ëåììà 2. Åñëè ýëåìåíòó E ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e = ⊕ (ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ2), òî åñòü E � äâîè÷íûé ñóììàòîð, òî âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû
S (ðèñ. 1, a) ðàâíû:

P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P1(S1, ã) + P1(S2, ã) − 2P1(S1, ã)P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ãÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 ;
P0(S, ã) = ε + (1− 2ε)(P1(S1, ã)+ P0(S2, ã)− 2P1(S1, ã)P0(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã �òàêîé, ÷òî f1(ã) = 0 , f2(ã) = 1 ;
P0(S, ã) = ε + (1− 2ε)(P0(S1, ã)+ P1(S2, ã)− 2P0(S1, ã)P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã �òàêîé, ÷òî f1(ã) = 1 , f2(ã) = 0 ;
P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P0(S1, ã) + P0(S2, ã) − 2P0(S1, ã)P0(S2, ã)) , åñëè íàáîð ãÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 1, i = 1, 2 .Ëåììà 3. Åñëè ýëåìåíòó E ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e = & (êîíúþíêöèÿ), òîâåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ðàâíû:
P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)P1(S1, ã)P1(S2, ã) ,åñëè íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äëÿ�óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 ;
P1(S, ã) = ε+(1−2ε)P1(S1, ã)(1−P0(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) =

= 0 , f2(ã) = 1 ;
P1(S, ã) = ε+(1−2ε)(1−P0(S1, ã))P1(S2, ã) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) =

= 1 , f2(ã) = 0 ;
P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P0(S1, ã) + P0(S2, ã) − P0(S1, ã)P0(S2, ã)) , åñëè íàáîð ãÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 1, i = 1, 2 .Ëåììà 4. Åñëè ýëåìåíòó E ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e =∼ (ýêâèâàëåíòíîñòü),òî âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ðàâíû:
P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P1(S1, ã) + P1(S2, ã) − 2P1(S1, ã)P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ãÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 ;
P1(S, ã) = ε + (1− 2ε)(P1(S1, ã)+ P0(S2, ã)− 2P1(S1, ã)P0(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã �òàêîé, ÷òî f1(ã) = 0 , f2(ã) = 1 ;
P1(S, ã) = ε + (1− 2ε)(P0(S1, ã)+ P1(S2, ã)− 2P0(S1, ã)P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã �òàêîé, ÷òî f1(ã) = 1 , f2(ã) = 0 ;
P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P0(S1, ã) + P0(S2, ã) − 2P0(S1, ã)P0(S2, ã)) , åñëè íàáîð ãÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 1, i = 1, 2 .Ëåììà 5. Åñëè ýëåìåíòó E ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e =↓ (ñòðåëêà Ïèðñà), òîâåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ðàâíû:
P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P1(S1, ã) + P1(S2, ã) − P1(S1, ã)P1(S2, ã)) ,åñëè íàáîð ãÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 ;
P1(S, ã) = ε+(1−2ε)(1−P1(S1, ã))P0(S2, ã) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) =

= 0 , f2(ã) = 1 ;
P1(S, ã) = ε+(1−2ε)P0(S1, ã)(1−P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) =

= 1 , f2(ã) = 0 ;
P1(S, ã) = ε + (1− 2ε)P0(S1, ã)P0(S2, ã) , åñëè íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äëÿ�óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 1, i = 1, 2 .Ëåììà 6. Åñëè ýëåìåíòó E ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e = | (øòðèõ Øå��åðà), òîâåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ðàâíû:
P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)P1(S1, ã)P1(S2, ã) , åñëè íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äëÿ�óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 ;
P0(S, ã) = ε+(1−2ε)(1−P1(S1, ã))P0(S2, ã) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) =

= 0 , f2(ã) = 1 ;
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P0(S, ã) = ε+(1−2ε)P0(S1, ã)(1−P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) =

= 1 , f2(ã) = 0 ;
P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P0(S1, ã) + P0(S2, ã) − P0(S1, ã)P0(S2, ã)) , åñëè íàáîð ãÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 1, i = 1, 2 .Ëåììà 7. Åñëè ýëåìåíòó E ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e =9 , òî âåðîÿòíîñòè îøè-áîê íà âûõîäå ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ðàâíû:
P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)P1(S1, ã)(1 − P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ íóëåâûìäëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 ;
P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)P1(S1, ã)P0(S2, ã) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) = 0 ,

f2(ã) = 1 ;
P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P0(S1, ã) + P1(S2, ã) − P0(S1, ã)P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã �òàêîé, ÷òî f1(ã) = 1 , f2(ã) = 0 ;
P1(S, ã) = ε+(1−2ε)(1−P0(S1, ã))P0(S2, ã) , åñëè íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûìäëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 1, i = 1, 2 .Ëåììà 8. Åñëè ýëåìåíò E � äèçúþíêòîð, òî åñòü åìó ïðèïèñàíà �óíêöèÿ

e = ∨ (äèçúþíêöèÿ), òî âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ðàâíû:
P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)(P1(S1, ã) + P1(S2, ã) − P1(S1, ã)P1(S2, ã)) , åñëè íàáîð ãÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äëÿ �óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 0, i = 1, 2 ;
P0(S, ã) = ε+(1−2ε)P1(S1, ã)(1−P0(S2, ã)) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) =

= 0 , f2(ã) = 1 ;
P0(S, ã) = ε+(1−2ε)(1−P0(S1, ã))P1(S2, ã) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f1(ã) =

= 1 , f2(ã) = 0 ;
P0(S, ã) = ε + (1− 2ε)P0(S1, ã)P0(S2, ã) , åñëè íàáîð ã ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì äëÿ�óíêöèé f1 è f2 , òî åñòü fi(ã) = 1, i = 1, 2 .Ëåììà 9. Åñëè ýëåìåíòó E ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e(x1, x2) è e(x, x) = xb , b ∈

∈ {0, 1} , òî âåðîÿòíîñòü îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû S (ðèñ. 1, á) íà íàáîðå ã ðàâíà
Pf b̄(ã)(S, ã) = ε + (1 − 2ε)Pf̄(ã)(S1, ã) .Ëåììà 10. Åñëè ýëåìåíò E � èíâåðòîð, òî âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäåñõåìû S (ðèñ. 1, â) ðàâíû:

P0(S, ã) = ε + (1 − 2ε)P1(S1, ã) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f̄(ã) = 0 ;
P1(S, ã) = ε + (1 − 2ε)P0(S1, ã) , åñëè íàáîð ã � òàêîé, ÷òî f̄(ã) = 1 .Ïóñòü B2 � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2 .Èç ëåìì 1�10 ñëåäóåò òåîðåìàÒåîðåìà 2. Åñëè ñõåìà S (ðèñ. 1, a�â), ïîñòðîåííàÿ â áàçèñå B2 , ñîäåðæèòðîâíî 2 ýëåìåíòà, à åå âûõîäíîìó ýëåìåíòó ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e(x1, x2) , îòëè÷-íàÿ îò êîíñòàíò è òîæäåñòâåííîé �óíêöèè, òî ñóùåñòâóåò i ∈ {0, 1} òàêîå,÷òî pi = 2ε − 2ε2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûõîäíîìó ýëåìåíòó E ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ïðèïè-ñàíà îäíà èç �óíêöèé x1|x2 , x1 ∨ x2 èëè x1 → x2 . Ïîñêîëüêó íà ñõåìû S1 è S2(ðèñ. 1, a) ïðèõîäèòñÿ ðîâíî îäèí ýëåìåíò, òî èç ëåìì 1, 6, 8 ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîìíóëåâîì íàáîðå âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà p1 = p1 = ε + (1 − 2ε)ε = 2ε − 2ε2 .Åñëè âûõîäíîìó ýëåìåíòó E ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ïðèïèñàíà îäíà èç �óíêöèé

x1 ↓ x2 , x1&x2 èëè x1 9 x2 , òî èç ëåìì 3, 5, 7 ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîì åäèíè÷íîìíàáîðå âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà p0 = p0 = ε + (1 − 2ε)ε = 2ε − 2ε2 .Åñëè âûõîäíîìó ýëåìåíòó E ñõåìû S (ðèñ. 1, a) ïðèïèñàíû �óíêöèÿ x1 ⊕ x2èëè x1 ∼ x2 , òî èç ëåìì 2 è 4 ïîëó÷àåì, ÷òî íà ëþáîì âõîäíîì íàáîðå âåðîÿòíîñòüîøèáêè ðàâíà 2ε − 2ε2 , òî åñòü p0 = p1 = 2ε − 2ε2 .
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�èñ. 2. Âîçìîæíûå âàðèàíòû ñõåìû AÅñëè âûõîäíîìó ýëåìåíòó E ñõåìû S (ðèñ. 1, á ) ïðèïèñàíà �óíêöèÿ x1|x2 ,
x1 ∨ x2 , x1 → x2 , x1 ↓ x2 , x1&x2 , x1 9 x2 , x1 ⊕ x2 èëè x1 ∼ x2 , òî èç ëåììû 9ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîì âõîäíîì íàáîðå âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà 2ε− 2ε2 , òî åñòü
p0 = p1 = 2ε − 2ε2 .Åñëè âûõîäíîìó ýëåìåíòó E ñõåìû S (ðèñ. 1, â) ïðèïèñàíà �óíêöèÿ x̄ , òî èçëåììû 10 ñëåäóåò, ÷òî íà ëþáîì íàáîðå âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà 2ε − 2ε2 , òîåñòü p0 = p1 = 2ε − 2ε2 .Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.2. Îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì â áàçèñå B2Òåîðåìà 3 [3℄. Â áàçèñå {x1&x2, x1 ⊕ x2, 1} ïðè ε ≤ 1/240 ëþáóþ �óíêöèþ
f(x1, x2, . . . , xn) ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S , ÷òî P (S) ≤ 2ε + 27ε2 .Ïîñêîëüêó {x1&x2, x1 ⊕ x2, 1} ⊂ B2 , èç òåîðåìû 3 ñëåäóåòÒåîðåìà 4. Â áàçèñå B2 ïðè ε ≤ 1/240 ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn)ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S , ÷òî P (S) ≤ 2ε + 27ε2 .Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè xi (i = 1, 2, . . . , n) ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íà-äåæíî (íå èñïîëüçóÿ íè îäíîãî ÔÝ), à �óíêöèè x̄i , xi|xj , xi ↓ xj , xi ∼ xj , xi → xj ,
xi 9 xj , xi ⊕ xj , xi&xj , xi ∨ xj è êîíñòàíòû 0, 1 (i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j) � ñõåìà-ìè ñ íåíàäåæíîñòüþ ε (èñïîëüçóÿ îäèí áàçèñíûé ÔÝ äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé èçóêàçàííûõ �óíêöèé).Ïóñòü K1(n) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn è îòëè÷íûõ îò �óíêöèé 0, 1, xi , x̄i , xi|xj , xi ↓ xj , xi ∼ xj , xi → xj ,
xi 9 xj , xi ⊕ xj , xi&xj , xi ∨ xj (i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j) . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
|K1(n)| = 22n

− 5n2 + 3n − 2 .Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ðåàëèçàöèè ëþáîé �óíêöèè èç êëàññà K1(n) ñõåìîé â áà-çèñå B2 òðåáóåòñÿ íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ.Òåîðåìà 5. Ïóñòü ε ≤ 1/4 , �óíêöèÿ f(x̃) ∈ K1(n) è ïóñòü S � ëþáàÿ ñõåìàâ áàçèñå B2 , ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f . Òîãäà P (S) ≥ 2ε − 2ε2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü áóëåâà �óíêöèÿ f ∈ K1(n) , à S � ëþáàÿ ñõåìà, ðåà-ëèçóþùàÿ ýòó �óíêöèþ. Â ñõåìå S âûäåëèì ñâÿçíóþ ïîäñõåìó A , ñîñòîÿùóþ èçäâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ E1 , E2 ïðè÷åì âûõîä ýëåìåíòà E1 ÿâëÿåòñÿ âûõîäîìñõåìû S (ðèñ. 2, a�ã). Ñõåìà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, ïîýòîìó íàé-äåòñÿ òàêîå i ∈ {0, 1} , ÷òî pi ≥ 2ε−2ε2 . Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1 âåðíî P (S) ≥ 2ε−2ε2 .Òåîðåìà äîêàçàíà.



30 Ì.À. ÀËÅÕÈÍÀ, À.Â. ÂÀÑÈÍÇàìå÷àíèå 2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì 2 è 5 ÷èñëî âõîäîâ ýëåìåíòà E2ìîæåò áûòü ëþáûì, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5 îñòàíåòñÿ âåðíûì, åñëè âû-õîäíîé ýëåìåíò E1 èìååò íå áîëåå äâóõ âõîäîâ, à ýëåìåíò E2 � k -âõîäîâ, k ≥3.Èç òåîðåì 4 è 5 ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå B2 àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íà-äåæíîñòè ñõåìû äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé (ïîñêîëüêó |K1(n)|/22n

→ 1 ñ ðîñòîì n)�óíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 2ε ïðè ε → 0 .3. Îá îäíîì êëàññå �óíêöèéÏóñòü B � ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ. �àññìîòðèì òðè ìíîæåñòâà:
G1 = {xσ1

1 xσ2

2 ∨ xσ1

1 xσ3

3 ∨ xσ2

2 xσ3

3 |σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}} , G2 � ìíîæåñòâî �óíêöèé,çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1 , x2 , x3 , è êîíãðóýíòíûõ �óíêöèÿì xσ1

1 xσ2

2 ⊕ xσ3

3 ,
G3 � ìíîæåñòâî �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1 , x2 , x3 , êîíãðóýíòíûõ�óíêöèÿì xσ1

1 xσ̄2

2 ∨ xσ2

2 xσ3

3 , ãäå σ1, σ2, σ3 ∈ {0, 1} . Ïîëàãàåì G = G1 ∪ G2 ∪ G3 .Çàìå÷àíèå 3. |G1| = 8, |G2| = 24, |G3| = 24, |G| = 56.Îáîçíà÷èì ÷åðåç G∗ ìíîæåñòâî �óíêöèé, êîíãðóýíòíûõ �óíêöèÿì xσ1

1 xσ2

2 ∨
xσ1

1 xσ3

3 ∨ xσ2

2 xσ3

3 , èëè xσ1

1 xσ2

2 ∨ xσ3

3 xσ4

4 , èëè (xσ1

1 ∨ xσ2

2 ) · (xσ3

3 ∨ xσ4

4 ) , ãäå σi ∈ {0, 1} ,
i = 1, 2, 3, 4 .Ñ.È. Àêñåíîâ [4℄ äîêàçàë, ÷òî ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëå-ìåíòîâ íàëè÷èå ëþáîé èç �óíêöèé ìíîæåñòâà G∗ â çàäàííîì êîíå÷íîì ïîëíîì áà-çèñå B ãàðàíòèðóåò ðåàëèçàöèþ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé �óíêöèè ñõåìîé S , �óíê-öèîíèðóþùåé ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≤ ε + cε2 , ãäå ε ≤ d , c , d � íåêîòîðûåïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.Ëåììà 11 [5℄. Â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B ïÿòè ýëåìåíòîâäîñòàòî÷íî äëÿ ðåàëèçàöèè õîòÿ áû îäíîé èç �óíêöèé ìíîæåñòâà G∗ .Òåîðåìà 6 [3℄. Äîïóñòèì, ÷òî ëþáóþ �óíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ñíåíàäåæíîñòüþ íå áîëüøå p (p ≤ 1/2) . Ïóñòü ñõåìà Sg ðåàëèçóåò �óíêöèþ g ∈
∈ G∗ ñ íåíàäåæíîñòüþ P (Sg) ≤ p , ïðè÷åì ν1 è ν0 � âåðîÿòíîñòè îøèáîê ñõåìû
Sg íà íàáîðàõ (σ̄1, σ̄2, σ̄3) è (σ1, σ2, σ3) ñîîòâåòñòâåííî, åñëè g çàâèñèò îò òðåõïåðåìåííûõ, è íà íàáîðàõ ( σ̄1, σ̄2, σ̄3, σ̄4) è (σ1, σ2, σ3, σ4) ñîîòâåòñòâåííî, åñëè
g çàâèñèò îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ. Òîãäà ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f(x1, . . . , xn)ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S , ÷òî P (S) ≤ max{v0, v1} + 6p2 .Ñëåäñòâèå 2 [3℄. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû 6 âûïîëíåíû è áàçèñ B ñîäåðæèò�óíêöèþ ϕ ∈ G1 , òî ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé
S , ÷òî P (S) ≤ ε + 6p2 .Ëåììà 12 [5℄. Ïðè ε ≤ 1/960 ëþáóþ �óíêöèþ f â áàçèñå B ìîæíî ðåàëèçî-âàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ 24ε .Òåîðåìà 7. Ïðè ε ≤ 1/960 ëþáóþ �óíêöèþ f â áàçèñå B ìîæíî ðåàëèçîâàòüñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ 5ε + 182ε2 ≤ 5, 2ε .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, à ε ≤ 1/960 .Âîçüìåì òó �óíêöèþ g èç G∗, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðîé äîñòàòî÷íî ïÿòè ýëå-ìåíòîâ (ïî ëåììå 11 ýòî âîçìîæíî), è ïîñòðîèì ñõåìó Sg èç ïÿòè ýëåìåíòîâ, ååðåàëèçóþùóþ. Òîãäà max{v0, v1} ≤ 5ε . Ïóñòü �óíêöèÿ g ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
k (k = 3, 4) ïåðåìåííûõ. Âîçüìåì k ñõåì Sσi

, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåàëèçóåò �óíê-öèþ fσi (σi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, . . . , k) 
 íåíàäåæíîñòüþ íå áîëüøå 24ε (ïî ëåììå
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�èñ. 3. Ñõåìà Sg12 ýòî âîçìîæíî). Ñîåäèíèì âûõîä ñõåìû Sσi
ñ i-ì âõîäîì ñõåìû Sg . Íåòðóä-íî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ñõåìà ðåàëèçóåò �óíêöèþ f . Îáîçíà-÷èì åå χ(S0, S1) . Ïî òåîðåìå 6 èìååì P (χ(S0, S1)) ≤ 5ε + 6(24ε)2 ≤ 8.6ε , òàêêàê ε ≤ 1/960 . Ïðîäåëàåì åùå îäèí øàã èòåðàöèè: ïî ñõåìå χ(S0, S1) ïîñòðîèìñõåìó χ2(S0, S1) , ðåàëèçóþùóþ f . Ïî òåîðåìå 6 ïîëó÷èì P (χ2(S0, S1)) ≤ 5ε +

+6(8.6ε)2 ≤ 5.5ε . Ñëåäóþùèé øàã èòåðàöèè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñõåìó χ3(S0, S1) ,äëÿ êîòîðîé P (χ3(S0, S1)) ≤ 5ε + 6(5.5ε)2 = 5ε + 182ε2 ≤ 5.2ε .Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 8. Ïóñòü áàçèñ B ñîäåðæèò �óíêöèþ ϕ ∈ G2 , à ε ≤ 1/960 . Òîãäàëþáóþ �óíêöèþ f â ýòîì áàçèñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ
P (A) ≤ ε + 200ε2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(x1, x2, x3) = xσ1

1 xσ2

2 ⊕ xσ3

3 ∈ G2 , ãäå σi ∈ {0, 1} ,
i = 1, 2, 3 . Ïîñêîëüêó B � ïîëíûé áàçèñ, òî (x1 ⊕ x2)

σ ∈ [B] . �åàëèçóåì �óíêöèè
(x1 ⊕ x2)

σ1⊕σ3 è (x1 ⊕ x3)
σ2⊕σ3 òàêèìè ñõåìàìè S⊕σ1

è S⊕σ2
ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

P (S⊕σ1
) ≤ 5.2ε è P (S⊕σ2

) ≤ 5.2ε (èñïîëüçóÿ òåîðåìó 7). Ïîñòðîèì ñõåìó Sg (ñì.ðèñ. 3), êîòîðàÿ ðåàëèçóåò �óíêöèþ ϕ((x1 ⊕ x2)
σ1⊕σ3 , (x2 ⊕ x3)

σ2⊕σ3 , x1) = (x1 ⊕
x2 ⊕ σ3)(x1 ⊕ x2 ⊕ σ3) ⊕ xσ3

1 = (xσ3

1 ⊕ x2)(x
σ3

1 ⊕ x2) ⊕ xσ3

1 = xσ1

1 x2 ∨ xσ1

1 x3 ∨ x2x3èç ìíîæåñòâà G1 . Äëÿ ñõåìû Sg âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà íàáîðàõ α̃ =

= (σ̄1, 0, 0) è β̃ = (σ1, 1, 1) ñîîòâåòñòâåííî.Âåðîÿòíîñòü îøèáêè v1 ñõåìû Sg íà íàáîðå α̃ = (σ̄1, 0, 0) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-âåíñòâó: v1 ≤ ε + 2(5.2ε)ε + (5.2ε)2 ≤ ε + 37.5ε2 .Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ è îöåíèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè v0 ñõåìû Sg íàíàáîðå β̃ = (σ1, 1, 1) : v0 ≤ ε + 2(5.2ε)ε + (5.2ε)2 ≤ ε + 37.5ε2Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 2 ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñíåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ ε + 37.5ε2 + 6(5.2ε)2 ≤ ε + 200ε2 .Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 9 [6℄. Ïóñòü áàçèñ B ñîäåðæèò �óíêöèþ ϕ ∈ G3 , à ε ≤ 1/960 . Òîãäàëþáóþ �óíêöèþ f â ýòîì áàçèñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ
P (A) ≤ ε + 8ε2 .Òåîðåìà 10. Ïóñòü f � ëþáàÿ �óíêöèÿ, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðîé òðåáóåòñÿíå ìåíåå îäíîãî ýëåìåíòà. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñõåìû S , ðåàëèçóþùåé f , ïðè ε < 1/2âåðíî íåðàâåíñòâî P (S) ≥ ε .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âûäåëèòü âûõîäíîé ýëåìåíò è âû÷èñëèòü âåðî-ÿòíîñòè îøèáîê.



32 Ì.À. ÀËÅÕÈÍÀ, À.Â. ÂÀÑÈÍÈç òåîðåì 8�10 ñëåäóåò, ÷òî íàëè÷èå â áàçèñå �óíêöèé èç êëàññîâ G2 è G3 îáåñ-ïå÷èâàåò ðåàëèçàöèþ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìèñõåìàìè, íåíàäåæíîñòü êîòîðûõ ðàâíà ε ïðè ε → 0 .4. Î íàäåæíîñòè ñõåì â áàçèñå B3Ïóñòü B3 � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïåðåìåííûõ
x1 , x2 , x3 .Òåîðåìà 11. Ïðè ε ≤ 1/240 ëþáóþ �óíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) â áàçèñå B3ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ ε + 27ε2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó {x1&x2, x1 ⊕ x2, 1} ⊂ B3 , òî ïî òåîðåìå 3 ëþ-áóþ �óíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé S ñ íåíàäåæíîñòüþ
P (S) ≤ 2ε + 27ε2 . Áàçèñ B3 ñîäåðæèò �óíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3 ,ïîýòîìó âåðîÿòíîñòè îøèáîê ýëåìåíòà ãîëîñîâàíèÿ ðàâíû ν1 = ν0 = ε . Ïðèìåíèìñëåäñòâèå 2 è ïîëó÷èì P (A) ≤ ε + 6 · (2ε + 27ε2)2 ≤ ε + 27ε2 ïðè ε ≤ 1/240 .Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç òåîðåì 10 è 11 ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå B3 àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïîíàäåæíîñòè ñõåìû äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé �óíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ,àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé ε ïðè ε → 0 . Ýòîò ðåçóëüòàò èçâåñòåí [1℄, ìû ëèøü äå-òàëèçèðóåì åãî çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò 1/240 è 27 (ñì. òåîðåìó 11) è ïðèâîäèì âýòîé ðàáîòå äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.5. Î íàäåæíîñòè ñõåì â áàçèñå B3\GÎáîçíà÷èì B∗ = B3\G . Ïóñòü K2(n) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé
f(x1, x2, . . . , xn) , íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (xa

i &h(x̃))b èëè (xa
i &xb

j ∨ xā
i &xb̄

j&h(x̃))c ,ãäå h(x̃) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, a, b, c ∈ {0, 1} . Íåòðóäíîçàìåòèòü, ÷òî K2(n) ⊂ K1(n) .Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ ðåàëèçàöèè ëþáîé �óíêöèè èç êëàññà K2(n) ñõåìîé â áà-çèñå B∗ òðåáóåòñÿ íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ.Òåîðåìà 12. Ïóñòü ε ≤ 1/4 , �óíêöèÿ f(x̃) ∈ K2(n) è ïóñòü S � ëþáàÿ ñõåìàâ áàçèñå B∗ , ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f . Òîãäà P (S) ≥ 2ε − 2ε2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x̃) ∈ K2(n) è ïóñòü S � ëþáàÿ ñõåìà â áàçèñå B∗ ,ðåàëèçóþùàÿ �óíêöèþ f . Â ñõåìå S âûäåëèì ñâÿçíóþ ïîäñõåìó A , ñîñòîÿùóþèç äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ E1 , E2 è ñîäåðæàùóþ âûõîä ñõåìû S . Îáîçíà÷èì÷åðåç E1 âûõîäíîé ýëåìåíò ïîäñõåìû A .Åñëè ýëåìåíò E1 � äâóõâõîäîâûé, òî ïî òåîðåìå 5 è çàìå÷àíèþ 2 óòâåðæäåíèåòåîðåìû âåðíî. Åñëè ýëåìåíò E1 � òðåõâõîäîâûé, íî äâà èëè òðè âõîäà E1 îòîæ-äåñòâëåíû (ýëåìåíò E1 â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåò �óíêöèþ íå áîëåå ÷åì îò äâóõïåðåìåííûõ), òîãäà ïî òåîðåìå 5 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî.Ïóñòü âûõîäíîìó ýëåìåíòó E1 ñõåìû A ïðèïèñàíà �óíêöèÿ e1 , ñóùåñòâåííîçàâèñÿùàÿ îò òðåõ ïåðåìåííûõ, è ũ = (e0
1, e

1
1, e

2
1, e

3
1, e

4
1, e

5
1, e

6
1, e

7
1) � íàáîð åå çíà÷å-íèé. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.1. Ïóñòü â íàáîðå ũ çíà÷åíèé �óíêöèè e1 ðîâíî îäíà åäèíèöà. Òîãäà e1 =

= xa1

1 xa2

2 xa3

3 , ãäå ai ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3, e1(a1, a2, a3) = 1 . Âåðîÿòíîñòü îøèáêèíà âûõîäå ñõåìû A ðàâíà p0 = p0 = ε(1−ε)+(1−ε)ε = 2ε−2ε2 . Ïî ñëåäñòâèþ 1èìååì P (S) ≥ p0 = 2ε − 2ε2 .



Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ 332. Ïóñòü â íàáîðå ũ çíà÷åíèé �óíêöèè e1 ðîâíî äâå åäèíèöû, òîãäà e1 =
= xa1

1 xa2

2 xa3

3 ∨ xb1
1 xb2

2 xb3
3 , ãäå ai, bi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3, e1(a1, a2, a3) = 1 è

e1(b1, b2, b3) = 1 .Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.(a) ρ(ã, b̃) = 1 . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü a1 6= b1 , òîãäà e1 = xa1

1 xa2

2 xa3

3 ∨
xā1

1 xa2

2 xa3

3 = xa2

2 xa3

3 , òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ e1 çàâèñèò îò äâóõïåðåìåííûõ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åå âûáîðó.(b) ρ(ã, b̃) ≥ 2 . Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ñõåìû A íà êàæäîì (èç äâóõ) åäèíè÷-íîì íàáîðå ðàâíà p0 = p0 = ε(1 − ε) + (1 − ε)ε = 2ε − 2ε2 . Ïî ñëåäñòâèþ1 ïîëó÷àåì P (S) ≥ p0 = 2ε − 2ε2 .3. Ïóñòü â íàáîðå ũ çíà÷åíèé �óíêöèè e1 ðîâíî òðè åäèíèöû, òî åñòü ñó-ùåñòâóþò òðè ðàçëè÷íûõ íàáîðà (a
(i)
1 , a

(i)
2 , a

(i)
3 ) , i = 1, 2, 3, òàêèå, ÷òî

e1(a
(i)
1 , a

(i)
2 , a

(i)
3 ) = 1 .Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:(a) Äëÿ âñåõ i, j ∈ {1, 2, 3} , i 6= j âåðíî ρ(ã(i), ã(j)) ≥ 2 . Âåðîÿòíîñòü îøèáêèñõåìû A íà êàæäîì åäèíè÷íîì íàáîðå ðàâíà p0 = p0 = ε(1 − ε) + (1 −

− ε)ε = 2ε − 2ε2 . Ïî ñëåäñòâèþ 1 ïîëó÷àåì P (S) ≥ p0 = 2ε − 2ε2 .(b) Ïóñòü ρ(ã(1), ã(2)) = 1, ρ(ã(3), ã(i)) ≥ 2 , i = 1, 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà-áîðû ã(1) è ã(2) � ñîñåäíèå ïî k -é êîìïîíåíòå, k ∈ {1, 2, 3}. Âîçìîæíûäâà ñëó÷àÿ. b1) Âûõîä ýëåìåíòà E2 ñîåäèíåí ñ k -ì âõîäîì ýëåìåíòà E1è äðóãèõ ýëåìåíòîâ â ñõåìå S íåò. Òîãäà f /∈ K2(n) , ÷òî íåâåðíî. Ñëåäî-âàòåëüíî, åñëè âûõîä ýëåìåíòà E2 ñîåäèíåí ñ k -ì âõîäîì ýëåìåíòà E1 ,òî â ñõåìå S èìååòñÿ åùå õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò E3 , âûõîä êîòîðîãî ñî-åäèíåí ñ îäíèì èç âõîäîâ ýëåìåíòà E1 . Âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäåïîäñõåìû, ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ E1 è E3 , íà êàæäîì åäèíè÷íîì íà-áîðå ðàâíà p0 = p0 = ε(1− ε)+ (1− ε)ε = 2ε− 2ε2 . Ïî ñëåäñòâèþ 1 âåðíîíåðàâåíñòâî P (S) ≥ p0 = 2ε − 2ε2 . b2) Âûõîä ýëåìåíòà E2 ñîåäèíåí ñîâõîäîì ýëåìåíòà E1 , íîìåð êîòîðîãî íå ðàâåí k . Âåðîÿòíîñòü îøèáêè íàâûõîäå ñõåìû A , ñîñòîÿùåé èç ýëåìåíòîâ E1 è E3 , íà êàæäîì åäèíè÷-íîì íàáîðå ðàâíà p0 = p0 = ε(1 − ε) + (1 − ε)ε = 2ε − 2ε2 . Ïî ñëåäñòâèþ1 âåðíî íåðàâåíñòâî P (S) ≥ p0 = 2ε − 2ε2 .(
) Ïóñòü ρ(ã(1), ã(i)) = 1 , i = 2, 3. Òîãäà âñå òðè íàáîðà èìåþò îäèíà-êîâóþ êîîðäèíàòó ñ íåêîòîðûì íîìåðîì m ∈ {1, 2, 3} . Â ýòîì ñëó÷àå
e1(x1, x2, x3) = xσm

m h(x1, x2, x3) . Ñëåäîâàòåëüíî, âûõîä ýëåìåíòà E2 äîë-æåí áûòü ñîåäèíåí ñ m-ì âõîäîì ýëåìåíòà E1 (èíà÷å f /∈ K2(n)) . Âåðî-ÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ñõåìû A íà êàæäîì åäèíè÷íîì íàáîðå ðàâíà
p0 = p0 = ε(1−ε)+(1−ε)ε = 2ε−2ε2 . Ïî ñëåäñòâèþ 1 âåðíî íåðàâåíñòâî
P (S) ≥ p0 = 2ε − 2ε2 .4. Ïóñòü â íàáîðå ũ çíà÷åíèé �óíêöèè e1 ÷åòûðå íóëÿ è ÷åòûðå åäèíèöû. Òîãäàâîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:(a) Ôóíêöèÿ e1 = xσ

i , σ ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3 , íî òîãäà äâå äðóãèå ïåðåìåí-íûå � �èêòèâíûå äëÿ �óíêöèè e1 , ÷òî íåâåðíî.(b) Ôóíêöèÿ e1 êîíãðóýíòíà �óíêöèè xσ1

1 xσ2

2 ∨ xσ̄1

1 xσ̄2

2 , σi ∈ {0, 1}, i = 1, 2 ,òî åñòü ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ, ÷òî íåâåðíî.
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) Ôóíêöèÿ e1 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ σ, σ ∈ {0, 1} . Òîãäà âåðîÿòíîñòü îøèáêèñõåìû A íà êàæäîì íàáîðå ðàâíà p1 = p1 = p0 = p0 = ε(1−ε)+(1−ε)ε =
= 2ε−2ε2 . Ïî ñëåäñòâèþ 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî P (S) ≥ p0 = 2ε−2ε2 ,òî åñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî.Äðóãèõ �óíêöèé e1 ∈ B3\G , íàáîð çíà÷åíèé êîòîðûõ ñîäåðæèò ÷åòûðå åäè-íèöû è ÷åòûðå íóëÿ, íåò.5. Ñëó÷àè, êîãäà â íàáîðå ũ çíà÷åíèé �óíêöèè e1 ïÿòü åäèíèö, øåñòü åäèíèöèëè ñåìü åäèíèö àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì â ï. 3, 2 èëè 1 äîêàçàòåëüñòâàñîîòâåòñòâåííî ñ çàìåíîé & íà ∨ , ∨ íà & , 1 íà 0 , 0 íà 1 .Âñåâîçìîæíûå �óíêöèè e1 ∈ B3\G ðàññìîòðåíû.Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 5. Ïîñêîëüêó |P2(n)\K2(n)| ≤ 4 · (22n−1

+ (n2 − n) · 22n−2

) , ñëåäî-âàòåëüíî, |K2(n)| ≥ 22n

− 4 · (22n−1

+ (n2 − n) · 22n−2

) .Ïóñòü B′ � ïîëíûé áàçèñ, ñîäåðæàùèé �óíêöèè íå áîëåå ÷åì òðåõ ïåðåìåííûõ.1) Èç òåîðåì 11 è 12 ñëåäóåò, ÷òî åñëè B′∩G = ∅ , òî â áàçèñå B′ äëÿ ïî÷òè âñåõáóëåâûõ �óíêöèé (ïîñêîëüêó |K2(n)|/22n

→ 1 ñ ðîñòîì n) àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-ìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû �óíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêèðàâíîé 2ε ïðè ε → 0 .2) Èç òåîðåì 7�10 ñëåäóåò, ÷òî åñëè B′ ∩ G 6= ∅ , òî â áàçèñå B′ äëÿ ïî÷òè âñåõáóëåâûõ �óíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû �óíêöèîíè-ðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé ε ïðè ε →0.Òàêèì îáðàçîì, â áàçèñå B′ íåíàäåæíîñòü àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè ε → 0) îï-òèìàëüíûõ ñõåì äëÿ ïî÷òè âñåõ �óíêöèé ðàâíà ε òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
B′ ∩ G 6= ∅ . SummaryM.A. Alekhina, A.V. Vasin. On Reliability of Combinatorial Cir
uits in Bases ContainingFun
tions with at Most Three Variables.We 
onsider the realization of Boolean fun
tions by 
ombinatorial 
ir
uits with gatesrealizing fun
tions from a 
omplete basis B , 
ontaining fun
tions with at most three variables.We assume that gates 
an have inverse faults on the outputs independently with the probability
ε (ε ∈ (0; 1/2)). We des
ribe a set G of Boolean fun
tions depending essentially on threevariables, and prove that for almost all Boolean fun
tions the unreliability of asymptoti
allyoptimal 
ir
uits is asymptoti
ally equal to ε (when ε tends to 0) if and only if G ∩ B 6= ∅ .Key words: unreliable fun
tional gates, optimal 
ombinatorial 
ir
uits, inverse faults,realization of Boolean fun
tions by 
ombinatorial 
ir
uits with unreliable fun
tional gates,synthesis of reliable 
ir
uits. Ëèòåðàòóðà1. von Neuman J. Probabilisti
 logi
s and the synthesis of reliable organisms from unreliable
omponents // Automata studies / Eds. C. Shannon, J.M
. Carthy. � Prin
eton: Prin
etonUniv. Press, 1956. = Àâòîìàòû. � Ì.: Èíîñòð. ëèò., 1956. � Ñ. 68�139.2. Àëåõèíà Ì.À. Ñèíòåç àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ïî íàäåæíîñòè ñõåì èç íåíà-äåæíûõ ýëåìåíòîâ. � Ïåíçà: Èí�.-èçä. öåíòð Ï�Ó, 2006. � 157 ñ.3. Àëåõèíà Ì.À., Øèëîâ À.Â. Âåðõíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì â íåêîòîðûõ áàçèñàõïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ // Èçâ. âóçîâ. Ïîâîëæñêèéðåãèîí. Åñòåñòâ. íàóêè. � 2006. � � 5 (26). � Ñ. 4�12.
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