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Аннотация

Численное моделирование показало, что при кручении сплошных круглых образцов,
вырезанных в продольном направлении плиты из сплава с пониженной сопротивляемо-
стью деформациям ползучести в направлении под углом 45◦ к направлению нормали
плиты, возникает депланация поперечного сечения, что визуально в экспериментах про-
является в виде спиралевидных линий. Из результатов расчетов следует незначительность
влияния пониженной сопротивляемости деформациям ползучести в поперечно-сдвиговом
направлении при кручении гладких пластин, а также ускорение процесса кручения ореб-
ренных пластин при увеличении толщины основания и высоты ребер по сравнению с
расчетами в изотропной постановке.
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Большинство современных материалов обладает свойством анизотропии при
ползучести. Анизотропия может являться следствием неоднородности материала,
что характерно, например, для композитов, или возникнуть после таких процессов
технологической обработки, как прокатка или прессование. Исследования в этой
области зачастую ограничиваются построением моделей. Численная и эксперимен-
тальная проверка анизотропных моделей в условиях сложного напряженного со-
стояния требует значительных временных и материальных затрат. Достаточно де-
тальные исследования анизотропной среды при ползучести, опубликованные в по-
следнее время, можно найти в работах авторов [1–4].

В [5–7] приведены экспериментальные данные и результаты расчетов для задач
кручения и изгиба пластин из трансверсально-изотропных сплавов с пониженной
сопротивляемостью деформациям ползучести в направлении толщины. Для пла-
стин из сплава В95пчТ2 при T = 180 ◦С (толщина плиты 8.7 мм) получено замедле-
ние процесса их деформирования в знакопеременную седлообразную поверхность
и ускорение процесса деформирования в поверхность цилиндрической формы и
в поверхность двойной положительной кривизны по сравнению с расчетами в изо-
тропной постановке.

В [8] для сплава В95пчТ2 при T = 180 ◦С (толщина плиты 50 мм) на основании
проведенных экспериментов на растяжение и сжатие установлена существенная
анизотропия и разносопротивляемость при ползучести, а также определено самое
слабое направление под углом 45◦ к нормали плиты. В этой работе приведены
результаты экспериментов по исследованию ползучести при постоянных напряже-
ниях σ на растяжение образцов в продольном (вдоль проката), поперечном на-
правлениям и по нормали к плите, на сжатие в продольном направлении и на
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растяжение образцов, вырезанных под углом 45◦ к направлению нормали плиты.
Для аппроксимации экспериментальных данных на установившейся стадии исполь-
зована степенная зависимость для скоростей деформаций ползучести η = ε̇c = Bσn

и получены следующие значения коэффициентов: BO = 6.3 · 10−31 МПа(−n)c−1 –
для продольного, поперечного направлений и направления по нормали к плите
при растяжении; B∆ = 3.9 · 10−30 МПа(−n)c−1 – для направления под углом 45◦

к нормали плиты на растяжение; B• = 2 · 10−31 МПа(−n)c−1 – для продольного
направления плиты при сжатии. Показатель ползучести n = 10 одинаков для
всех направлений и не зависит от знака прикладываемой нагрузки. Видно, что
интенсивности процесса для продольного направления на растяжение и сжатие
отличаются более чем в три раза. Сравнение результатов экспериментов на растя-
жение для образцов, вырезанных под углом 45◦ к направлению нормали плиты,
с результатами экспериментов на растяжение для продольного, поперечного на-
правлений и по нормали к плите показывает увеличение интенсивности процесса
ползучести почти в 6 раз.

При произвольном напряженном состоянии процесс ползучести можно описать
в виде ηij = ∂Φ/∂σij , Φ = Tn+1/(n + 1) , где ηij , σij – компоненты тензора скоро-
стей деформаций ползучести и напряжений; Φ – скалярная потенциальная функ-
ция тензора напряжений; функция T для ортотропного несжимаемого материала
в системе координат, оси которой совмещены с главными осями анизотропии, имеет
вид [9]

T (σij) = (A11(σ22 − σ33)2 + A22(σ33 − σ11)2+

+ A33(σ33 − σ11)2 + 2A12σ
2
12 + 2A23σ

2
23 + 2A31σ

2
31)

0.5.

Коэффициенты квадратичных форм Aij определяются следующим образом:

2A11 = Bm
2 + Bm

3 −Bm
1 , 2A12 = 4Bm

12 −Am
11 −Am

22.

Остальные коэффициенты и компоненты скоростей деформаций ползучести полу-
чаются циклической перестановкой индексов. Здесь B1, B2, B3 – характеристики
одномерной ползучести в трех главных направлениях; B12, B23, B31 – аналогич-
ные характеристики в трех направлениях вдоль осей в системе координат, получен-
ной поворотом исходной системы координат на 45◦ ; m = 2/(n + 1) . Для скоростей
деформаций ползучести имеем

η11 = Tn−1
(
(A22 + A33)σ11 −A33σ22 −A22σ33

)
, η12 = 2Tn−1A12σ12.

1. Кручение стержней

Решение задач кручения стержней произвольного поперечного сечения в усло-
виях ползучести с использованием методов конечно-элементной дискретизации и
конечно-разностной аппроксимации для изотропных сплавов получено в [10, 11].
В [12] для изотропной среды рассмотрены различные приближенные методы, в том
числе метод комбинирования решений упругой и идеально-пластической задач.
Подробному анализу кручения анизотропных упругих стержней посвящена ра-
бота [13], в ней приведено также аналитическое решение для стержня эллипти-
ческого сечения, впервые полученное Сен-Венаном. Соотношения идеальнопла-
стической анизотропии при кручении исследуются в работе авторов [14]. Ввиду
физической нелинейности получение решения задачи кручения при анизотропной
ползучести даже для стержня круглого поперечного сечения возможно только при-
ближенно.
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При кручении стержня произвольного поперечного сечения скорости деформа-
ций ползучести связаны с напряжениями следующими соотношениями:

η23 = Ẇ,2 + θx1 = 2Tn−1A23σ23, η13 = Ẇ,1 − θx2 = 2Tn−1A31σ31,

где T = (2A23σ
2
23 + 2A31σ

2
31)

0.5 ; W (x1, x2) – смещение точек поперечного сечения
(депланация) в направлении оси x3 вдоль стержня, возникающее при кручении;
θ – скорость погонного угла закручивания.

После введения функции напряжений F (x1, x2) такой, что σ13 = ∂F/∂x2,
σ23 = −∂F/∂x1 , уравнение равновесия для стержня со свободными торцами
∂σ31/∂x1 + ∂σ23/∂x2 = 0 удовлетворяется тождественно, а из условия совмест-
ности скоростей деформаций ползучести вытекает условие

∂

∂x1

(
2A23T

n−1 ∂F

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
2A31T

n−1 ∂F

∂x2

)
= −2θ. (1)

Крутящий момент есть

M = 2
∫∫

F dx1dx2.

Напряжения и T в цилиндрических координатах перепишутся в виде

σrz = r−1(∂F/∂ϕ), σϕz = −(∂F/∂r),

T =
((∂F

∂r

)2

(2A31 sin2 ϕ + 2A23 cos2 ϕ) +
(∂F

∂ϕ

)2

(2A31 cos2 ϕ + 2A23 sin2 ϕ)/r2+

+
∂F

∂r

(∂F

∂ϕ

)
sin ϕ cosϕ(2A31 − 2A23)/r

)0.5

.

При кручении сплошных круглых образцов из изотропного материала депла-
нация сечения отсутствует, поскольку 2A31 = 2A23 = 3Bm и для всех направлений
B = BO , решение (1) с граничным условием F (a) = 0 на установившейся стадии
ползучести запишется в виде [12]

F =
3 + 1/n

1 + 1/n

M

2πa2

(
1−

( r

a

)1+1/n
)

, θ = (
√

3)n+1 B

a

(
3 + 1/n

2πa3
M

)n

, (2)

a – радиус поперечного сечения стержня.
При численном моделировании как изотропного, так и анизотропного мате-

риала были протестированы два конечных элемента комплекса ANSYS с актива-
цией опции Hill команды TB: балочный элемент BEAM189 и трехмерный элемент
SOLID45. Расчеты проводились только с учетом свойств материала на растяжение.

Для стержня радиуса a = 0.02 м, длиной 0.1 м (крутящий момент M =
= 3500 Н ·м, коэффициент Пуассона ν = 0.4 , модуль Юнга E = 55000 МПа,
время закручивания t = 600 с) полный угол закручивания без учета упругой со-
ставляющей, вычисленный согласно (2) в предположении, что сплав изотропен,
составил 0.18 рад; угол закручивания, рассчитанный с использованием элемента
BEAM189, получился равным 0.19 рад. На рис. 1 а, б изображены изолинии на-
пряжений σ13, σ23 (МПа) соответственно.

Для образца, вырезанного в продольном направлении плиты x3 (совпадает с на-
правлением z на рис. 2) из сплава с пониженной сопротивляемостью деформациям
ползучести в направлении под углом 45◦ к направлению нормали плиты (нормаль
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Рис. 1. Изолинии напряжений σ13 (а), σ23 (б) при кручении стержня из изотропного
сплава

 
Рис. 2. Изолинии смещений (депланации) в направлении оси z при t = 100 c

 
Рис. 3. Изолинии напряжений σ13 (а), σ23 (б) при кручении стержня вырезанного в про-
дольном направлении из трансверсально-изотропной плиты

совпадает с осью x2 и направлением y на рис. 2), то есть при B1 = B2 = B3 =
= B31 = BO , B12 = B23 = B∆ , угол закручивания, вычисленный с использованием
элемента BEAM189, составил 0.5 рад. Расчеты показали, что при этом появляется
смещение точек поперечного сечения в направлении оси z , то есть депланация
сечения (рис. 2), которая визуально на поверхности экспериментальных образцов
проявляется в виде спиралевидных линий [15]. Отметим, что депланация подобного
вида возникает при кручении упругих анизотропных стержней [13]. На рис. 3 а, б
изображены изолинии напряжений σ13, σ23 (МПа) соответственно.
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Несложно также выписать решение для задачи кручения стержня круглого
поперечного сечения, вырезанного в направлении по нормали к плите из трансвер-
сально-изотропного сплава, то есть при B1 = B2 = B3 = B31 = BO , B12 = B23 =
= B∆ :

θ = (2A12)(n+1)/2 1
a

(
3 + 1/n

2πa3
M

)n

. (3)

Угол закручивания стержня, вычисленный по формуле (3), составил 1.77 рад, рас-
считанный методом конечных элементов – 1.65 рад. Значения и изолинии напря-
жений в этом случае почти совпадают с изображенными на рис. 1 а, б. Депланация
сечения у образцов, вырезанных по нормали, отсутствует, а на поверхности линии-
засечки при кручении остаются параллельными поперечным сечениям, как при
деформировании стержня из изотропного материала [15].

Расчеты показывают наличие существенного влияния пониженной сопротивля-
емости деформациям ползучести в сдвиговом направлении при кручении стержней,
при этом угол закручивания может отличаться на порядок по сравнению с углом,
рассчитанным в изотропной постановке. Отметим, что результаты расчетов с ис-
пользованием элементов BEAM189 и SOLID45 немного различаются, но имеют
сходный вид распределения напряжений. Отличие в расчетах, по всей видимо-
сти, связано с особенностями задания граничных условий (совместно с SOLID45
применяются вспомогательные оболочечные элементы SHELL181). Моделирование
выполнено в геометрически-линейной постановке, при угле закручивания 0.5 рад
деформации составили порядка 10%, поэтому при больших углах закручивания
вычисления необходимо выполнять с учетом геометрической нелинейности.

2. Кручение гладких и оребренных пластин

При решении задач изгиба изотропных пластин влияние поперечных касатель-
ных напряжений, как правило, не существенно и проявляется в зонах вблизи кро-
мок и отверстий. В случае анизотропного материала это влияние может оказаться
значительным [16]. На рис. 4. а представлены результаты расчетов (t = 1 ч) с ис-
пользованием элемента SOLID45 кривизны вдоль диагонали для квадратной глад-
кой пластины с стороной 180 мм и толщиной h = 20 мм, скручиваемой четырьмя
силами F = 32 кН, приложенными в углах, в знакопеременную седлообразную по-
верхность для изотропного материала (линии 1, 3) и материала с учетом слабого
направления под углом 45◦ к направлению нормали (линии 2, 4). В данном случае
направления нормали к плите x3 и нормали к пластине z совпадают. Линии 1,
2 и 3, 4 соответствуют расчетам в геометрически линейной и нелинейной поста-
новках. Кривизна вычислялась по прогибу вдоль диагонали по центру на базе
100 мм. Результаты вычислений свидетельствуют о том, что процесс деформиро-
вания пластины с учетом слабого поперечно-сдвигового направления происходит
на 14% (линии 1, 2) и 5% (линии 3, 4) быстрее по сравнению с процессом дефор-
мирования пластины из изотропного материала. Значительный вклад в процесс
деформирования оказывают деформации срединной поверхности. С уменьшением
толщины пластины влияние такого рода анизотропии падает [17]. На рис. 4. б при-
ведены распределения касательного напряжения σ23 на кромках гладкой пластины
h = 20 мм.

Аналогичные расчеты выполнены для задач кручения квадратных оребренных
пластин четырьмя силами F , приложенными в углах (рис. 5). Размер стороны
пластины равен 180 мм, ребра имеют диагональную ориентацию с шагом по диаго-
налям 42.5 мм, ширина ребер 3 мм. Рассмотрены случаи для толщины пластины h
и высоты ребер hr :

1) h = 4 мм, hr = 4 мм, F = 2.8 кН;
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Рис. 4. Зависимость кривизны от времени (a); распределение касательных напряжений
σ23 на кромках пластины h = 20 мм (б)

 
Рис. 5. Распределение касательных напряжений σ23 в оребренной пластине при h = 8 мм,
hr = 8 мм

2) h = 8 мм, hr = 8 мм, F = 8 кН;
3) h = 12 мм, hr = 8 мм, F = 13 кН.

Соответственно, получены следующие значения кривизны вдоль диагонали, вы-
численной по прогибу в точке x1 = x2 = 69 мм при t = 1 ч в предположении
изотропного материала без учета упругой составляющей: χ = 0.72 , 0.5, 0.15 м−1 .
Кривизна пластин из материала со слабым сопротивлением деформациям пол-
зучести в поперечно-сдвиговом направлении составила χ = 0.76, 0.56, 0.18 м−1 .
В последнем случае деформирование пластин происходит на 6%, 13%, 19% быстрее
по сравнению с изотропным материалом. Распределение касательных напряжений
в оребренных пластинах имеет более сложный характер (рис. 5). Влияние рассмат-
риваемого типа анизотропии на прогиб растет с увеличением толщины пластины
и высоты ребер. Расчеты выполнялись с учетом геометрической нелинейности.

Таким образом, пониженная сопротивляемость деформациям ползучести в по-
перечно-сдвиговом направлении может приводить к снижению жесткости и проч-
ностных свойств конструкций, что необходимо учитывать при их проектировании
и дальнейшей эксплуатации.

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (проект № 15-01-07631).
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Summary

I.A. Banshchikova, I.Yu. Tsvelodub, D.M. Petrov. Deformation of Structural Elements
Made of Alloys with Reduced Resistance to Creep in Shear Direction.

Numerical simulations demonstrated that cross-section deplanation occurs during
the torsion of circular rods cut in the longitudinal direction of the plate made of an alloy
with the reduced resistance to creep in the direction under 45◦ to the normal direction
of the plate. In experiments, this is visually confirmed by the appearance of spiral lines on
the samples. The results of calculation reveal insignificant influence of the reduced resistance
to creep in the transverse shear direction on the process of torsion of the plates. However,
the process of torsion is accelerated for ribbed plates with increased thickness and rib height
compared to the calculation in isotropic formulation.

Keywords: creep, rod torsion, bending, ribbed plate, transversely isotropic alloy, shear
stress.
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