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ÓÄÊ 519.17 ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ Ñ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÌÏ�ÈÂÅÄÅÍÈÅÌ ÌÀÒ�ÈÖÛÈ.Ô. Áîðõàíîâ, Â.�. ÔàçûëîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå òðàäèöèîííîãî è îïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèéìàòðèöû ñòîèìîñòåé â ìåòîäå Ëèòòëà äëÿ íåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Íàðÿäå òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçàíà âûñîêàÿ ý��åêòèâíîñòü îïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ.1. Òðàäèöèîííîå è îïòèìàëüíîå ïðèâåäåíèÿÊàê èçâåñòíî, â ìåòîäå Ëèòòëà, Ìýðòè, Ñóèíè, Êýðîëë äëÿ çàäà÷è êîììèâî-ÿæåðà (ñì., íàïðèìåð, [1, . 369℄, [2, ñ. 78℄) èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïðèâåäåíèÿìàòðèöû ñòîèìîñòåé (âåñîâ äóã) W ïîðÿäêà n , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé ïðèâåäåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ i-éñòðîêè çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èòàíèè èç ñòðîêè ìàòðèöû íåêîòîðîé êîíñòàíòû ri �êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ i-é ñòðîêè. Àíàëîãè÷íî, îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ j -ãî ñòîëáöàçàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èòàíèè èç ñòîëáöà ìàòðèöû íåêîòîðîé êîíñòàíòû cj � êîíñòàíòûïðèâåäåíèÿ j -ãî ñòîëáöà.Öåëüþ ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóð ïðèâåäåíèÿ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì ÿâëÿåòñÿ ïî-ëó÷åíèå ïðèâåäåííîé ìàòðèöû � íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû ñòîèìîñòåé W ′ (w′

ij =
= wij − ri − cj , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . , n), êàæäàÿ ñòðîêà è êàæäûé ñòîëáåö êîòî-ðîé ñîäåðæàò õîòÿ áû îäèí íóëåâîé ýëåìåíò. Ïðè ýòîì ñòîèìîñòü ëþáîãî ðåøåíèÿèñõîäíîé çàäà÷è áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñòîèìîñòè ýòîãî æå ðåøåíèÿ, âû÷èñëåííîãîïî ïðèâåäåííîé ìàòðèöå, ðîâíî íà ñóììó êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ. À òàê êàê î÷åâèä-íàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñòîèìîñòè ëþáîãî ìàðøðóòà äëÿ ïðèâåäåííîé ìàòðèöû ðàâíàíóëþ, òî íèæíÿÿ îöåíêà ñòîèìîñòè ëþáîãî ìàðøðóòà äëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû áóäåòðàâíà ñóììå êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ, ÷òî è èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå Ëèòòëà.Â ðàáîòå [3℄ îòìå÷åíî, ÷òî ïðîñòûå ñïîñîáû ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ñòîèìîñòåéîáû÷íî íå äàþò ìàêñèìóìà ñóììû êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ, è ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðàîïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ. Îïèøåì äàëåå òðàäèöèîííîå è îïòèìàëüíîå ïðèâåäåíèÿìàòðèöû ñòîèìîñòåé.Òðàäèöèîííîå ïðèâåäåíèå. Ïðîöåäóðà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñíà÷àëàèç êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû âû÷èòàåòñÿ ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñòðîêè, à ïîòîì èçêàæäîãî ñòîëáöà ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû âû÷èòàåòñÿ ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñòîëá-öà. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, âñå êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ áóäóò íåîòðèöàòåëüíûìè, è âêàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå áóäóò íóëåâûå ýëåìåíòû.Îïòèìàëüíîå ïðèâåäåíèå. Îòûñêàíèå îïòèìàëüíûõ êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿñîñòîèò â ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è:
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14 È.Ô. ÁÎ�ÕÀÍÎÂ, Â.�. ÔÀÇÛËÎÂÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Ìàíêðåñà äëÿ çàäà÷èî íàçíà÷åíèÿõ (ñì. [4, 5℄):1. Â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû íàéòè ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñòðîêè è âû÷åñòüåãî èç êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîé ñòðîêè. Íàéäåííûå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû ñòðîêáóäóò íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ ñòðîê.2. Â êàæäîì ñòîëáöå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íàéòè íàèìåíüøèé ýëåìåíò ñòîëá-öà è âû÷åñòü åãî èç êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîãî ñòîëáöà. Íàéäåííûå ìèíèìàëüíûåýëåìåíòû ñòîëáöîâ áóäóò íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ ñòîëáöîâ.3. Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå íàéòè íóëåâîé ýëåìåíò (Z ). Åñëè íåò ïîìå÷åííîãîçâåçäî÷êîé íóëÿ â åãî ñòðîêå è ñòîëáöå, òî ïîìå÷àåì Z çâåçäî÷êîé. Ïîâòîðèòü ýòîäëÿ âñåõ íóëåé ìàòðèöû.4. Çàêðûòü êàæäûé ñòîëáåö, ñîäåðæàùèé íóëü ñî çâåçäî÷êîé. Åñëè çàêðîþòñÿâñå ñòîëáöû, òî îñòàíîâ: íóëè ñî çâåçäî÷êàìè îïðåäåëÿþò îïòèìàëüíîå ðåøåíèåçàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ.5. Åñëè â ìàòðèöå âñå íóëè çàêðûòû, òî ïåðåéòè ê ï. 7, èíà÷å íàéòè íåçàêðûòûéíóëü è ïîìåòèòü åãî øòðèõîì. Åñëè â ñòðîêå ñ ýòèì íóëåì íåò íóëÿ ñî çâåçäî÷êîé,òî ïåðåéòè ê ï. 6, èíà÷å çàêðûòü ýòó ñòðîêó è îòêðûòü ñòîëáåö, ñîäåðæàùèé íóëüñî çâåçäî÷êîé. Ïåðåéòè ê íà÷àëó ï. 5.6. Ïîñòðîèòü ðÿä ÷åðåäóþùèõñÿ ïîìå÷åííûõ øòðèõîì è çâåçäî÷êîé íóëåé ñëå-äóþùèì îáðàçîì.6.1. Âûáðàòü çà Z íåçàêðûòûé ïîìå÷åííûé øòðèõîì íóëü, íàéäåííûé âï. 5. 6.2. Ïîìåñòèòü Z â êîíåö ðÿäà. Åñëè â ñòîëáöå ñ Z åñòü íóëü ñî çâåçäî÷êîé,òî âûáðàòü åãî çà Z , èíà÷å ïåðåéòè ê ï. 6.4.6.3. Ïîìåñòèòü Z â êîíåö ðÿäà. Â ñòðîêå ñ Z âûáðàòü íóëü ñî øòðèõîì èâûáðàòü åãî çà Z . Ïåðåéòè ê ï. 6.2.6.4. Ñíÿòü çâåçäî÷êó ñ íóëåé ñî çâåçäî÷êîé â ðÿäó, ïîìåòèòü çâåçäî÷êîéíóëè ñî øòðèõîì â ðÿäó, óäàëèòü âñå îñòàâøèåñÿ øòðèõè è îòêðûòü âñå ñòðîêè èñòîëáöû ìàòðèöû. Ïåðåéòè ê ï. 4.7. Íàéòè èç íåçàêðûòûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìèíèìàëüíûé, îáîçíà÷èòü åãî ÷å-ðåç A . Äîáàâèòü A ê êàæäîìó ýëåìåíòó çàêðûòîé ñòðîêè, è âû÷åñòü A èç êàæäîãîîòêðûòîãî ñòîëáöà, óìåíüøèòü íà A çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâó-þùèõ ñòðîê è óâåëè÷èòü íà A çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõñòîëáöîâ. Ïåðåéòè ê ï. 5 (áåç èçìåíåíèé çâåçäî÷åê, øòðèõîâ è ïðèçíàêîâ çàêðû-òûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû).Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåííûå ýòèì àëãîðèòìîì êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ ñòðîê èñòîëáöîâ ñîãëàñíî òåîðåìå 3 [3℄ áóäóò ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) (òî åñòü îïòèìàëü-íûìè êîíñòàíòàìè ïðèâåäåíèÿ), òàê êàê îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (8) èç [3℄.Çàìåòèì, ÷òî îäíîâðåìåííî ñ êîíñòàíòàìè ïðèâåäåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ îïòèìàëüíîïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà è îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ, êîòîðîå ìîæåòîêàçàòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Ïðîâåðêà ýòîãî èìååò ñëîæíîñòü O(n)è íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîãî òðóäà, íî â ñëó÷àå óñïåõà ñîêðàùàåò òðóäîåìêîñòüïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà.Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Ìàíêðåñà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) âìåñòî ñèìïëåêñ-ìåòîäà îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïåðâûé èìååò ñëîæíîñòü O(n3) , òîãäà êàê ñëîæíîñòüòîëüêî îäíîé èòåðàöèè ñèìïëåêñ-ìåòîäà äëÿ çàäà÷è (1), (2) ðàâíà O(n4) .Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå îïèñàííûõ âûøå ïðîöåäóð ïðèâåäåíèÿ íà ïðî-ñòîì ïðèìåðå. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà W (çíàê ∞ îçíà÷àåò çàïðåò ýëåìåíòà):


∞ 7 1
7 ∞ 1
5 5 ∞


 .



ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ Ñ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÌ Ï�ÈÂÅÄÅÍÈÅÌ ÌÀÒ�ÈÖÛ 15Òðàäèöèîííîå ïðèâåäåíèå äàñò ñëåäóþùèå êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ: r1 = 1 , r2 =
= 1 , r3 = 5 , c1 = 0 , c2 = 0 , c3 = 0 , èõ ñóììà ðàâíà 7, à ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöàèìååò âèä: 


∞ 6 0
6 ∞ 0
0 0 ∞


 .Îïòèìàëüíîå ïðèâåäåíèå äàñò ñëåäóþùèå êîíñòàíòû ïðèâåäåíèÿ: r1 = 1 , r2 =

1 , r3 = −1 , c1 = 6 , c2 = 6 , c3 = 0 , èõ ñóììà ðàâíà 13, à ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöàèìååò âèä: 

∞ 0 0
0 ∞ 0
0 0 ∞


 .Â äàëüíåéøåì ÷åðåç W ′ áóäåì îáîçíà÷àòü îïòèìàëüíî ïðèâåäåííóþ ìàòðèöó.Íàçíà÷åíèåì áóäåì íàçûâàòü ëþáîé íàáîð ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, çàäàþùèé äîïóñòè-ìîå ðåøåíèå çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ äëÿ ìàòðèöû W ′, îïòèìàëüíûì íàçíà÷åíèåìáóäåì íàçûâàòü íàçíà÷åíèå ñ íóëåâîé ñóììîé ýëåìåíòîâ. Â ìàòðèöå W ′, êàê äî-êàçàíî â [3℄, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî îïòèìàëüíîå íàçíà÷åíèå ñ íóëåâîé ñóììîéâûáðàííûõ ýëåìåíòîâ.Íàçîâåì îöåíêîé ýëåìåíòà ìàòðèöû ñóììó êîíñòàíò ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû, ïî-ëó÷åííîé èç èñõîäíîé çàïðåòîì ýòîãî ýëåìåíòà.Òåîðåìà 1. Ýëåìåíò îïòèìàëüíî ïðèâåäåííîé ìàòðèöû W ′, èìåþùèé ïî-ëîæèòåëüíóþ îöåíêó, âõîäèò âî âñå îïòèìàëüíûå íàçíà÷åíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îöåíêà ýëåìåíòà w′

ij ïîëîæèòåëüíà è ñóùåñòâóåò îï-òèìàëüíîå íàçíà÷åíèå, íå ñîäåðæàùåå w′

ij . Òîãäà â ìàòðèöå W̃ , ïîëó÷åííîé èç W ′çàïðåòîì ýëåìåíòà w′

ij , ýòî íàçíà÷åíèå ñîõðàíèòñÿ. À òàê êàê âñå ýëåìåíòû ýòî-ãî íàçíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ, òî ìàòðèöà W̃ áóäåò ïðèâåäåííîé, è ñëåäîâàòåëüíî,îöåíêà ýëåìåíòà w′

ij áóäåò ðàâíà íóëþ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêà-çàòåëüñòâî.Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ïîèñê ýëåìåíòà ñ ìàêñèìàëüíîé îöåíêîé âìåòîäå Ëèòòëà ìîæíî ïðîâîäèòü òîëüêî ñðåäè ýëåìåíòîâ îïòèìàëüíîãî íàçíà÷å-íèÿ, íàéäåííîãî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ìàíêðåñà. Ýòî óïðîùàåò ïîèñê ýëåìåíòà ñìàêñèìàëüíîé îöåíêîé.Çàìåòèì, ÷òî â ìàòðèöå W ′ ìîæåò è íå áûòü ýëåìåíòà ñ ïîëîæèòåëüíîé îöåí-êîé. Íî è â ýòîì ñëó÷àå ìû ðåêîìåíäóåì âûáèðàòü èñêîìûé ýëåìåíò èç ýëåìåíòîâîïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ. 2. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà êîìïüþòåðå ñî ñëåäóþùèì õàðàêòåðèñòèêàìè: ïðîöåñ-ñîð Pentium 4 3.15 GHz, îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè 512 Mb.Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ðåøåíèå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ïðîâîäèëîñü ñëåäó-þùèìè àëãîðèòìàìè:1 (DEF). Àëãîðèòì Ëèòòëà ñ òðàäèöèîííîé ïðîöåäóðîé ïðèâåäåíèÿ.2 (APS). Àëãîðèòì Ëèòòëà ñ îïòèìàëüíîé ïðîöåäóðîé ïðèâåäåíèÿ. Îïòèìàëü-íîå ïðèâåäåíèå èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðèâåäåíèè èñõîäíîé ìàòðèöû è ïðè êàæäîé�èêñàöèè ýëåìåíòà (ëåâûå âåòâè äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé). Ïðè çàïðåòå ýëåìåíòà(ïðàâûå âåòâè äåðåâà ïåðåáîðà ðåøåíèé) èñïîëüçóåòñÿ òðàäèöèîííîå ïðèâåäåíèåñòðîêè è ñòîëáöà, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàïðåùåííîìó ýëåìåíòó. Ïîèñê ýëåìåíòà ñ ìàê-ñèìàëüíîé îöåíêîé ïðîâîäèòñÿ ñðåäè âñåõ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.



16 È.Ô. ÁÎ�ÕÀÍÎÂ, Â.�. ÔÀÇÛËÎÂ3 (APSA). Àëãîðèòì APS ñ ïîèñêîì ýëåìåíòà ñ ìàêñèìàëüíîé îöåíêîé (ýëå-ìåíò äëÿ âåòâëåíèÿ) òîëüêî ñðåäè ýëåìåíòîâ îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ, íàéäåííîãîàëãîðèòìîì Ìàíêðåñà ïðè îïòèìàëüíîì ïðèâåäåíèè ìàòðèöû. Ïðè çàïðåòå ýëåìåí-òà ïîñëå òðàäèöèîííîãî ïðèâåäåíèÿ îïòèìàëüíîå íàçíà÷åíèå íåèçâåñòíî, è ïîèñêýëåìåíòà ñ ìàêñèìàëüíîé îöåíêîé ïðîèçâîäèòñÿ ñðåäè âñåõ íóëåé ìàòðèöû.4 (APSAC). Àëãîðèòì APSA ñ ïðîâåðêîé, íå ÿâëÿåòñÿ ëè î÷åðåäíîå îïòèìàëü-íîå íàçíà÷åíèå äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è êîììèâîÿæåðà.Äëÿ îöåíêè ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷ �èêñèðîâàëèñü ñëåäóþùèå ïî-êàçàòåëè:1. Âðåìÿ Ti , çàòðà÷åííîå íà ðåøåíèå òåñòîâîé çàäà÷è â ìèëëèñåêóíäàõ (i �íîìåð àëãîðèòìà);2. Êîëè÷åñòâî ïðîñìîòðåííûõ óçëîâ Ei â äåðåâå ïåðåáîðà ðåøåíèé ìåòîäàËèòòëà;3. Òðóäîåìêîñòü ïî âðåìåíè àëãîðèòìîâ 2�4 â ñðàâíåíèè ñ àëãîðèòìîì 1(T1/Ti, i = 2, 3, 4);4. Òðóäîåìêîñòü ïî êîëè÷åñòâó ïðîñìîòðåííûõ óçëîâ àëãîðèòìîâ 2�4 â ñðàâíå-íèè ñ àëãîðèòìîì 1 (E1/Ei, i = 2, 3, 4).Íåñèììåòðè÷íûå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà�åíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûå íåñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n îò 10 äî 100ñ øàãîì 1. Äèàïàçîí çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ � îò 0 äî 500000000/n . Äëÿ êàæäîãî nðåøåíî áîëåå 200 çàäà÷.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ti è Ei äëÿ çàäà÷ ñ îäèíàêî-âûì ïîðÿäêîì ìàòðèöû, øàã ïî n â òàáëèöå ðàâåí 5. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ñðåäíèåçíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ti äëÿ çàäà÷ ñ ìàòðèöàìè îäíîãî ïîðÿäêà, äëÿ ïîñòðîåíèÿãðà�èêà èñïîëüçîâàíû ïîëíûå äàííûå ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åííûå ñ øàãîì ïî n ,ðàâíûì 1. Òàáë. 1
n DEF APS APSA APSAC

T1 E1 T2 E2 T3 E3 T4 E410 0.1 18.6 0.1 11.8 0.1 11.8 0.1 6.815 0.1 60.2 0.1 25.3 0.1 25.3 0.1 16.520 0.2 147.2 0.1 37.7 0.1 37.7 0.1 26.725 0.8 432.2 0.4 60.7 0.6 60.7 0.4 46.530 4.5 995.6 0.9 75.6 1 75.6 1.2 59.535 18 2774.3 0.9 107.9 1.7 107.9 1.4 88.340 41.5 5330.4 2.3 136.3 2.5 136.3 2.2 11245 165.7 18450.8 2.4 156 3.5 156 3.4 131.350 432 40359.2 4.6 180.4 5 180.4 4.1 151.155 869.1 69021.7 6.7 195.2 6.1 195.2 6.1 166.160 2466.4 173449.7 10.4 250.5 8.9 250.5 8.9 214.865 8298.8 496245.4 13.5 294.9 13.3 294.9 11.9 25670 22227.1 1143516.5 17.7 319 16.6 319 15.3 279.375 83209.4 3865399.9 24.1 345.2 22.8 345.2 22 301.980 182205.7 7677165.3 28.7 366.4 26.9 366.4 27 322.285 323268.7 12393663.5 42.1 448.7 40.5 448.7 39.6 397.390 544506 18988318.7 51.1 507.9 49.8 507.9 48.9 457.795 970715.9 30820562.1 61.5 538.2 62 538.2 60.9 481.3100 1117811.5 32222002 80.3 644.1 80.3 644.1 78.5 585.4



ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ Ñ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÌ Ï�ÈÂÅÄÅÍÈÅÌ ÌÀÒ�ÈÖÛ 17

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ îò ïîðÿäêà ìàòðèöûÂ òàáë. 2 ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé T1/Ti è E1/Ei äëÿ çàäà÷ñ îäèíàêîâûì ïîðÿäêîì ìàòðèöû, øàã ïî n â òàáëèöå ðàâåí 5. Íà ðèñ. 2 ïðèâå-äåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ T1/Ti äëÿ çàäà÷ ñ ìàòðèöàìè îäíîãî ïîðÿäêà,äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêà èñïîëüçîâàíû ïîëíûå äàííûå ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åííûåñ øàãîì ïî n , ðàâíûì 1. Òàáë. 2
n APS APSA APSAC

T1/T2 E1/E2 T1/T3 E1/E3 T1/T4 E1/E410 0.1 1.6 0.1 1.6 0.1 5.615 0.1 2.7 0.1 2.7 0.1 9.620 0.2 4.2 0.2 4.2 0.2 15.925 0.8 9.6 0.8 9.6 0.8 33.630 4.4 17.8 4.3 17.8 4.2 83.335 16.9 33.6 16.7 33.6 16.2 75.440 37 54.6 32.1 54.6 34.4 225.445 133.6 210 123.3 210 132.4 3137.250 245.2 316.9 265.3 316.9 268.3 1845.255 513.5 495.7 525.1 495.7 447.8 177560 1152.4 1259.5 882 1259.5 1081.9 11749.365 1752 2884.8 2567.4 2884.8 2202.8 7313.870 4559.6 6387 4129.1 6387 4770.9 63128.675 7859.9 14478.5 6630.4 14478.5 5938.9 22204.780 12549.9 34592.4 12920.1 34592.4 14957.1 290688.885 10098.1 44845.4 10904.2 44845.4 15011.5 448510.190 17637.5 78716.6 18005.4 78716.6 19623.9 393283.895 24388.2 133898.8 26006.7 133898.8 26371.4 612443.6100 22096.4 108588.7 21641.3 108588.7 26679.4 404530.4
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíîé òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà ñ òðàäè-öèîííûì ïðèâåäåíèåì è àëãîðèòìîâ ñ îïòèìàëüíûì ïðèâåäåíèåì îò ïîðÿäêà ìàòðèöûÑèììåòðè÷íûå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà�åíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n îò 10 äî 60 ñ øà-ãîì 1. Ýëåìåíò ìàòðèöû wij âû÷èñëÿëñÿ êàê åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
(xi, yi), (xj , yj) , êîîðäèíàòû êîòîðûõ âûáèðàëèñü ñëó÷àéíî èç äèàïàçîíà îò 0 äî250000000/n . Äëÿ êàæäîãî n ðåøåíî áîëåå 200 çàäà÷. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òåñòîâûõðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü àëãîðèòìû 1�4 áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíåíèé, ó÷èòûâàþùèõñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû. Òàáë. 3

n DEF APS APSA APSAC
T1 E1 T2 E2 T3 E3 T4 E410 0.2 47 0.5 28 0.1 28 0.1 2415 1.2 212 0.6 95 1.2 95 0.9 8520 5.4 985 3.5 252 3.4 252 3.2 23525 28.1 3958 13.4 598 13.2 598 12.7 57430 152.1 16401 39.6 1342 38.4 1342 37.6 131235 721 62339 119 2688.4 114 2688 114.2 264440 3430.1 244500 359.5 5969 344 5969 346.1 591645 15042.3 925826 1231.6 16826 1183.6 16826 1187.8 1675750 74466.4 3893821 3280.6 31142 3132.7 31142 3164.2 3105855 356217 16225433 7822.3 56549 7572.7 56549 7621 5645460 914692 35522112 22827 132753 22588 132753 22429 132643Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ti è Ei äëÿ çàäà÷ ñ îäèíàêî-âûì ïîðÿäêîì ìàòðèöû, øàã ïî n â òàáëèöå ðàâåí 5. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ñðåäíèåçíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ti äëÿ çàäà÷ ñ ìàòðèöàìè îäíîãî ïîðÿäêà, äëÿ ïîñòðîåíèÿãðà�èêà èñïîëüçîâàíû ïîëíûå äàííûå ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åííûå ñ øàãîì ïî n ,ðàâíûì 1.
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîâ îò ïîðÿäêà ìàòðèöûÂ òàáë. 4 ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé T1/Ti è E1/Ei äëÿ çàäà÷ñ îäèíàêîâûì ïîðÿäêîì ìàòðèöû, øàã ïî n â òàáëèöå ðàâåí 5. Íà ðèñ. 4 ïðèâå-äåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ T1/Ti äëÿ çàäà÷ ñ ìàòðèöàìè îäíîãî ïîðÿäêà,äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêà èñïîëüçîâàíû ïîëíûå äàííûå ýêñïåðèìåíòà, ïîëó÷åííûåñ øàãîì ïî n , ðàâíûì 1. Òàáë. 4
n APS APSA APSAC

T1/T2 E1/E2 T1/T3 E1/E3 T1/T4 E1/E410 0.2 1.9 0.2 1.9 0.2 2.715 1.2 2.9 1.2 2.9 1.1 3.420 4.9 4.9 4.3 4.9 4.3 5.525 9.9 9.2 7.4 9.2 8.5 10.930 9.4 18.8 9.9 18.8 9.5 19.835 8.6 34.9 9.1 34.9 9.8 36.340 16.1 72.7 16.7 72.7 16.7 74.245 25.6 137.1 26.6 137.1 26.7 139.450 41.4 238.4 43.3 238.4 43.1 241.255 115.5 735.5 119.6 735.5 119 740.360 99.5 709.3 101.3 709.3 102.3 711.6Êàê äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ, òàê è äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àéíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèìåíåíèå îïòèìàëüíîãîïðèâåäåíèÿ äàåò çíà÷èòåëüíûé âûèãðûø íå òîëüêî ïî êîëè÷åñòâó ïðîñìîòðåííûõóçëîâ, íî è ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïðè÷åì ýòîò âûèãðûø âîçðàñòàåò ñ ðîñòîìðàçìåðíîñòè çàäà÷è (ñì. òàáë. 2, 4, è ðèñ. 2, 4). Îòñóòñòâèå çàìåòíîãî ïðåèìóùåñòâàíà ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ (äî 25 ïóíêòîâ â íåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷àõ è äî 15 ïóíêòîââ ñèììåòðè÷íûõ çàäà÷àõ) íå óäàëîñü âûÿâèòü èç-çà òðóäíîñòè äîñòàòî÷íî òî÷íîé�èêñàöèè âðåìåíè ðåøåíèÿ ââèäó åãî ìàëîñòè.
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíîé òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà ñ òðàäè-öèîííûì ïðèâåäåíèåì è àëãîðèòìîâ ñ îïòèìàëüíûì ïðèâåäåíèåì îò ïîðÿäêà ìàòðèöûÒàáë. 5Èìÿ n DEF APS APSA APSACçàäà÷è T1 T2 T3 T4ft70 70 160328 147265 149187ftv33 34 156 1046 968 1046ftv35 36 78 46 31 46ftv38 39 312 46 31 46ftv44 45 1500 93 78 78ftv47 48 20968 437 406 421ftv55 56 615500 2640 2437 2437ftv64 65 951750 2187 1984 2015ftv70 71 9515 8203 8390ftv90 91 1609 1484 1500ftv130 131 130813 114265 116484ftv140 141 122593 109578 108375ftv150 151 152562 132078 134531ftv160 161 4045046 3771093 3970437rbg323 323 20968 3015 2968rbg358 358 86515 7140 7328rbg403 403 128062 5781 5484rbg443 443 73906 4328 3578td316 317 11890 11921td1000 1001 1237515 1245875 1227671br17 17 5078 6140 5437 5625kro124p 100 3688984 3505406 3568203ry48p 48 571140 57765 54406 54406atex1 16 234 437 390 406atex3 32 281 62 46 46ode198 198 234 171 78 62ode253 253 1818203 1255640 1261203



ÌÅÒÎÄ ËÈÒÒËÀ Ñ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÌ Ï�ÈÂÅÄÅÍÈÅÌ ÌÀÒ�ÈÖÛ 21Òàáë. 6Èìÿ n DEF APS APSA APSACçàäà÷è E1 E2 E3 E4ft70 70 3421546 3421546 3421486ftv33 34 20737 217020 217096 217035ftv35 36 8496 3562 3562 3544ftv38 39 28328 2123 2123 2093ftv44 45 116002 3013 3010 2990ftv47 48 1814510 13205 13123 13117ftv55 56 34685374 90719 88640 88611ftv64 65 48391535 62403 59254 59236ftv70 71 1422764 142949 142860ftv90 91 8075 8075 8017ftv130 131 3393901 3520841 3520771ftv140 141 299846 298833 298760ftv150 151 3744592 3431861 3431649ftv160 161 20704188 20278643 20278579rbg323 323 8459 322 242rbg358 358 31802 357 322rbg403 403 40598 402 248rbg443 443 11924 442 81td316 317 316 315td1000 1001 3060 1000 843br17 17 1909572 1301491 1256528 1256524kro124p 100 11884544 11884544 11884029ry48p 48 407404475 2296581 2296533 2296533atex1 16 80013 98322 98373 98357atex3 32 43633 2229 2253 2225ode198 198 421 197 197 196ode253 253 559582 559582 559299Èçâåñòíûå òåñòîâûå çàäà÷èÝòè çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîì-ìèâîÿæåðà è ñâîáîäíî äîñòóïíû â ñåòè èíòåðíåò. Ñ îïèñàíèåì çàäà÷ è èõ ïðîèñ-õîæäåíèåì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â ñòàòüå [8℄.Â òàáë. 5 è 6 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé Ti è Ei ñîîòâåòñòâåííî. Ïó-ñòûå êëåòêè îçíà÷àþò, ÷òî çàäà÷à íå áûëà ðåøåíà ñîîòâåòñòâóþùèì àëãîðèòìîìçà îòâåäåííûõ äâà ÷àñà íà ðåøåíèå îäíîé çàäà÷è.Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ, îñíîâíîé âûâîä, ñäåëàííûé ðàíåå äëÿíåñèììåòðè÷íûõ è äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àéíûõ çàäà÷, � ý��åêòèâíîñòü ïðè-ìåíåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ � ïîäòâåðæäàåòñÿ è äëÿ ðåøåííûõ èçâåñòíûõòåñòîâûõ çàäà÷. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè òðàäèöèîííîé ðåàëèçàöèè ìå-òîäà Ëèòòëà íå óäàâàëîñü íàéòè ðåøåíèå çà îòâåäåííûõ äâà ÷àñà, àëãîðèòìû ñîïòèìàëüíûì ïðèâåäåíèåì íàõîäèëè ðåøåíèå.Îòìåòèì îñîáåííî ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è td316. Çäåñü èíòåðåñíî òî, ÷òîïðèìåíåíèå òîëüêî îïòèìàëüíîãî ïðèâåäåíèÿ íå äàëî ðåøåíèå çà îòâåäåííûõ äâà÷àñà. Îäíàêî àëãîðèòìû ñ îïòèìàëüíûì ïðèâåäåíèåì è ïîèñêîì ýëåìåíòà ñ ìàê-ñèìàëüíîé îöåíêîé òîëüêî ñðåäè ýëåìåíòîâ îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ, íàéäåííîãîàëãîðèòìîì Ìàíêðåñà ïðè îïòèìàëüíîì ïðèâåäåíèè ìàòðèöû (àëãîðèòìû APSA,APSAC) íàøëè ðåøåíèå ìåíåå ÷åì çà 12 ñåêóíä. Íà íàø âçãëÿä, ýòî îáúÿñíÿåòñÿîñîáîé ý��åêòèâíîñòüþ âûáîðà ýëåìåíòà äëÿ âåòâëåíèÿ èç òåêóùåãî íàçíà÷åíèÿ.



22 È.Ô. ÁÎ�ÕÀÍÎÂ, Â.�. ÔÀÇÛËÎÂÂ çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðÿä òåñòîâûõ çàäà÷ � ft53 (53 � êîëè÷åñòâî ïóíê-òîâ), ftv100 (101), ftv110 (111), ftv120 (121), ftv170 (171), td100 (101), p43 (43), atex4(48), atex5 (72), atex8 (600), big702 (702), d112 (112), d126 (126), d134 (134), d176(176), d188 (188), d563 (563), d849 (849), d895 (895), d932 (932) � íå áûëè ðå-øåíû çà îòâåäåííûõ äâà ÷àñà íè îäíèì èç ìåòîäîâ, ïðè÷åì ñðåäè íèõ åñòü çàäà÷èíåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè (íàïðèìåð, ft53, p43, atex4, atex5). Ïî-âèäèìîìó, äëÿ ðàç-ðàáîòêè õîðîøèõ àëãîðèòìîâ äëÿ èõ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ èçó÷åíèå ñïåöè�èêè ýòèõçàäà÷. SummaryI.F. Borhanov, V.R. Fazylov. Little's method with optimal redution of a matrix.In this paper are onsidered appliation traditional and optimum redution of a matrixin Little's method for asymmetrial problem of the traveling salesman representative. On anumber of test problems high e�ieny of optimum redution is shown.Ëèòåðàòóðà1. Àêî� �., Ñàñèåíè Ì. Îñíîâû èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. � Ì.: Ìèð, 1971. � 534 ñ.2. Êîíâåé �.Â., Ìàêñâåëë Â.Ë., Ìèëëåð Ë.Â. Òåîðèÿ ðàñïèñàíèé. � Ì.: Íàóêà, 1975. �359 ñ.3. Áîðõàíîâ È.Ô., Ôàçûëîâ Â.�. Îá îïòèìàëüíîì ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ñòîèìîñòåé //Ó÷. çàï. Êàçàí. óí-òà. Ñåð. Ôèç.-ìàòåì.íàóêè. � 2006. � Ò. 148, êí. 2. � Ñ. 18�22.4. Munkres J. Algorithms for the assignment and transportation problems // J. SIAM. �1957. � V. 5, No 1. � P. 32�38.5. Jin Kue Wong. A new implementation of an algorithm for the optimal assignment prob-lem: an improved version of Munkres' algorithm // BIT Numerial Mathematis. � V. 19,No 3. � P. 418�424.6. Êðèñòî�èäåñ Í. Òåîðèÿ ãðà�îâ. Àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä. � Ì.: Ìèð, 1978. � 432 ñ.7. �åéíãîëüä Ý., Íèâåðãåëüò Þ., Äåî Í. Êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû. Òåîðèÿ è ïðàê-òèêà. � Ì.: Ìèð, 1970. � 476 ñ.8. Cirasella J., Johnson D.S., MGeoh L.A., Zhang W. The asymmetri travelling salesmanproblem: algorithms, instane generators, and tests // ALENEX. � 2001. � V. 2153. �P. 32�59. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ08.09.06Áîðõàíîâ Èëüíàð Ôèðñîðîâè÷ � àñïèðàíò êà�åäðû ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêèÊàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.Ôàçûëîâ Âàëåðèé �àó�îâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, çàâåäóþùèéêà�åäðîé ýêîíîìè÷åñêîé êèáåðíåòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: Valery.Fazylov�ksu.ru


