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F
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F − E .1. Ââåäåíèå�àññìîòðèì íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Mn à��èíîðíóþ ñòðóêòóðó (E,
1

F ,
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F ) ,ãäå E � åäèíè÷íûé à��èíîð, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñòðóêòóðíûì ñîîòíîøåíèÿì
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F − E. (1)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èçîìîð�íî îïðåäåëÿþòñÿ òðåõìåðíîé óíèòàëüíîé, êîììóòàòèâ-íîé, àññîöèàòèâíîé è ïðèâîäèìîé àëãåáðîé ℜ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Rñ ñîîòâåòñòâóþùèìè áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè (δ,
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f − δ .Â àëãåáðå ℜ åñòü òðè áàçèñíûõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ èäåìïîòåíòà
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f), α = 1, 2,
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δ,äàþùèõ â ñóììå ãëàâíóþ åäèíèöó δ =
0

δ+
1

δ+
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δ . Ñëåäîâàòåëüíî, àëãåáðà ðàñêëàäû-âàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ℜ =
0

δℜ ⊕
1

δℜ ⊕
2

δℜ ãëàâíûõ èäåàëîâ, ïîðîæäåííûõ ýòèìèèäåìïîòåíòàìè, ò. å. ïðèâîäèìàÿ. Î÷åâèäíî, àëãåáðà ℜ èçîìîð�íà ïðÿìîé ñóììå
R ⊕ R ⊕ R . Óñëîâèìñÿ äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü à��èíîðíóþ ñòðóêòóðó (E,

1

F ,
2

F )â äàëüíåéøåì ℜ-ñòðóêòóðîé, èìåÿ ââèäó âûøåóêàçàííóþ àëãåáðó ℜ .Êàæäûé èç à��èíîðîâ α

F ïîðîæäàåò íà ìíîãîîáðàçèè ñòðóêòóðó ïî÷òè ïðî-èçâåäåíèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà íà ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò ãëàäêèé àòëàñ ëîêàëüíûõêàðò, â êîòîðûõ êîìïîíåíòû à��èíîðà ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ (èíòå-ãðèðóåìîñòü ñòðóêòóðíîãî à��èíîðà), ìíîãîîáðàçèå êëàññà Cω ïðåäñòàâëÿåòñÿïðîèçâåäåíèåì äâóõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Êàê èçâåñòíî [1℄, ýòîò ñëó÷àé õàðàêòåðè-çóåòñÿ àííóëèðîâàíèåì òåíçîðà Íåéåíõåéñà à��èíîðà α

F èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,ñóùåñòâîâàíèåì íà ìíîãîîáðàçèè (êëàññà Cω ) à��èííîé ñâÿçíîñòè áåç êðó÷åíèÿ,îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñòðóêòóðíûé à��èíîð ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíî ïîñòîÿííûì.



122 Ñ.�. ËÅÉÊÎ�àññìîòðèì òåíçîð êðó÷åíèÿ äâóõ à��èíîðîâ α

F , îïðåäåëåííûé �îðìóëîé [2,ñ. 44℄:
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F ] . Ýòè òåíçîðû íàçûâàþò òåíçî-ðàìè Íåéåíõåéñà à��èíîðîâ α

F . Áûëî óñòàíîâëåíî [3℄, ÷òî äëÿ îäíîâðåìåííîéèíòåãðèðóåìîñòè äâóõ êîììóòèðóþùèõ ñòðóêòóð ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ (èëè ïî÷òèêîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî àííóëèðîâàíèÿ òðåõ òåíçîðîâ
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i](àëüòåðíàöèÿ ñ äåëåíèåì). ×àñòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå â êîìïîíåíòíîì ïðåäñòàâ-ëåíèè ìîæíî çàìåíèòü íà êîâàðèàíòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå îòíîñèòåëüíî ëþáîéà��èííîé ñâÿçíîñòè 0
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i]. (4)À��èíîðíûå ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííûå àëãåáðîé, ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ âîìíîãèõ íàïðàâëåíèÿõ ãåîìåòðèè ìíîãîîáðàçèé [4, 5℄. Ìû èçó÷èì âîïðîñ ñóùå-ñòâîâàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè ñ ℜ-ñòðóêòóðîé à��èíûõ ñâÿçíîñòåé áåç êðó÷åíèÿ

∇ , äëÿ êîòîðûõ ïðè íåêîòîðûõ êîâåêòîðàõ (èõ áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëÿþùèìèêîâåêòîðàìè) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
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j) (5)(êðóãëûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷àåì ñèììåòðèçàöèþ ñ äåëåíèåì). Òàêèå ñâÿçíîñòè íà-çûâàåì ïëàíàðíûìè ñâÿçíîñòÿìè. Â ÷àñòíîñòè, îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèèóïëîùàþùèõ îòîáðàæåíèé [6�8℄.



ÏËÀÍÀ�ÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ 1232. Àäàïòèðîâàííûå ðåïåðû è êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòûÂâåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà à��èíîðîâ α

F â êàñà-òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx(M) ìíîãîîáðàçèÿ â òî÷êå x ∈ M , êîòîðûå îòâå÷àþòñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ±1 . Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç α

F+ , α

F− ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêà-æåì, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ ñ à��èíîðíîé ℜ-ñòðóêòóðîéèìååò â êàæäîé òî÷êå ñòðîåíèå
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=
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Q . Îòñþäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ξ ∈ Tx(M) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå
ξ =
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P (ξ) +
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Q(ξ) +
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Q(ξ) . Òàê êàê α

F
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Q = −
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Q , òî α

Q(ξ) ∈
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F− . Â ñâîþ î÷åðåäü èçðàâåíñòâ α

F (
1

PP )1 =
1

P
2

P âûòåêàåò 1

P
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P (ξ) ∈
1

F+ ∩
2

F+ , ÷òî è äîêàçûâàåò óêàçàííóþñòðóêòóðó Tx(M) .Ïóñòü n0 , n1 , n2 � ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ 1

F+∩
2

F+ , 1

F− ,
2

F− . Âîçüìåì â ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ áàçèñíûå âåêòîðû ei0 , ei1 , ei2 , çàíóìåðîâàâèõ â ïîðÿäêå
i0, . . . = 1, 2, . . . , n0; i1, . . . = n0 + 1, . . . , n0 + n1;

i2, . . . = n0 + n1 + 1, . . . , n = n0 + n1 + n2.Òàêèì îáðàçîì,
α

F (ei0) = ei0 ,
1

F (ei1) = −ei1 ,
2

F (ei2) = −ei2 .Êðîìå òîãî, èç ñòðóêòóðíûõ ñîîòíîøåíèé (1) âûòåêàåò
1

F (ei2) = −ei2 ,
2

F (ei1) = −ei1 .Âûáåðåì òåïåðü ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû xi òàê, ÷òîáû â òî÷êå x âçÿòûå âåêòî-ðû ñîâïàëè ñ êàñàòåëüíûìè âåêòîðàìè ê êîîðäèíàòíûì êðèâûì, ò. å. ei = ∂
∂xi

∣

∣

x
.Ïîñòðîåííûé ðåïåð (x, ei0 , ei1 , ei2) íàçûâàþò àäàïòèðîâàííûì ðåïåðîì, à êîîðäè-íàòû xi � êàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ℜ-ñòðóêòóðû â òî÷êå x . Îòíîñèòåëüíîêàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò ñòðóêòóðíûå à��èíîðû èìåþò â òî÷êå x êîìïîíåíòû

(
1

F k
i ) =





E0 0 0
0 −E1 0
0 0 E2



 , (
1

F k
i ) =





E0 0 0
0 E1 0
0 0 −E2



 , (6)ãäå E0 , E1 , E2 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé n0 , n1 , n2 ñîîòâåòñòâåííî.Èñïîëüçîâàíèå êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì â êîíêðåò-íûõ çàäà÷àõ. Äëÿ èíòåãðèðóåìîé ℜ-ñòðóêòóðû ñóùåñòâóåò ãëàäêèé àòëàñ êàðò ñêàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè.



124 Ñ.�. ËÅÉÊÎ3. Ñóùåñòâîâàíèå ïëàíàðíûõ ñâÿçíîñòåéÏðè êîíñòðóèðîâàíèè ñïåöèàëüíûõ ñâÿçíîñòåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ à��èíîð-íûìè ñòðóêòóðàìè èñïîëüçóþò ìåòîä ââåäåíèÿ àïðèîðíîé ñâÿçíîñòè. Íà ìíîãîîá-ðàçèÿõ ñ êëàññè÷åñêèìè à��èíîðíûìè ñòðóêòóðàìè (ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ, ïî÷òèêîìïëåêñíîé è êâàòåðíèîííîé) ââåäåíèå àïðèîðíîé ñâÿçíîñòè âïåðâûå èñïîëüçî-âàëîñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçíîñòåé, ñîõðàíÿþùèõ ýòè ñòðóêòóðû [9, 10℄. Âñå òàêèåñâÿçíîñòè â îáùåì ñëó÷àå èìåþò êðó÷åíèå, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ èíòåãðèðó-åìûõ ñòðóêòóð. Äëÿ ñòðóêòóð ïî÷òè ïðîèçâåäåíèÿ è ïî÷òè êîìïëåêñíîé çàäà÷àîòûñêàíèÿ ïëàíàðíûõ ñâÿçíîñòåé áåç êðó÷åíèÿ ðåøåíà â ðàáîòå [6℄. Óñëîâèÿ äëÿîòûñêàíèÿ ïëàíàðíûõ ñâÿçíîñòåé ñ íåñêîëüêèìè ñòðóêòóðíûìè à��èíîðàìè ÿâ-ëÿþòñÿ áîëåå îáùèìè, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò çàäà÷ó èõ êîíñòðóèðîâàíèÿ.Ïóñòü íà ìíîãîîáðàçèè ñ ℜ-ñòðóêòóðîé èñêîìàÿ ïëàíàðíàÿ à��èííàÿ ñâÿç-íîñòü ∇ áåç êðó÷åíèÿ èìååò êîîý��èöèåíòû Γk
ij . Ââåäåì íà ýòîì ìíîãîîáðà-çèè àïðèîðíóþ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ 0

∇ ñ êîý��èöèåíòàìè 0
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i].Ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ñ (8), ïîëó÷èì
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s]

α

F s
i

α

F b
j .Ïîñëåäíèé òåíçîð ñâÿçàí ñ òåíçîðîì Íåéåíõåéñà ðàâåíñòâîì

∗α

Nk
ij =

1

4

α

Ns
ij

α

F k
s ,



ÏËÀÍÀ�ÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ 125è óäîâëåòâîðÿåò íà îñíîâàíèè (2), (3) òîæäåñòâàì
∗α

Nk
sj

α

F s
i +

∗α

N s
ij

α

F k
s = 0. (11)Êîâàðèàíòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå ïåðâîé ãðóïïû ñòðóêòóðíûõ ñîîòíîøåíèé (2)äàåò

α

F s
i∇j

α

F k
s +

α

F k
s∇j

α

F s
i = 0.Ïîäñòàâèâ ñþäà (10), ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà (11) ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

α

2k
s

α

F s
ij + 2

α

F k
s(j

α

F s
i) +

α

Fu
st

α

F k
u

α

F s
i

α

F t
j = 0.Ïðèíèìàÿ çäåñü âî âíèìàíèå ÿâíîå âûðàæåíèå òåíçîðà α

F k
ij , íà îñíîâàíèè ñòðóê-òóðíûõ ñîîòíîøåíèé (2) ïðèäåì ê ðàâåíñòâàì âèäà

α
a
0

(iδ
k
j) +

α
a
1

(i

1

F k
j) +

α
a
2

(i

2

F k
j) = 0. (12)�àññìîòðåíèå ðàâåíñòâ (12) â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êåïîêàçûâàåò, ÷òî îíè âîçìîæíû òîëüêî ïðè íóëåâûõ êîâåêòîðàõ. Âûïèñûâàÿ ÿâíûåâûðàæåíèÿ ýòèõ êîâåêòîðîâ ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

2
ω
1

i +
2
ω
1

s

1

F s
i = 0,

1
ω
2

i +
1
ω
2

s

2

F s
i = 0,

0
ω
1

i +
2
ω
1

i +
1
ω
1

s

1

F s
i = 0,

0
ω
2

i +
1
ω
2

i +
2
ω
2

s

2

F s
i = 0. (13)Åñëè òåïåðü â (10) ó÷åñòü ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ (13) íà êîâåêòîðû, ïðèõîäèì êâûðàæåíèþ

∇j

α

F k
i =

α
ω
0

iδ
k
j +

α
ω
1

i

1

F k
j +

α
ω
2

i

2

F k
j +

∗α

Nk
ij . (14)Ïîñêîëüêó òåíçîð ∗α

Nk
ij íå çàâèñèò îò âûáîðà àïðèîðíîé ñâÿçíîñòè 0

∇ , òî (14) ýê-âèâàëåíòíû èñõîäíûì óñëîâèÿì ïëàíàðíîñòè ñâÿçíîñòè (5).Êîâàðèàíòíîå äè��åðåíöèðîâàíèå âòîðîé ãðóïïû ñòðóêòóðíûõ ñîîòíîøåíèé(2) îòíîñèòåëüíî ïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè ∇ è ïîñëåäóþùàÿ ïîäñòàíîâêà (14) äàþò
α

b
0

iδ
k
j +

α

b
1

i

1

F k
j +

α

b
2

i

2

F k
j +

α

F k
s

∗β

Ns
ij +

β

F s
i

∗α

Nk
sj −

∗1

Nk
ij −

∗2

Nk
ij = 0. (15)Çäåñü α 6= β è α

b
r

i =
α
ω
r

s

α

F s
i −

1
ω
r

i −
2
ω
r

+
β
ω
q

i

α

Cq
r , ãäå äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ êîâåê-òîðîâ ââåäåíû ìàòðèöû (q, r = 0, 1, 2 � íîìåðà ñòðîê ñòîëáöîâ ñîîòâåòñòâåííî)

(
1

Cq
r) =





0 1 0
1 0 0
−1 1 1



 , (
2

Cq
r) =





0 0 0
−1 1 1
1 0 0



 .�àññìîòðåíèå (15) â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå äàåò α

b
r

i = 0èëè â ðàçâåðíóòîé çàïèñè
1
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0
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0
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i −
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i −
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i −
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i +
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i +
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i −
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i = 0.



126 Ñ.�. ËÅÉÊÎÏîñëåäíèå óñëîâèÿ âìåñòå ñ (13) äàþò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð îïðåäå-ëÿþùèõ êîâåêòîðîâ ïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè:
1
ω
2

i = −
1
ω
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s
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F s
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s
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i ,
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i −
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1
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i +
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s

2
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i −

1
ω
1

i = 0, (16)
2
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i +
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i −
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i +
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i −
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i = 0, 2

1
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−
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i +
1
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1

s

1

F s
i −

2
ω
2

s

1

F s
i = 0.Êðîìå òîãî, èç (15) ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà ñòðóêòóðíûå à��èíîðû

α

F k
s

∗β

Ns
ij +

β

F s
i

∗α

Nk
sj −

∗1

Nk
ij −

∗2

Nk
ij = 0. (17)Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (2), à òàêæå òîæäåñòâà (11), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò êàæäûéñòðóêòóðíûé à��èíîð, ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñâÿçíîñòü ñ êîý��èöèåíòàìè

0

Γk
ij +
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Ck
ij , ãäå

α
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ij = −

1
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α

F s
(i

0

∇j)
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α
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j)] −

α
w
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(iδ
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j) −

α
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1
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j) −

α
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2
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1
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0

i =
1
ω
1

i,
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1

i =
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w
2

i =
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2

i,
2
w
0

i =
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i, ,
2
w
1

i =
2
ω
1

i,
2
w
2

i =
2
ω
0

i,óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèå (5) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì α . Áîëåå òîãî, ñâÿçíîñòüñ êîý��èöèåíòàìè
0

Γk
ij +

α

Ck
ij +

α

T k
ij ,

α

T k
ij =

α

tk
ij + 2

α

tu
s(i

α

F s
j)

α

F k
u +

α

tk
su

α

F s
i

α

Fu
j (18)ïðè ëþáîì ñèììåòðè÷íîì òåíçîðå α

tk
ij òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå ýòî-ìó íîìåðó óðàâíåíèå (5). Êàê ïîêàçûâàåò ïðîâåðêà â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ,ïðåäñòàâëåíèÿìè (18) èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå òàêèå ðåøåíèÿ. Êîý��èöèåíòû èñêîìîéïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè äîëæíû áûòü ðåøåíèÿìè îáîèõ óðàâíåíèé (5) îäíîâðåìåííî.Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äâà òåíçîðà α

tk
ij , äëÿ êîòîðûõ

1

Ck
ij +

1

T k
ij =

2

Ck
ij +

2

T k
ij .�àññìîòðåâ ýòî ñòûêîâî÷íîå óñëîâèå â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ â ïðîèçâîëüíîéòî÷êå, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì (16), ïîëó÷àåì 1,2

N k
ij = 0 .Åñëè â âûðàæåíèå (4) äëÿ òåíçîðà 1,2

N k
ij ïîäñòàâèòü â êà÷åñòâå ïðîèçâîëüíîéñâÿçíîñòè èñêîìóþ ïëàíàðíóþ ñâÿçíîñòü, ïîëó÷àåì

2
1,2
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1

F s
i
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j
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is +
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js −
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j
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s

∗2

Ns
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ij = 0.Âìåñòå ñ (17) ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà äàþò

∗1

Nk
ij =

∗1

Ns
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i ,
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ij

1

F k
s =
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F s
i . (19)



ÏËÀÍÀ�ÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ 127Â èòîãå ïîëó÷åíàÒåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû íà ìíîãîîáðàçèè ñ ℜ-ñòðóêòóðîé ñóùåñòâîâàëàïëàíàðíàÿ ñâÿçíîñòü áåç êðó÷åíèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñòðóêòóð-íûå à��èíîðû óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿ (19), à îïðåäåëÿþùèå êîâåêòîðû � óñëîâèÿ(16).Ñëåäñòâèå 1. Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òî-áû íà ìíîãîîáðàçèè (êëàññà Cω ) ñ ℜ-ñòðóêòóðîé ñóùåñòâîâàëà ïëàíàðíàÿ ñâÿç-íîñòü ∇ , ñîõðàíÿþùàÿ ñòðóêòóðó: ∇j

α

F k
i = 0 , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáûñòðóêòóðà áûëà èíòåãðèðóåìîé. Â ñàìîì äåëå, åñëè íà ìíîãîîáðàçèè òàêàÿ ñâÿç-íîñòü ñóùåñòâóåò, òîãäà èç (3) è (4) âûòåêàåò, ÷òî àííóëèðóþòñÿ âñåõ òðèòåíçîðà Íåéåíõåéñà α,β

N è, ñëåäîâàòåëüíî, ℜ-ñòðóêòóðà èíòåãðèðóåìàÿ. Îáðàò-íî, åñëè ℜ-ñòðóêòóðà èíòåãðèðóåìàÿ (α,β

N = 0) è âñå îïðåäåëÿþùèå êîâåêòîðûïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè íóëåâûå, òîãäà âñëåäñòâèå òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò ïëàíàð-íàÿ ñâÿçíîñòü, ñîõðàíÿþùàÿ ñòðóêòóðó.Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è 0

∇ � íåêîòîðàÿ ïëàíàðíàÿ ñâÿç-íîñòü ℜ-ñòðóêòóðû. Òîãäà îáùåå ïðåäñòàâëåíèå êîý��èöèåíòîâ ëþáîé äðóãîé ïëà-íàðíîé ñâÿçíîñòè èìååò âèä 0

Γk
ij +Qk

ij , ãäå ñèììåòðè÷íûé òåíçîð Qk
ij óäîâëåòâîðÿåòñèñòåìó
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s(j
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F s
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ij = 0 (20)ñðàçó äëÿ äâóõ çíà÷åíèé α = 1, 2 .Ñ öåëüþ îòûñêàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (20) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òåíçîð
Qk

ij = a1t
k
ij + a2

1

F k
c tcij + a3

2

F k
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j+
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c tcab
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Fa
i

1

F b
j+

+ a15

1

F k
c tcab

2

F a
i

2

F b
j + 2a16t

k
ab

1

F a
(i

2

F b
j) + 2a17

1

F k
c tcab

1

F a
(i

2

F b
j) + 2a18

2

F k
c tcab

21

F a
(i

2

F b
j).Çäåñü a1, . . . , a18 � íåêîòîðûå �óíêöèè, tkij � ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð.Èñêîìûé òåíçîð Qk

ij ñêîíñòðóèðîâàí èç âñåõ âîçìîæíûõ ñèììåòðè÷íûõ ñâåðòîêòåíçîðà tkij ñî ñòðóêòóðíûìè à��èíîðàìè. Ïîäñòàâèì ýòîò òåíçîð â ñèñòåìó (20) èïðèðàâíÿåì çàòåì ê íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñâåðòêàõ. Èñïîëüçóÿ ïðèýòîì ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ (1), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ëèíåéíîé îäíîðîäíîéñèñòåìå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé a1, . . . , a18 :1. −a2 + a3 + a4 − a5 = 0 , a2 − a3 − a4 + a5 = 0 ;2. a1 − a3 + a6 − a9 = 0 , −a2 − a6 + a9 = 0 ;3. −a3 − a7 + a8 = 0 , −a1 − a2 + a7 − a8 = 0 ;4. a1 + a5 − 2a6 + 2a8 + a10 − a16 = 0 , a4 + 2a6 − 2a8 − a10 + a16 = 0 ;5. a5 + 2a7 − 2a9 − a11 + a16 = 0 , a1 + a4 − 2a7 + 2a9 + a11 − a16 = 0 ;6. a8 − 2a4 − 2a8 + a9 + a12 − a17 = 0 , −a6 − a12 + a17 = 0 ;7. −a7 − a13 + a18 = 0 , a3 − 2a5 + a8 − 2a9 + a13 − a18 = 0 ;



128 Ñ.�. ËÅÉÊÎ8. a3 + a7 − 2a8 + a14 − a18 = 0 , −2a4 − 2a6 + a8 − a14 + a18 = 0 ;9. −2a5 − 2a7 + a9 − a15 + a17 = 0 , a2 + a6 − 2a9 + a15 − a17 = 0 ;10. a4 − a12 + a14 + a16 = 0 , a10 + a12 − a14 = 0 ;11. a11 + a13 − a15 = 0 , a5 − a13 + a15 + a16 = 0 ;12. a6 − a10 − a14 + a17 = 0 ;13. a7 − a11 − a15 + a18 = 0 ;14. a8 − a14 + a18 = 0 , −a10 − a12 + a14 = 0 ;15. −a11 − a13 + a15 = 0 , a9 − a15 + a17 = 0 ;16. a5 + a11 + a16 − 2a17 + 2a18 = 0 , a4 + a10 + a16 + 2a17 − 2a18 = 0 ;17. a9 + a15 + a17 − 2a16 − 2a18 = 0 , a6 + a12 − a17 = 0 ;18. a7 + a13 − a18 = 0 , a8 + a14 − 2a16 − 2a17 + a18 = 0(êîý��èöèåíòû ïðè íåêîòîðûõ ñâåðòêàõ ðàâíû íóëþ àâòîìàòè÷åñêè).Ýòà ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé è åå îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä
a1 = −f1 − f2, a2 = a4 = −a6 = −a10 = f1,

a3 = a5 = −a7 = −a11 = f2, a12 = f0 + f1, a13 = f0 + f2,

a14 = a15 = a17 = a18 = f0, a8 = a9 = a16 = 0,ãäå �óíêöèè f0 , f1 , f2 ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî.Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (20) â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàòâ ïðîèçâîëüíîé òî÷êå èìååò âèä: Qk0

i0j0
, Qk1

i1j1
, Qk2

i2j2
ëþáûå, îñòàëüíûå � íóëè.Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïîñòðîåííîãî òåíçîðà èìååì â òîé æå ñèñòåìå: Qk0

i0j0
=

= 8f0t
k0

i0j0
, Qk1

i1j1
= 8f1t

k1

i1j1
, Qk2

i2j2
= 8f2t

k2

i2j2
, îñòàëüíûå � íóëè.Òåì ñàìûì ñêîíñòðóèðîâàííûé òåíçîð Qk

ij ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû(20), è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.Òåîðåìà 2. Åñëè 0

∇ � íåêîòîðàÿ ïëàíàðíàÿ ñâÿçíîñòü ℜ-ñòðóêòóðû, òîãäàîáùåå ïðåäñòàâëåíèå êîý��èöèåíòîâ ïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè ñ òåìè æå îïðåäåëÿ-þùèìè êîâåêòîðàìè èìååò âèä
Γk

ij =
0

Γk
ij + f0(

1

F k
c tcab

1

F a
i

1

F b
j +

2
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c tcab

2

F a
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j +
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c tcab

1
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+
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c tcab
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F a
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c tcab

1

F a
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2
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2
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c tcab

1

F a
(i

2

F b
j)+

+ f1(−tkij +
1

F k
c tcij + 2tka(j

1

F a
i) − 2

1

F k
c tca(j

1

F a
i) − tkab

1

F a
i

1

F b
j +

1

F k
c tcab

1

F a
i

1

F b
j)+

+ f2(−tkij +
2

F k
c tcij + 2tka(j

2

F a
i) − 2

2

F k
c tca(j

2

F a
i) − tkab

2

F a
i

2

F b
j +

2

F k
c tcab

2

F a
i

2

F b
j),ãäå tkij � ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð, f0 , f1 , f2 � ïðîèçâîëüíûå �óíê-öèè.



ÏËÀÍÀ�ÍÛÅ ÑÂßÇÍÎÑÒÈ 1294. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè�àññìîòðèì ïëàíàðíóþ ñâÿçíîñòü ∇ ñ êîý��èöèåíòàìè Γk
ij è îïðåäåëÿþùèìèêîâåêòîðàìè α

ω
0

i

α
ω
β

i è åå ïðåîáðàçîâàíèå ∇ = ∇+ P òåíçîðîì à��èííîé äå�îðìà-öèè
P k

ij = 2 p
0

(iδ
k
j) + 2 p

1
(i

1

F k
j) + 2 p

2
(i

2

F k
j). (21)Îáîçíà÷èì êîý��èöèåíòû ïðåîáðàçîâàííîé ñâÿçíîñòè ∇ ÷åðåç Γ

k

ij , òîãäà
Γ

k

ij = Γk
ij + 2 p

0
(iδ

k
j) + 2 p

1
(i

1

F k
j) + 2 p

2
(i

2

F k
j). (22)Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ñâÿçü ìåæäó êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè

∇j

α

F k
i = ∇j

α

F k
i +

α

F s
iP

k
js −

α

F k
sP s

jiè ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ (2), ïîëó÷èì
∇(i

α

F k
j) =

α

θ
0

(iδ
k
j) +

α

θ
1

(i

1

F k
j) +

α

θ
2

(i

2

F k
j),

α

θ
0

i =
α
ω
0

i +
α
q
0

i,
α

θ
β

i =
α
ω
β

i +
α
q
β

i, (23)ãäå êîâåêòîðû α
q
0

i , α
q
β

i îïðåäåëåííûì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîâåêòîðû pi , p
α

i èèõ ñâåðòêè ñî ñòðóêòóðíûìè à��èíîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå âñÿêîéïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè òåíçîðîì à��èííîé äå�îðìàöèè (21) äàåò ñíîâà ïëàíàðíóþñâÿçíîñòü, â îáùåì ñëó÷àå ñ äðóãèìè îïðåäåëÿþùèìè êîâåêòîðàìè.Êðèâàÿ γ : xi = xi(t) â ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâàåòñÿ (E,
1

F ,
2

F )-ïëàíàðíîéêðèâîé îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè ∇ , åñëè ïðè íåêîòîðûõ �óíêöèÿõ ïàðàìåòðà âäîëüýòîé êðèâîé âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
d2xk

dt2
+ Γk

ij

dxi

dt

dxj

dt
= f

0
(t)

dxk

dt
+ f

1
(t)

1

F k
s

dxs

dt
+ f

2
(t)

2

F k
s

dxs

dt
. (24)Ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñâÿçíîñòè ∇ òåíçîðîì à��èííîé äå�îðìàöèè (21) ñòðóê-òóðà óðàâíåíèé (23) íå èçìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ñâÿçíîñòåé ∇ , ∇ = ∇ + Pîáùèå (E,

1

F,
2

F )-ïëàíàðíûå êðèâûå. Åñëè ê òîìó æå ñâÿçíîñòü ∇ ÿâëÿåòñÿ ïëàíàð-íîé, òî åå (E,
1

F ,
2

F )-ïëàíàðíûå êðèâûå èìåþò óïëîùåíèå ïîðÿäêà íå ìåíåå n − 3 .Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èç êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ξi = dxi/dt ïîñòðîèòü åå âåêòîðûêðèâèçíû ξ
1

i = ∇tξ
i , ξ

2

i = ∇t ξ
1

i , ξ
3

i = ∇t ξ
2

i , òî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, âäîëü
(E,

1

F,
2

F )-ïëàíàðíîé êðèâîé ξ [i ξ
1

j ξ
2

k ξ
3

l] ≡ 0 .Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâàÿ ìíîãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî ïëà-íàðíîé ñâÿçíîñòè ∇ :
d2xk

dt2
+ Γk

ij

dxi

dt

dxj

dt
= 0ïîëó÷àåò âñëåäñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ (21) â êàæäîé òî÷êå óïëîùåíèå ïîðÿäêà íåìåíåå n−3 [11, 
. 473℄. Â ñâÿçíîñòè ∇ = ∇+P ýòà êðèâàÿ áóäåò (E,

1

F ,
2

F )-ïëàíàðíîéêðèâîé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè óïëîùàþùèõ îòîáðàæåíèé ïðåîáðàçîâàíèå (21)ïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè ∇ÿâëÿåòñÿ 3-ãåîäåçè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì (ïåðâîãî ëè-íåéíîãî òèïà), îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì âçàèìíîñòè [8℄. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõïðåîáðàçîâàíèé äàííîé ïëàíàðíîé ñâÿçíîñòè ∇ îáðàçóåò ãðóïïó.



130 Ñ.�. ËÅÉÊÎÊàê áûëî ïîêàçàíî â ï. 1, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãîîáðàçèÿ ñ ℜ-ñòðóêòóðîé ðàñïàäàåòñÿ â êàæäîé òî÷êå â ïðÿìóþ ñóììó òðåõ ïîäïðîñòðàíñòâ.�àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðàñïðåäåëåíèÿ D0 : x →
1

F+ ∩
2

F+ , D1 : x →
1

F− ,
D2 : x →

2

F− . Äëÿ èíòåãðèðóåìîé ℜ-ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè êëàññà Cω ýòèðàñïðåäåëåíèÿ áóäóò èíâîëþòèâíûìè, è ñóùåñòâóþò èõ ìàêñèìàëüíûå èíòåãðàëü-íûå ìíîãîîáðàçèÿ Mn0 , Mn1 , Mn2 . Âñÿêîå ïðåîáðàçîâàíèå êàíîíè÷åñêèõ êîîðäè-íàò èìååò ÿêîáèåâó ìàòðèöó
J(x1, . . . , xn) =





J(xi0 ) 0 0
0 J(xi1 ) 0
0 0 J(xi2



 .Ýòà ìàòðèöà êîììóòèðóåò ñ ìàòðèöàìè (6), ò. å. ñòðóêòóðíûå à��èíîðû îòíîñè-òåëüíî òàêèõ äîïóñòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìåþò êàíîíè÷åñêèé âèä. Òåì ñàìûìñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà GL(n, R) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T (Mn) ðåäóöèðóåòñÿ êïîäãðóïïå ìàòðèö J(x1, . . . , xn) . Ïîñêîëüêó âíóòðè êàæäîé ñåðèè êàíîíè÷åñêèõêîîðäèíàò îíè ïðåîáðàçóþòñÿ íåçàâèñèìî îò êîîðäèíàò äðóãîé ñåðèè, òî ìû ïî-ëó÷àåì ãëàäêèé àòëàñ êàðò, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåòñÿäâîéíûì ïðîèçâåäåíèåì Mn = Mn0 × Mn1 × Mn2 .Êîãäà (E,
1

F ,
2

F )-ïëàíàðíàÿ êðèâàÿ ìíîãîîáðàçèÿ Mn îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè
∇ ëåæèò â èíòåãðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè Mn0 , òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé êðè-âîé è ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ∇ = ∇ + P îñòàåòñÿ òàêæå ãåîäåçè÷åñêîé êðèâîé.Åñëè æå (E,

1

F ,
2

F )-ïëàíàðíàÿ êðèâàÿ ëåæèò â èíòåãðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè Mn1èëè Mn2 , òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî (E,
2

F )-ïëàíàðíîé èëè (E,
1

F )-ïëàíàð-íîé êðèâîé, îñòàâàÿñü òàêîâîé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ∇ = ∇ + P . Â îáùåì ñëó÷àå
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2

F )-ïëàíàðíûå êðèâûå ñâÿçíîñòè ∇ îñòàþòñÿ (E,
1

F ,
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F )-ïëàíàðíûìè êðèâû-ìè ñâÿçíîñòè ∇ = ∇ + P . SummaryS.G. Leiko. Planar 
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