
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 4 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 517.958Î ÌÎÄÅËÈ ÎÍÇÀ�Å�À Â ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÎ×ÊÈ ÔÀÇÎÂÎ�Î ÏÅ�ÅÕÎÄÀË.Ó. ÁàõòèåâàÀííîòàöèÿÂ ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè èçó÷àåòñÿ ðåøåíèå íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ Îíçàãåðà, îïèñûâàþùåãî îðèåíòàöèîííûé �àçîâûé ïåðåõîä èç èçîòðîïíîé âàíèçîòðîïíóþ (íåìàòè÷åñêóþ) �àçó â ñèñòåìå ñèëüíî âûòÿíóòûõ íåìàãíèòíûõ ñòåðæíåé.Èññëåäóåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â óêàçàííîé îêðåñòíîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ìîäåëü Îíçàãåðà, �àçîâûéïåðåõîä. ÂâåäåíèåÒåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ñèëüíî âûòÿíóòûõ öèëèíäðè÷åñêèõñòåðæíåé (δ = d/l ≪ 1 , d � äèàìåòð, l � äëèíà ñòåðæíÿ) ñ ïàðíûì âçàèìî-äåéñòâèåì òèïà ñòåðè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ èññëåäîâàëèñü Îíçàãåðîì â 1949 ã.(ìîäåëü Îíçàãåðà èñêëþ÷åííîãî îáúåìà). �åçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé ïîäðîáíîèçëîæåíû â ìîíîãðà�èè [1℄. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå, îðèåíòàöèîííî ðàçóïî-ðÿäî÷åííîé (èçîòðîïíîé) ïðè íèçêèõ êîíöåíòðàöèÿõ, ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèèïðîèñõîäèò �àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà (ñî ñêà÷êîì êîíöåíòðàöèè) â îðèåíòà-öèîííî óïîðÿäî÷åííóþ (àíèçîòðîïíóþ) �àçó, òðàêòóåìóþ êàê æèäêîêðèñòàëëè-÷åñêèé íåìàòèê. Âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà èçîòðîïíîé �àçû îïèñûâàþòñÿðàâíîìåðíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèé îñåé ÷àñòèö (ñîêðàùåííî ÎÔ� �îðèåíòàöèîííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ) f(n) = 1 (n � îðò îñè ñòåðæíÿ). Tåð-ìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà íåìàòè÷åñêîé �àçû îïèñûâàþòñÿ îòëè÷íîé îò åäèíèöûÎÔ�, èìåþùåé åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì â íàïðàâëåíèè äèðåêòîðà (íàïðàâëåíèèïðåèìóùåñòâåííîé îðèåíòàöèè îñåé ÷àñòèö) è èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïîâî-ðîòîâ âîêðóã ýòîãî íàïðàâëåíèÿ è çàìåíû n íà −n . Äëÿ ÎÔ� f(n) Îíçàãåðèç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, âû÷èñëåííîé â ïðèáëèæåíèèâòîðîãî âèðèàëüíîãî êîý��èöèåíòà, ïîëó÷èë íåëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

ν + ln f(n′) + λ

∫

B(n,n′)f(n) dn = 0, (1)ãäå ÿäðî B(n,n′) =
√

1 − (nn
′)2, nn

′ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îðòîâ n è
n
′, λ = 8η/(πδ) � �óíêöèÿ îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè η = V0ρ, V0 = πd2l/4 �îáúåì ÷àñòèöû, ρ = N/V � ïëîòíîñòü ñèñòåìû. Èíòåãðèðîâàíèå â (1) ïðîèçâî-äèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ñ�åðû ñ ýëåìåíòîì ïîâåðõíîñòè dn , êîòîðûé â ñ�åðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ïîëÿðíîé îñüþ, ñîâïàäàþùåé ñ äèðåêòîðîì íåìàòèêà, çàäàåòñÿñîîòíîøåíèåì

dn = (4π)−1 sin θ dϕ dθ.Íåèçâåñòíàÿ ïîñòîÿííàÿ ν îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîðìèðîâêè äëÿ f(n)
∫

f(n) dn = 1. (2)
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ‖hi‖ îò ïëîòíîñòè ρÏîñêîëüêó ÎÔ� f(n) îïèñûâàåò íåìàòèê, îíà äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâ-íåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèì, êðîìå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (2), åùå è ñëåäóþùèìóñëîâèÿì: à) f(n) = f(θ) (f(n) íå çàâèñèò îò óãëà ϕ),á) f(θ) = f(π − θ) ,â) f(0) = f(π) = max , äðóãèõ ìàêñèìóìîâ f(n) íå èìååò.Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ á) f(n) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëèíîìàìËåæàíäðà ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè P2s(n) = P2s(cos θ) , ïðè÷åì óñëîâèþ â) óäîâëå-òâîðÿåò ëèøü ïîëèíîì P2 .Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà �óíêöèþ h(n) = f(n) − 1 . Ïîòåíöèðóÿ â îáåõ ÷àñòÿõóðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè (2) óðàâíåíèå

h(n) = −1 +

exp

(

−λ

∫

B(n,n′)h(n) dn

)

∫

exp

(

−λ

∫

B(n,n′)h(n) dn

)

dn

. (3)Èññëåäîâàíèÿ [2℄ ïîêàçàëè, ÷òî ãëîáàëüíîå ðåøåíèå h(n) óðàâíåíèÿ (3) èìååòòðè âåòâè. Èçîòðîïíàÿ �àçà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ âåòâüþ h0(n) = 0 . Âåòâü h1(n) 6=
6= 0 îïèñûâàåò àíèçîòðîïíóþ �àçó è îòâåòâëÿåòñÿ îò èçîòðîïíîé âåòâè â òî÷êåáè�óðêàöèè ρ = ρb âëåâî. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè áè�óðêàöèè îíà ðàçëàãàåòñÿ âñõîäÿùèéñÿ ðÿä ïî öåëûì ñòåïåíÿì α = ρ − ρb , ýòî ðàçëîæåíèå ïîëó÷åíî â [1℄ ñòî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà O(α40) âêëþ÷èòåëüíî. Àíèçîòðîïíàÿ âåòâü h2(n)îòâåòâëÿåòñÿ îò âåòâè h1(n) âïðàâî (âòîðè÷íàÿ áè�óðêàöèÿ) â êðèòè÷åñêîé òî÷êå(òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà) ρ = ρ∗ < ρb . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåòâè h2(n) â [1℄ áûëàïðåäëîæåíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ îêàçàëàñü ý��åêòèâíîé âíå ìàëîéîêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ρ∗ . Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü �óíêöèé
hi(n) (i = 0, 1, 2) îò ïëîòíîñòè ρ , ïîëó÷åííàÿ â [1℄ ïðè V0/δ = 1 . Çäåñü ‖hi‖ =

=
√

∫

h2
i (n) dn � íîðìû �óíêöèé hi .Â îêðåñòíîñòè òî÷êè ρ∗ çíà÷åíèÿ íîðì ‖h1‖ è ‖h2‖ ìåíÿþòñÿ î÷åíü áûñòðî, ïî-ýòîìó â ýòîé îêðåñòíîñòè íåîáõîäèìî èìåòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îáåèõàíèçîòðîïíûõ âåòâåé ïðè ρ→ ρ∗ + 0 .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè ρ∗ , ïî-ñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âåòâåé h1(n) , h2(n) è èññëåäîâàíî òåð-ìîäèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Óêàçàííûé àëãîðèòìïðåäëîæåí Ë.Ä. Ýñêèíûì è áûë ðàíåå ïðèìåíåí ïðè èññëåäîâàíèè òåðìîäèíàìè-÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû íåìàãíèòíûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ ÷àñòèö (ìîäåëü Ïàðñîíñà[3℄). Ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà áûëà ïîêàçàíà òàêæå â ñëó÷àå ìîäåëè îðèåíòà-öèîííîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà â ñèñòåìå ìàãíèòíûõ ñòåðæíåé [4℄. Â îáîèõ ñëó÷àÿõçàäà÷à ðåøàëàñü â ïðèáëèæåíèè P2, P4 . ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïðîâåäåííûé



82 Ë.Ó. ÁÀÕÒÈÅÂÀâ íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïîêàçàë, ÷òî óäåðæàíèå â ÿäðå B(n,n′) èíòåãðàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ (1) ñëàãàåìûõ ñ P6, P8, . . . íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ òî÷íî-ñòè ðàñ÷åòîâ. Ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñåðèè ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ �àçî-âûõ ïåðåõîäîâ â ñèñòåìàõ îñåñèììåòðè÷íûõ ÷àñòèö, íàïèñàííûõ â ñîàâòîðñòâå ñË.Ä. Ýñêèíûì.1. Âû÷èñëåíèå êðèòè÷åñêîé òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäàßäðî B(n,n′) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ðÿä Ôóðüåïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà [5℄
B(n,n′) =

∞
∑

k=1

bkP2k(nn
′).Ïîëàãàÿ

f(n) = 1 + h(n) = 1 +

∞
∑

s=1

asP2s(n), (4)íàéäåì ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè è òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâËåæàíäðà:
∫

B(n,n′)h(n) dn =
π

2

∞
∑

s=1

CsasP2s(n
′),

C1 = −
1

16
, Cs = −

(2s− 3)!!(2s− 1)!!

22s+1s!(s+ 1)!
, s > 1.Ïîòåíöèðóÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (1), óìíîæàÿ çàòåì ïîëó÷åííîå ðàâåí-ñòâî íà P2s(n

′) (s = 0, 1, 2, . . .) è èíòåãðèðóÿ ïî n
′ , ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìóóðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ as Ôóðüå-Ëåæàíäðà ÎÔ� f(n) :

as = (4s+ 1) exp(ν + λ)

∫

exp(−λA)P2s(n
′) dn′, s = 0, 1, 2, . . . , (5)ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî

A(n′, a1, a2, . . .) =
π

2

(

−
a1

16
P2(n

′) −
a2

128
P4(n

′) − · · ·
)

=

∞
∑

s=1

CsasP2s(n
′).Âåëè÷èíà A(n′, a1, a2, . . .) íå çàâèñèò îò ϕ′ . Ïðîèíòåãðèðîâàâ â ïðàâîé ÷àñòè(5) ïî ϕ′ è îáîçíà÷èâ cos θ′ = u , íàéäåì

as = (4s+ 1) exp(ν + λ)

1
∫

0

exp(−λA)P2s(u) du, s = 0, 1, 2, . . .Ïîëîæèâ s = 0 (a0 = 1, P0 = 1) , ïîëó÷èì:
exp(ν + λ) =





1
∫

0

exp(−λA) du





−1

.



Î ÌÎÄÅËÈ ÎÍÇÀ�Å�À 83Óðàâíåíèÿ äëÿ íåèçâåñòíûõ a1, a2, . . . , am (m > 1) ïðèìóò âèä
σs = −as + (4s+ 1)

1
∫

0

exp(−λA)P2s(u) du

1
∫

0

exp(−λA) du

= 0, s = 1, . . . ,m. (6)Ïðè λ < λ∗ (λ∗ = 8V0ρ∗/(πδ), ρ∗ � ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ êðèòè÷åñêàÿ ïëîò-íîñòü � òî÷êà �àçîâîãî ïåðåõîäà) ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) èìååò åäèíñòâåííîå âå-ùåñòâåííîå ðåøåíèå a1 = a2 = · · · = am = 0 , ïðèâîäÿùåå ê èçîòðîïíîé âåòâèÎÔ� f0(n) = 1 , òàê ÷òî ïðè λ < λ∗ èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1) íå èìååò àíè-çîòðîïíûõ âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Ïðè λ > λ∗ ñóùåñòâóþò, êðîìå èçîòðîïíîéâåòâè f0(n) = 1 , åùå äâå àíèçîòðîïíûå âåòâè f1(n) è f2(n) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âòî÷êå a1 = a1(λ∗), a2 = a2(λ∗), . . . , am = am(λ∗) , óäîâëåòâîðÿþùåé ñèñòåìå (6)ïðè λ = λ∗ , íå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû î íåÿâíîé �óíêöèè. Â ðåçóëüòà-òå äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ a1, a2, . . . , am è λ∗ ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç (m + 1)óðàâíåíèé
σs = 0, D(a1, a2, . . . , am, λ∗) = 0, s = 1, 2, . . . ,m, (7)ãäå

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂σ1

∂a1

· · ·
∂σ1

∂am
· · · · · · · · ·
∂σm

∂a1

. . .
∂σm

∂am

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣åñòü ÿêîáèàí.Ñèñòåìó (7) íåîáõîäèìî ðåøàòü ÷èñëåííî. �àñ÷åòû, ïðîâåäåííûå ìåòîäîì èòå-ðàöèé äëÿ çíà÷åíèé m = 2, 3,4,5, ïðèâåëè ïðè V0/δ = 1 ê ðåçóëüòàòó λ∗ = 9.45(ρ∗ = 3.71). �àçíèöà ìåæäó çíà÷åíèÿìè λ∗ ïðè m = 2 è m = 5 íå ïðåâûñèëà0.4%. Êîý��èöèåíòû as â òî÷êå λ = λ∗ òàêæå ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿëèñü ñ ðî-ñòîì ÷èñëà óðàâíåíèé m . Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå P2, P4 äëÿ ÿäðà B(n,n′)(ñëó÷àé m = 2) ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî òî÷íûì ðåçóëüòàòàì, ïîçâîëÿÿ èçáåæàòüãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé.2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé f1 è f2Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) â ñëó÷àå m = 2 èìååò âèä
σ1 =

1
∫

0

F P2(u) du

1
∫

0

F du

−
x

λ1

= 0, σ2 =

1
∫

0

F P4(u) du

1
∫

0

F du

−
ky

λ1

= 0, (8)ãäå x = a1λ/16, y = a2λ/128, F = exp(xP2 + yP4), λ1 = 5λ/16, k = 40/9 .Ýëåìåíòû ÿêîáèàíà D =

∣

∣

∣

∣

α1 β1

α2 β2

∣

∣

∣

∣

âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
α1 =

∂σ1

∂x
=
I20I00 − I2

10

I2
00

−
1

λ1

, α2 =
∂σ1

∂y
=
I11I00 − I01I10

I2
00

,
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β1 =

∂σ2

∂x
=
I11I00 − I01I10

I2
00

, β2 =
∂σ2

∂y
=
I02I00 − I2

01

I2
00

−
k

λ1

,ãäå îáîçíà÷åíî Iij =

1
∫

0

P i
2 P

j
4 F du .Â ñèëó ðàâåíñòâà D = 0 â êðèòè÷åñêîé òî÷êå λ1 = λ∗1 , x0 = x(λ∗1), y0 = y(λ∗1)ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëüíû:

α2

α1

=
β2

β1

= µ. (9)Óðàâíåíèÿ
I10/I00 = x/λ1, I01/I00 = ky/λ1, (10)ïîëó÷àþùèåñÿ èç óðàâíåíèé (8), äàþò ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì (9) ñèñòåìó òðåõòðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x0 , y0 , λ∗1 . �åøàÿ ñèñòåìó÷èñëåííî, ïîëó÷àåì êîý��èöèåíòû a1 = x0/λ

∗

1 , a2 = (ky0)/λ
∗

1 , à çàòåì èç ñèñòåìû(6) è îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (4) â êðèòè÷åñêîé òî÷êå λ1 = λ∗1 , ÷òîïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü íîðìû ‖hi‖ â ýòîé òî÷êå: ‖h1‖ = ‖h2‖ = 1.7 (λ∗1 = 2.95) .Ïîëîæèì òåïåðü
λ1 = λ∗1 + ∆λ, x = x0 + ∆x, y(λ) = y0 + ∆y (11)è ïîñòðîèì àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ x(λ1), y(λ1) ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) ïðè

λ1 → λ∗1 + 0 , ÷òî ïîçâîëèò íàéòè êîý��èöèåíòû as â ðàçëîæåíèè (4) äëÿ âåðõíåéè íèæíåé àíèçîòðîïíûõ âåòâåé ðåøåíèÿ f(n) â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè.Ïðè ∆λ → 0 áóäåì èìåòü ∆x → 0, ∆y → 0 . Ïîäñòàâèì ðàâåíñòâà (11) â óðàâ-íåíèÿ (8) è ðàçëîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ ïî ñòåïåíÿì ∆λ, ∆x, ∆y .Â ðåçóëüòàòå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê, êîòîðûå îïóñòèì, ïðèäåì ñ ó÷åòîìóðàâíåíèé (10) ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ∆x, ∆y :
1

λ∗1

(

∆x−
x0∆λ

λ∗1

)

ψ =

(

α1 +
1

λ∗1

)

∆x+ β1∆y +

∞
∑

i=2

ξi(∆x,∆y),

k

λ∗1

(

∆y −
y0∆λ

λ∗1

)

ψ = α2∆x+

(

β2 +
k

λ∗1

)

∆y +

∞
∑

i=2

νi(∆x,∆y),

(12)ãäå ψ =

∞
∑

k=0

(−1)k

(

∆λ

λ∗1

)k , ξi, νi � �îðìû i-é ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ∆x , ∆y .Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà ψ = 1 −
∆λ

λ∗1
ψ ïåðåïèøåì ñèñòåìó (12) â âèäå

−
∆λ

λ∗1
2
ψ(x0 + ∆x) = α1∆x+ β1∆y +

∞
∑

i=2

ξi(∆x,∆y),

−
k∆λ

λ∗1
2
ψ(y0 + ∆y) = µ(α1∆x+ β1∆y) +

∞
∑

i=2

νi(∆x,∆y).

(13)Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿ êâàäðàòè÷íûå �îðìû ξ2, ν2 , äëÿ êîòîðûõ ïî-ëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ
ξ2 = a11(∆x)

2 + 2a12∆x∆y + a22(∆y)
2,

ν2 = b11(∆x)
2 + 2b12∆x∆y + b22(∆y)

2,
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a11 =

1

2
σ−1

00

(

σ30 − 3
x0

λ∗1
σ20 + 2

(

d
x0

λ∗1

)2

σ10

)

,

b11 =
1

2
σ−1

00

(

σ21 −
ky0
λ∗1

σ20 + 2(
x0

λ∗1
)2σ01 − 2

x0

λ∗1
σ11

)

,

a12 =
1

2
σ−1

00

(

σ21 − 2
x0

λ∗1
σ11 + 2

kx0y0
(λ∗1)

2
σ10 −

ky0
λ∗1

σ20

)

,

b12 =
1

2
σ−1

00

(

σ12 − 2
ky0
λ∗1

σ11 + 2

(

ky0
λ∗1

)2

σ01 −
x0

λ∗1
σ02

)

,

a22 =
1

2
σ−1

00

(

σ12 −
x0

λ∗1
σ02 + 2

ky0x0

(λ∗1)
2
σ01 − 2

ky0
λ∗1

σ11

)

,

b22 =
1

2
σ−1

00

(

σ03 − 3
ky0
λ∗1

σ02 + 2

(

ky0
λ∗1

)2

σ01

)

.Íåòðóäíî çàìåòèòü,÷òî íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (13) ñëåäóåò èñ-êàòü â âèäå ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì (∆λ)1/2 , òî åñòü â âèäå
∆x =

∞
∑

k=1

lk(∆λ)k/2, ∆y =

∞
∑

k=1

mk(∆λ)k/2. (14)Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (14) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (13) è ñðàâíèâàÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðà-âåíñòâ (13) êîý��èöèåíòû ïðè (∆λ)1/2 , ïîëó÷èì äëÿ êîý��èöèåíòîâ l1, m1 îäíîóðàâíåíèå α1l1+β1m1 = 0 , îòêóäà l1 = −
β1

α1

m1, m1 ïîêà îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì.Ñðàâíèâàÿ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (13) êîý��èöèåíòû ïðè ïåðâîé ñòåïåíè
∆λ , ïîëó÷èì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿîïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ l2, m2 ðàçëîæåíèé (14):

α1l2 + β1m2 = −
x0

(λ∗1)
2
−

(

a11

(

β1

α1

)2

− 2a12

β1

α1

+ a22

)

m2
1, (15)

µα1l2 + µβ1m2 = −
ky0

(λ∗1)
2
−

(

b11

(

β1

α1

)2

− 2b12
β1

α1

+ b22

)

m2
1. (16)Îòíîøåíèå ëåâûõ ÷àñòåé â (15) è (16) ðàâíî µ , ñëåäîâàòåëüíî ðàâíî µ è îòíîøå-íèå ïðàâûõ ÷àñòåé, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü m1 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî β1 = α2 .Â ðåçóëüòàòå íàéäåì

m1 = ±
1

λ∗1

√

√

√

√

√

√

√

ky0 −
α2

α1

x0

(

α2

α1

a11 − b11

)(

α2

α1

)2 − 2(
α2

α1

a12 − b12

)

α2

α1

+
α2

α1

a22 − b22

, (17)
l1 = −

α2

α1

m1.Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåí ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ∆x è
∆y ïðè λ1 → λ∗1 .
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ‖h‖ îò ïëîòíîñòè ρ â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êèÑèñòåìà (15), (16) ïîñëå îïðåäåëåíèÿ m1 ñâîäèòñÿ ëèøü ê îäíîìó íåîäíîðîä-íîìó óðàâíåíèþ è ïîçâîëÿåò âûðàçèòü l2 ÷åðåç m2 . ×òîáû îïðåäåëèòü m2 , íàäîñðàâíèòü â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (13) êîý��èöèåíòû ïðè (∆λ)3/2, äëÿ ÷åãî ïî-íàäîáÿòñÿ ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ �îðì ξ3, ν3 , è âûïèñàòü àíàëîãè÷íóþ (15), (16)íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó äëÿ êîý��èöèåíòîâ l3, m3 . Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîéñèñòåìû ñíîâà ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ, ÷òîáû îòíîøåíèå ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãîóðàâíåíèÿ ê ïðàâîé ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ðàâíÿëîñü µ , ýòî óñëîâèå è äàåòíåîáõîäèìîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà m2 , à âìåñòå ñ íèì è l2 âîâòîðîì ÷ëåíå àñèìïòîòèêè ∆x, ∆y . Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò áûòü àíàëîãè÷íî ïðîäîë-æåí è äàëåå.Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ∆x, ∆y â (11) è âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèåêîý��èöèåíòû a1, a2 â ðàçëîæåíèè (4), íàéäåì ðåøåíèÿ h1 è h2 (çíàê ïëþñ â (17)ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ h2 , à çíàê ìèíóñ � ðåøåíèþ h1 ñ ìåíüøåé íîðìîé). �åçóëü-òàòû âû÷èñëåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèÿõ (14) ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 2.Èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ ïîñòðîåíèÿ àñèìï-òîòèê ∆x, ∆y ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî òî÷íåå îïðåäåëèòü ‖h1‖ , ‖h2‖ âáëèçè ρ∗ ,÷åì ýòî óäàâàëîñü ñäåëàòü ðàíåå [1℄.3. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êèÏîëó÷åííûå â ï. 1 è 2 ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèåñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè �àçîâîãî ïå-ðåõîäà.Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî íåèçâåñò-íóþ �óíêöèþ òåìïåðàòóðû è íå âëèÿþùåãî íà äàëüíåéøèå âûêëàäêè) âûðàæàåòñÿ�îðìóëîé [6℄
F = NkT (ln η +

∫

f(n) ln f(n) dn +
λ

4

∫

B(n,n′)f(n)f(n′) dn dn′. (18)Âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé P = −∂F/∂V , èç (18) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå,îïðåäåëÿþùåå äàâëåíèå â ñèñòåìå
P = βP = ρ

(

1 +
2V0ρ

πδ
I

)

, (19)ãäå P � áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå, β = 1/kT , k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � àáñî-ëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, ÷åðåç I îáîçíà÷åí èíòåãðàë
I =

∫

B(n,n′)f(n)f(n′) dn dn′ =
π

2

(

1 −
a2
1

80
−

a2
2

1152
− · · ·

)

=
π

2

(

1 −

∞
∑

k=1

Csa
2
s

4s+ 1

)

.
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî äàâëåíèÿ P îò îáðàòíîé ïëîòíîñòè 1/ρ â îêðåñòíîñòèêðèòè÷åñêîé òî÷êè ρ∗�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî �îðìóëå (19) äî ñëàãàåìûõ s = 10 âêëþ÷èòåëüíî ïðåä-ñòàâëåíû íà ðèñ. 3 â âèäå çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîãî äàâëåíèÿ P îò îáðàòíîéïëîòíîñòè 1/ρ (óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ) â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè �àçîâîãîïåðåõîäà. Äàâëåíèå P0 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ f0 , äàâëåíèÿ P 1 è P 2 � ðåøåíèÿì
f1 è f2 . SummaryL.U. Bakhtieva. On the Onsager's Model in the Neighborhood of the Phase TransitionPoint.A global solution of the nonlinear integral Onsager's equation is studied in the smallneighborhood of the 
riti
al point. The equation models the orientational phase transitionfrom isotropi
 to anisotropi
 (nemati
) phase in the system of sti�-elongated rods. Thethermodynami
 state of this system is studied.Key words: nonlinear integral equation, Onsager's model, phase transition.Ëèòåðàòóðà1. Kayser R.F., Rave
he H.J. Bifur
ation in Onsager's model of the isotropi
-nemati
transition // Phys. Rev. � 1978. �V. A17, No 6.� P. 2067�2072.2. Ýñêèí Ë.Ä. Óðàâíåíèå Îíçàãåðà êàê óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà-Øìèäòà // Èçâ. âóçîâ.Ìàòåìàòèêà. � 1998. � � 8. � Ñ. 71�78.3. Áàõòèåâà Ë.Ó., Ýñêèí Ë.Ä. Î ìîäåëè Ïàðñîíñà â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êèîðèåíòàöèîííîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà â ñèñòåìå ýëëèïñîèäàëüíûõ ÷àñòèö // Èññëåä.ïî ïðèêë. ìàòåì. � 2004. � Âûï. 25. � Ñ. 48�54.4. Áàõòèåâà Ë.Ó., Ýñêèí Ë.Ä. Ïðèáëèæåíèå P2, P4 â òåîðèè îðèåíòàöèîííûõ �àçîâûõïåðåõîäîâ â ñèñòåìå ìàãíèòíûõ ñòåðæíåé // Èññëåä. ïî ïðèêë. ìàòåì. � 2006. �Âûï. 26. � Ñ. 51�59.5. Ýñêèí Ë.Ä. Îá èíòåãðàëüíîì óðàâíåíèè òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ â ñèñòåìå ìàã-íèòíûõ ñòåðæíåé // ÒÌÔ. � 1996. � Ò. 109, � 3. � Ñ. 427�440.6. Äå Æåí Ï.Æ. Ôèçèêà æèäêèõ êðèñòàëëîâ. � Ì.: Ìèð, 1977. � 400 ñ.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ24.09.08Áàõòèåâà Ëÿëÿ Óçáåêîâíà � êàíäèäàò �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êà-�åäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.E-mail: edib�yandex.ru


