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Аннотация

В статье для решения задачи прямоугольной ортогональной упаковки предложено
расширение понятия функции гильотинного размещения, которое представляет собой
функцию, ставящую в соответствие ширине листа тройку значений. Помимо стандарт-
ного для функции гильотинного размещения результата – минимальной длины листа
заданной ширины, достаточного для размещения гильотинным образом заданного на-
бора прямоугольников, используется два дополнительных значения. Они представляют
собой информацию о способе раскроя этого листа, с помощью которой можно однозначно
построить карты гильотинного раскроя листа и гильотинного размещения набора прямо-
угольников на нем. Этой информацией являются характеристики первого разреза листа,
а также соответствующее разрезу разбиение набора прямоугольников на два поднабора,
которое однозначно определяется номером одного из поднаборов разбиения.

Описание первого разреза моделируется одной числовой величиной, которая отражает
как размер отступа от левого нижнего угла листа, так и ориентацию разреза – вдоль или
поперек листа требуется производить разрез. Показано, что этой информации достаточно
для восстановления карты гильотинного раскроя листа и карты гильотинного размещения
набора прямоугольников.

Для определения дополнительной информации о первом разрезе и вычисления рас-
ширения функции гильотинного размещения предложены модификации алгоритмов по-
лучения суммы двух ступенчатых полунепрерывных справа монотонно невозрастающих
функций с конечным числом ступеней, а также минимума двух таких функций. Пред-
ложен также алгоритм формирования карт гильотинного раскроя и гильотинного раз-
мещения прямоугольников на листе, использующий вычисленные расширения функций
гильотинного размещения для всех поднаборов требуемого набора прямоугольников.

Ключевые слова: прямоугольная ортогональная упаковка, гильотинный раскрой,
расширение функции гильотинного размещения

Введение

Задачи рационального раскроя материалов давно привлекают внимание иссле-
дователей и практиков [1–3]. В общем виде эти задачи можно сформулировать
следующим образом: имеется материал заданных размеров (доски, трубы, листы,
рулоны и т. п.) в ограниченном или неограниченном количестве, а также заказ
на раскрой, представляющий собой перечень деталей с указанием форм, размеров
и требуемого количества каждого типа деталей. Задачи делятся на задачи линей-
ного, плоского и трехмерного раскроя. Задачи линейного раскроя изучены хорошо,
и для многих практически важных случаев известны методы, дающие точное ре-
шение. Для задач же плоского и трехмерного раскроя ситуация гораздо хуже.

161



162 А.А. АНДРИАНОВА и др.

Даже для задач раскроя листового или рулонного материалов на прямоугольники,
как указано в обзоре [4], большинство работ посвящено разработке эвристических
алгоритмов, что связано с NP -сложностью этих задач. Достаточно интересные
эвристики опубликованы в [5, 6]. Среди отечественных разработок выделяются
конструктивные эвристики, опубликованные в [7, 8].

Следует отметить, что одним из частных случаев раскроя листов или рулонов
на прямоугольники является технологически обусловленный класс задач гильо-
тинного раскроя. Для случая гильотинного раскроя существует точный алгоритм
отыскания карты гильотинного раскроя листа максимальной суммарной ценности
(см. [9–11]), рекомендуемый для использования в рамках массового производства
(см. [12, c. 167]). Другой задачей, имеющей модели, позволяющие получить точное
решение, является задача определения минимальной длины рулона, требуемой для
гильотинного [13] и негильотинного [14, 15] размещений набора прямоугольников.
Отметим, что в работах [14, 16] предложены модели негильотинного размещения
набора прямоугольников на листе.

Аппарат функций гильотинного размещения (ФГР), предложенный в [13], дает
решение задачи определения всех минимальных листов, достаточных для разме-
щения заданного набора прямоугольников, но не позволяет получить карты ги-
льотинного раскроя. Настоящая статья устраняет этот недостаток введением по-
нятия расширения функции гильотинного размещения (РФГР). РФГР содержит
дополнительную информацию, достаточную для формирования карт гильотинного
раскроя листа и гильотинного размещения деталей.

1. Постановка задачи

Пусть даны прямоугольный лист с размерами A × B и набор D , состоящий
из m групп (типов) прямоугольников (далее деталей) по ki деталей в i -й группе.
Деталь i -го типа имеет размеры ai × bi (i = 1 . . . m), где ai, bi – длина и ширина
i -го типа детали (ai ≥ bi ).

Будем полагать, что левый нижний угол листа с размерами A×B имеет коор-
динаты (0, 0) и сторона листа длины A лежит на оси OX , остальные углы листа
имеют координаты (0, B) , (A,B) , (A, 0) .

Гильотинным разрезом называется прямолинейный разрез, который произво-
дится от края до края листа. Далее мы ограничимся только разрезами, прохо-
дящими параллельно одной из сторон листа. Гильотинный разрез можно задать
парой точек, соответствующих его концам. Гильотинный разрез делит лист на
два листа меньших размеров. Например, гильотинный разрез {(3, 0), (3, 5)} листа
8× 5 даст листы с размерами 3 × 5 и 5 × 5 , а координаты углов листов будут
{(0, 0), (0, 5), (3, 5), (3, 0)} и {(3, 0), (3, 5), (8, 5), (8, 0)} соответственно.

Картой гильотинного раскроя листа для получения набора деталей D будем
называть последовательность гильотинных разрезов листа и его кусков, реализа-
ция которых дает все детали набора D . Заметим, что карта гильотинного раскроя
показывает, как разрезать лист, но она не показывает, как размещены детали на
листе.

Картой размещения набора деталей D на листе, аналогично параметрам
размещения деталей в [14–16], назовем набор троек (xij , yij , zij) , j = 1, . . . , ki ,
i = 1, . . . ,m , где (xij , yij) – координаты левого нижнего угла j -й детали i -го типа
на листе, zij – ее ориентация:

zij =

{
0, если деталь расположена вдоль листа;

1, если деталь расположена поперек листа.
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Картой гильотинного размещения набора деталей D на листе будем называть
карту размещения деталей, соответствующую карте гильотинного раскроя.

Задача гильотинного раскроя листа для заданного набора деталей D состоит
в нахождении карт гильотинного раскроя листа и гильотинного размещения дета-
лей набора D .

2. Функция гильотинного размещения
и ее свойства

Приведем известное из [13] определение ФГР и основные ее свойства.

Определение 1. Функцией гильотинного размещения для набора деталей D
называется функция f(·; D) : R → R , значение которой в точке x ∈ R равно
минимальной длине листа шириной x , достаточной для гильотинного размеще-
ния набора D . Будем считать, что f(+∞; D) = max

1≤i≤m
bi и, если x < max

1≤i≤m
bi , то

f(x;D) = +∞ .

ФГР является ступенчатой полунепрерывной справа монотонно невозрастаю-
щей функцией с конечным числом ступеней. Поэтому для ФГР можно использо-
вать табличное представление

(
x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

)
(1)

где n – количество ступеней ФГР, а значение ФГР определяется следующим обра-
зом:

f(x;D) =





+∞, если x < x1;

yk, если xk ≤ x < xk+1, k = 1, . . . , n− 1;

yn, если x ≥ xn.

Заметим, что каждая пара (xk, yk) задает минимальный лист xk×yk , достаточный
для размещения набора D . Уменьшение xk или yk приведет к невозможности раз-
мещения набора D на листе. Табличное представление ФГР фактически является
полным набором таких листов.

Если набор D состоит из одной детали, то ФГР для него строится легко
(см. [13]), в противном случае ФГР можно представить следующим образом:

f(x; D) = min{f1(x;D), f2(x;D)} ∀x ∈ R, (2)

где f1(·;D) – ФГР при условии, что первый разрез будет сделан поперек листа
(параллельно оси OY ), f2(·; D) – ФГР при условии, что первый разрез будет сделан
вдоль листа (параллельно оси OX ).

Функции f1(·;D) , f2(·; D) , согласно их определению, можно представить в виде

f1(x;D) = min
{D1,D2}∈RD

{f(x;D1) + f(x;D2)} ∀x ∈ R, (3)

f2(x;D) = min
{D1,D2}∈RD

min
z∈[0,x/2]

max{f(z; D1), f(x− z;D2)} ∀x ∈ R, (4)

где RD – множество всевозможных разбиений набора D на два поднабора.
Функции f1(·; D) и f2(·;D) , как и f(·;D) , являются ступенчатыми полуне-

прерывными справа монотонно невозрастающими функциями и могут быть пред-
ставлены в виде (1). Более того, согласно определению 1 из [17] f1(·; D) , f2(·; D)
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являются взаимно квазиобратными, поэтому, зная f1(·; D) в форме (1), можно
легко получить f2(·;D) :

если f1(·; D) =
(

x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

)
, то f2(·;D) =

(
yn yn−1 . . . y1

xn xn−1 . . . x1

)
.

Формулы (2), (3) и взаимная квазиобратность функций f1(·; D) и f2(·; D) явля-
ются основой для рекуррентного вычисления ФГР. Заметим, что при этом попутно
будут получены ФГР и для всевозможных поднаборов D . Нетрудно показать, что

общее количество ФГР будет равно
m∏

i=1

(ki + 1)− 1 . Из этой формулы следует, что

трудоемкость вычисления ФГР зависит не только от количества типов деталей
в наборе, но и от распределения деталей по типам.

К примеру, для набора из десяти деталей при k1 = k2 = . . . = k10 = 1 потребу-
ется вычислить 1023 ФГР, а для набора из одного типа k1 = 10 – лишь 10 ФГР. При
одном и том же количестве типов деталей, например m = 2 , можем для набора
при k1 = k2 = 5 получить 35 ФГР или при k1 = 1, k2 = 9 – 19 ФГР.

3. Расширение функции гильотинного размещения

Для формирования карт гильотинного раскроя листа и гильотинного разме-
щения деталей достаточно знать для каждого листа ФГР параметры его первого
разреза. Этими параметрами являются ориентация разреза (поперек или вдоль ли-
ста), отступ разреза относительно левого нижнего угла листа и соответствующее
разрезу разбиение набора D на поднаборы.

Определим rk – параметр первого разреза листа xk × yk из ФГР f(·; D) , –
следующим образом:

rk =





0, если D состоит из одной детали;

r, если лист разрезается на куски xk × r и xk × (yk − r);

−r, если лист разрезается на куски r × yk и (xk − r)× yk.

Таким образом, неравенство rk > 0 означает, что разрез производится поперек
листа xk × yk , а rk < 0 – вдоль листа.

Осталось зафиксировать соответствующее разрезу rk разбиение набора D на
поднаборы D1, D2 , которые размещаются на полученных кусках листа. Очевидно,
достаточно указать только набор D1 , так как D2 = D \D1 .

Отождествим произвольный поднабор набора D с вектором (l1, l2, . . . lm) , где

li – количество деталей i -го вида в поднаборе (0 ≤ li ≤ ki , i = 1 . . . m ,
m∑

i=1

li > 0).

Упорядочим поднаборы следующим образом:

(0, . . . , 0, 1), . . . , (0, . . . , 0, km − 1), (0, . . . , 0, km),
(0, . . . , 1, 0), (0, . . . , 1, 1), . . . , (0, . . . , 1, km − 1), (0, . . . , 1, km),

. . .
(0, . . . , km−1, 0), (0, . . . , km−1, 1), . . . , (0, . . . , km−1, km − 1), (0, . . . , km−1, km),

. . .
(k1, . . . , km−1, 0), (k1, . . . , km−1, 1), . . . , (k1, . . . , km−1, km − 1), (k1, . . . , km−1, km).

Теперь можно отождествить произвольный поднабор D1 состава (l1, l2, . . . , lm)
с его номером в данной последовательности, вычисляемым по формуле

Num(D1; D) =
m∑

i=1

li

m∏

j=i+1

(kj + 1)
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(если i = m , то положим
m∏

j=i+1

(kj + 1) = 1). Для дополнительного к D1 поднабора

D2 : D2 = D \ D1 , – имеющего состав (k1 − l1, k2 − l2, ..km − lm) , справедливо
Num(D2; D) = Num (D; D)−Num(D1; D) . Это следует из того, что

Num(D; D) =
m∑

i=1

ki

m∏

j=i+1

(kj + 1) и Num(D2;D) =
m∑

i=1

(ki − li)
m∏

j=i+1

(kj + 1).

Поэтому для идентификации разбиения набора D достаточно указать только но-
мер левого/нижнего поднабора. Итак, введем параметр Nk для листа xk × yk из
ФГР f(·; D) :

Nk =

{
номер типа детали, если D состоит из одной детали;

Num(D1; D), если D включает несколько деталей,

где D1 – номер поднабора, который должен находиться в левом куске листа при
его поперечном разрезе или в нижнем куске листа при продольном разрезе листа.

Дополним теперь ФГР f(·; D) , представленную в виде (1), параметрами первого
разреза и левого/нижнего поднабора:




x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

r1 r2 . . . rn

N1 N2 . . . Nn


 , (5)

где n – количество минимальных листов, достаточных для гильотинного разме-
щения деталей набора D . Далее будем называть таблицу (5) расширением ФГР
f(·; D) (РФГР). Заметим, что РФГР для пустого набора деталей D представляет
собой пустую таблицу, а f(x;D) = ∞ для всех x ∈ R .

Аналогичным образом определим и РФГР для f1(·; D) , f2(·; D) , причем в РФГР
для f1(·;D) все параметры первого разреза положительны, а в РФГР для f2(·; D)
отрицательны. Более того, нетрудно убедиться в том. что если РФГР для f1(·; D)
имеет вид 



x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

r1 r2 . . . rn

N1 N2 . . . Nn


 ,

то РФГР для f2(·; D) имеет вид



yn yn−1 . . . y1

xn xn−1 . . . x1

−rn −rn−1 . . . −r1

Nn Nn−1 . . . N1


 .

4. Вычисление РФГР

Из вышеизложенного следует, что для вычисления РФГР требуется реализо-
вать перебор всех поднаборов набора D и три операции: вычисление суммы двух
РФГР, вычисление минимума двух РФГР и квазиобращение РФГР.

Операция квазиобращения РФГР фактически описана в конце предыдущего
раздела, а описание операций вычисления суммы и нахождения минимума двух
РФГР дадим в виде соответствующих таблиц решений. Таблица решений (см. [18])
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Табл. 1
Таблица решений для суммирования двух РФГР

i1 = 1 i2 = 1 i1 ≤ n1 i2 ≤ n2 x
(1)
i1

< x
(2)
i2

x
(1)
i1

> x
(2)
i2

A

да да да A1

да да нет да A2

да да нет нет A3

да нет да да A4

да нет да нет да A2

да нет да нет нет A3

да нет нет A4

нет да да да A1

нет да да нет да A5

нет да да нет нет A3

нет да нет A5

нет нет да да да A4

нет нет да да нет да A5

нет нет да да нет нет A3

нет нет да нет A4

нет нет нет да A5

нет нет нет нет Стоп

состоит из двух частей: таблицы условий и таблицы действий. Таблица условий со-
держит столбцы, соответствующие проверяемым условиям. Набор состояний усло-
вий (строка таблицы условий) однозначно определяет ситуацию и соответству-
ющее ей действие (столбец A таблицы действий). Каждое условие может иметь
состояния «да» или «нет». Пустая ячейка в табл. 1, 3 означает, что состояние со-
ответствующего условия не влияет на выбор действия.

Для описания операций суммирования и нахождения минимума двух РФГР
применим следующие обозначения. Пусть имеются РФГР для f(·; D1) и f(·; D2)
(D1, D2 – поднаборы исходного набора D ), имеющие n1 и n2 столбцов соответ-
ственно (n1 > 0 , n2 > 0), i1 , i2 – номера текущих столбцов f(·;D1) , f(·; D2) . Обо-
значим через x

(1)
i1

, y
(1)
i1

, r
(1)
i1

, N
(1)
i1

параметры i1 -го столбца РФГР для f(·; D1) ,
а через x

(2)
i2

, y
(2)
i2

, r
(2)
i2

, N
(2)
i2

– параметры i2 -го столбца РФГР для f(·; D2) . Номер
текущего столбца суммы или минимума двух РФГР обозначим через i , а его па-
раметры – через xi , yi , ri , Ni .

4.1. Вычисление суммы двух РФГР. Положим i1 = 1 , i2 = 1 , i = 1 .
Далее суммирование двух РФГР представляет собой последовательность шагов,
выполняемых согласно таблице решений, представленной в табл. 1. Описание дей-
ствий этой таблицы решений дано в табл. 2. Действие «Стоп» означает завершение
операции суммирования двух РФГР.

4.2. Вычисление минимума двух РФГР. Заметим, что минимум двух
РФГР, одно из которых является пустой таблицей, есть другое РФГР.

Положим i1 = 1 , i2 = 1 , i = 1 . Нахождение минимума двух непустых РФГР
представляет собой последовательность шагов, выполняемых согласно табл. 3.
Описание действий этой таблицы решений дано в табл. 4. Действие “Стоп” означает
завершение операции нахождения минимума двух РФГР.
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Табл. 2
Описание действий табл. 1

A Описание
A1 i1 = i1 + 1

A2 i2 = i2 + 1

A3 xi = x
(1)
i1

, yi = y
(1)
i1

+ y
(2)
i2

, ri = y
(1)
i1

, Ni = Num (D1; D), i1 =
= i1 + 1, i2 = i2 + 1, i = i + 1

A4 xi = x
(1)
i1

, yi = y
(1)
i1

+ y
(2)
i2−1, ri = y

(1)
i1

, Ni = Num(D1; D),
i1 = i1 + 1, i = i + 1

A5 xi = x
(2)
i2

, yi = y
(1)
i1−1 + y

(2)
i2

, ri = y
(1)
i1−1, Ni = Num(D1; D),

i2 = i2 + 1, i = i + 1

Табл. 3
Таблица решений для нахождения минимума двух РФГР

i1 ≤ n1 i2 ≤ n2 x
(1)
i1

< x
(2)
i2

x
(1)
i1

> x
(2)
i2

y
(1)
i1

< y
(2)
i2

y
(1)
i1

> y
(2)
i2

А
да да да да A1

да да да нет A2

да да нет да да A3

да да нет да нет A4

да да нет нет да A2

да да нет нет нет да A4

да да нет нет нет нет A5

да нет A6

нет да A7

нет нет Стоп

Табл. 4
Описание действий табл. 3

A Описание
A1 xi = x

(1)
i1

, yi = y
(1)
i1

, ri = r
(1)
i1

, Ni = N
(1)
i1

, i1 = i1 + 1, i = i + 1

A2 xi = x
(1)
i1

, yi = y
(1)
i1

, ri = r
(1)
i1

, Ni = N
(1)
i1

, i1 = i1 + 1, i2 =

= max{k : y
(2)
k ≥ yi, 1 ≤ k ≤ n2}+ 1, i = i + 1

A3 xi = x
(2)
i2

, yi = y
(2)
i2

, ri = r
(2)
i2

, Ni = N
(2)
i2

, i2 = i2 + 1, i = i + 1

A4 xi = x
(2)
i2

, yi = y
(2)
i2

, ri = r
(2)
i2

, Ni = N
(2)
i2

, i1 =

= max{k : y
(1)
k ≥ yi, 1 ≤ k ≤ n1}+ 1, i2 = i2 + 1, i = i + 1

A5 xi = x
(1)
i1

, yi = y
(1)
i1

, ri = r
(1)
i1

, Ni = N
(1)
i1

, i1 = i1 +1, i2 = i2 +1,
i = i + 1

A6 xi = x
(1)
i1

, yi = y
(1)
i1

, ri = r
(1)
i1

, Ni = N
(1)
i1

, i1 = i1 + 1, i = i + 1

A7 xi = x
(2)
i2

, yi = y
(2)
i2

, ri = r
(2)
i2

, Ni = N
(2)
i2

, i2 = i2 + 1, i = i + 1

4.3. Алгоритм вычисления РФГР. Алгоритм вычисления РФГР для
заданного набора (k1, k2, . . . , km) заключается в последовательном вычислении
РФГР для всех поднаборов от (0, 0, . . . , 1) до (k1, k2, . . . , km) .

Сформулируем процедуру вычисления РФГР для некоторого поднабора D̃ на-

бора D . Пусть D̃ имеет состав (t1, t2, . . . , tm), где 0 ≤ ti ≤ ki , i = 1 . . .m ,
m∑

i=1

ti > 0 .



168 А.А. АНДРИАНОВА и др.

1. Если
m∑

i=1

ti = 1 и j таково, что tj = 1 (поднабор D̃ состоит из одной детали

j -го типа), то перейдем к п. 2, иначе – к п. 3.
2. Если aj = bj (деталь квадратная), то положим n = 1 и x1 = aj , y1 = bj ,

r1 = 0 , N1 = j , иначе положим n = 2 и x1 = bj , y1 = aj , r1 = 0 , N1 = j , x2 = aj ,
y2 = bj , r2 = 0 , N2 = j . Останов.

3. Положим s = m , li = 0 , i = 1 . . .m , начальное значение РФГР для f1(·; D̃)
зададим равным пустой таблице.

4. Если ts > ls , то положим ls = ls +1 , s = m , иначе положим ls = 0 , s = s−1 .
5. Если s = 0 , то вычислим РФГР для f(·; D̃) как минимум РФГР для f1(·; D̃)

и f2(·; D̃) . Останов.
6. Для поднабора D̃1 = (l1, l2, . . . , lm) определим дополнительный поднабор

D̃2 = (t1 − l1, t2 − l2, . . . , tm − lm) .
7. Если Num(D̃1; D̃) ≤ Num(D̃2; D̃) , то переопределим РФГР для f1(·; D̃) как

минимум РФГР для f1(·; D̃) и f(·; D̃1) + f(·; D̃2) и перейдем к п. 4.

Очевидно, что п. 3–5 представленного алгоритма обеспечивают перебор всех
поднаборов набора D̃ в порядке следования поднаборов, указанном ранее. Таким
образом, для вычисления РФГР для исходного набора D достаточно аналогичным
образом организовать перебор всех поднаборов от (0, 0, . . . , 1) до (k1, k2, . . . , km) и
для каждого поднабора применить вышеописанную процедуру. Заметим, что такая
организация вычислений исключает рекурсию в п. 7, так как к моменту вычисле-
ния суммы и минимума РФГР для поднабора D̃ мы будем иметь РФГР для всех
его собственных поднаборов.

5. Алгоритм формирования карты
гильотинного раскроя и карты гильотинного размещения

Пусть имеются РФГР для набора деталей D = (k1, k2, . . . , km) и всех его под-
наборов. Требуется получить карту гильотинного раскроя и карту гильотинного
размещения деталей на листе.

Алгоритм представляет собой рекурсивную процедуру, параметрами которой
являются:

1) размеры текущего листа L×W (при первом вызове L = A , W = B );
2) координаты левого нижнего угла текущего листа (X, Y ) (при первом вызове

X = 0 , Y = 0);
3) номер РФГР q , соответствующий текущему набору деталей (при первом вы-

зове равен
m∏

i=1

(ki + 1)− 1);

4) количества уже размещенных деталей по видам: ti , i = 1, . . . , m (при первом
вызове ti = 0 , i = 1, . . . , m);

5) текущий список разрезов (при первом вызове список пуст);
6) текущий список размещений деталей (при первом вызове список пуст).

Описание алгоритма

1. Выберем в РФГР с номером q подходящий лист по правилу: w = min{k :
xk ≤ W, yk ≤ L, k = 1, . . . , nq} , где nq – количество столбцов в q -м РФГР. Если
подходящий лист не найден, то размещение деталей на листе невозможно, останов.

2. Подгонка размеров листа до yw × xw :
2.1. Если xw < W , то в список разрезов добавим разрез {(X, Y + xw), (X +

+ L, Y + xw)} . Лист с углами {(X,Y + xw), (X, W ), (X + L,W ), (X + L, Y + xw)}
является остатком.
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2.2. Если yw < L , то в список разрезов добавим разрез {(X+yw, Y ), (X+yw, Y +
+ xw)} . Лист с углами {(X + yw, Y ), (X + yw, Y + xw), (X + L, Y + xw), (X + L, Y )}
является остатком.

3. Если rw = 0 , то лист yw×xw является деталью типа Nw , определим для нее
размещение s = Nw , ts = ts + 1 , xsts

= X , ysts
= Y , zsts

(zsts
= 0 , если yw ≥ xw ,

и zsts
= 1 в противном случае) и возвратимся в точку вызова.

4. Если rw > 0 , то в список разрезов добавим разрез {(X + rw, Y ), (X + rw, Y +
+ xw)} и осуществим два рекурсивных вызова процедуры:

1) для листа rw × xw c левым нижним углом (X,Y ) и поднабора с номером
Nw ,

2) для листа (yw − rw) × xw c левым нижним углом (X + rw, Y ) и поднабора
с номером (q −Nw) .

5. Если rw < 0 , то в список разрезов добавим разрез {(X,Y + |rw|), (X +yw, Y +
+ |rw|)} и осуществим два рекурсивных вызова процедуры:

1) для листа yw × |rw| с левым нижним углом (X, Y ) и поднабора с номером
Nw ,

2) для листа yw × (xw − |rw|) с левым нижним углом (X,Y + |rw|) и поднабора
с номером (q −Nw) .

Заметим, что в качестве подходящего листа в п. 1 алгоритма можно выбрать
любой лист, удовлетворяющий условиям xi ≤ B , yi ≤ A , i = 1 . . . nq .

6. Численные эксперименты

Для исследования границ применимости предложенного алгоритма были про-
ведены численные эксперименты для 150 псевдослучайных задач. Результаты по-
казали, что наименее трудоемкими, как и следовало ожидать (см. замечание в
последнем абзаце раздела 2), являются задачи монораскроя (все детали одинако-
вые): для 1000 деталей решение задачи требовало от 5 до 16 с. Если же набор
содержит разные деталей, то трудоемкость оказывалась значительно больше, чем
в случае одинаковых деталей. Так, 20 разных деталей удалось разложить более
чем за 3 ч, хотя 18 деталей удается разложить за 18 мин. Такое увеличение тру-
доемкости обусловлено возрастанием количества РФГР для поднаборов (для 20
деталей оно составляет 1048575). Для случаев небольшого разнообразия деталей
(от 2 до 5 типов) за несколько минут (до 15) можно разложить 100 деталей, а за
время меньшее минуты – 38 деталей.

Следует отметить, что наличие квадратных деталей заметно уменьшает трудо-
емкость решения задачи. Это обусловлено меньшим количеством столбцов в РФГР.
Очевидно также, что трудоемкость вычислений можно уменьшить в случае, когда
известна максимальная длина материала A . Тогда при вычислении РФГР можно
игнорировать столбцы, для которых xk > A или yk > A .

Заметим, что карта гильотинного размещения деталей набора D может слу-
жить в качестве эвристического решения задачи негильотинного размещения на-
бора прямоугольников на листе (см. [14, 16]), в также быть начальным рекордом
при решении этой задачи методом ветвей и границ и тем самым снизить трудоем-
кость решения более сложной задачи раскроя.
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Abstract

An extension of the concept of the guillotine layout function has been suggested in the paper
for solving the problem of rectangular orthogonal packing, which is a function that assigns
a triple of values to the width of the sheet. In addition to the standard result for the guillotine
layout function - the minimum length of the sheet with a given width, which is sufficient to
accommodate a given set of rectangles in a guillotine manner, two additional values have been
used. They represent data on the method of cutting this sheet, with which you can uniquely
form a guillotine cutting card and a guillotine layout card of the set of rectangles. These data
are the characteristics of the first cut of the sheet, as well as the partition of the set of rectangles
corresponding to the cut into two subsets, which is uniquely determined by the number of one
of these subsets.

The description of the first cut is modeled by a single numerical value that reflects both the
size of the indentation from the lower-left corner of the sheet and the orientation of the cut –
along or back of the sheet, a cut is required. It has been shown that this information is
sufficient for restoration of the guillotine cutting card and the guillotine layout card for a set
of rectangles.
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To determine additional information about the first cut and calculate the extension of
the guillotine layout function, we have proposed modifications of algorithms for obtaining
the sum of two step semicontinuous right monotonically nonincreasing functions with a fi-
nite number of steps and also a minimum of two such functions. Furthermore, an algorithm
for formation guillotine cutting card and for guillotine layout card for rectangles with using
the calculated extensions of the guillotine layout functions for all subsets of the required set of
rectangles has been proposed.

Keywords: rectangular orthogonal packing problem, guillotine cutting, extension of guil-
lotine layout function
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