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Аннотация

Получены соотношения между напряжениями и деформациями, приращениями на-
пряжений и приращениями деформаций нелинейно упруго деформируемого тела на ос-
нове гипотез о пропорциональности компонент девиатора напряжений и девиатора де-
формаций и компонент девиатора приращений напряжений и девиатора приращений
деформаций. Полученные соотношения реализованы в смешанной формулировке МКЭ
для расчета осесимметрично нагруженных упруго нелинейно деформируемых оболочек
вращения.
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Введение

Теория нелинейного анализа оболочечных конструкций на сегодняшний день
разработана достаточно полно [1–5]. Аналитические решения дифференциальных
уравнений достигаются лишь в некоторых частных случаях, поэтому весьма важ-
ным и актуальным является получение численного решения. Самым распростра-
ненным среди численных методов является метод конечных элементов (МКЭ), поз-
воляющий проведение расчетов прочности конструкций при любых жесткостных
свойствах материала, законах изменения внешних нагрузок и различных видах
закрепления.

МКЭ в расчетах оболочек используется в различных формулировках. В рамках
метода перемещений [6–12] (неизвестными являются перемещения и их производ-
ные) разработано наибольшее количество конечных элементов, именно эти эле-
менты используются в известных программных продуктах. При расчетах оболочек
в криволинейных системах координат встает проблема учета смещения конечного
элемента как твердого тела. В [6] отмечается возможность учета такого смещения
на основе разложения вектора перемещений по ортам глобальной декартовой сис-
темы. В [8] для расчета оболочек в криволинейной системе координат в двумерной
постановке предлагается решение проблемы учета смещения конечного элемента
как твердого тела на основе аппроксимации перемещений как векторных полей.
В МКЭ в формулировке метода перемещений удовлетворяется условие гладкости
класса C(0) (класс непрерывных функций) и не удовлетворяется требование глад-
кости класса C(1) (непрерывные первые производные). Поэтому предпочтитель-
ными при необходимости удовлетворения требования гладкости класса C(1) явля-
ются конечные элементы в смешанной формулировке [12–14] (неизвестными явля-
ются перемещения и деформации). Проблема учета смещения конечного элемента
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Рис. 1. Базисные векторы произвольной точки оболочки в различных состояниях

как твердого тела в криволинейной системе координат имеет место и при реализа-
ции смешанного МКЭ.

В настоящей работе решение этой проблемы предлагается с использованием
аппроксимации искомых величин как векторно-тензорных полей.

1. Геометрия оболочки вращения

Срединная линия s оболочки вращения в декартовой системе координат xOz
задается радиусом-вектором произвольной точки M0

~R 0 = x~i + z(x)~k,

где ~i, ~j, ~k – орты декартовой системы координат (см. рис. 1).
Базисные векторы точки M0 определяются выражениями

~a 0
1 = ~R 0

,s = x,s
~i + z,s

~k; ~a 0
3 = ~a 0

1 ×~j = −z,s
~i + x,s

~k, (1)

где s – координата точки M0 вдоль срединной линии.
Для точки M0t (рис. 1), находящейся на расстоянии t от точки M0 , определим

ее радиус-вектор в виде
~R0t = ~R0 + t~a 0

3 . (2)

Базисные векторы точки M0t определяются дифференцированием (2) в мат-
ричном виде

{~g 0}
2×1

= [m]
2×2

{~i}
2×1

; {~i}
2×1

= [m]
2×2

−1 {~g 0}
2×1

, (3)

где {~g 0}T

1×2
= {~g 0

1 ~g 0
3 }.

Производные базисных векторов точки M0t (1) с учетом (3) можно выразить
через базисные векторы этой точки в матричном виде

{~g 0
,s}

2×1

= [mt]
2×2

{~g 0}
2×1

; {~g 0
,t}

2×1

= [nt]
2×2

{~g 0}
2×1

.

2. Перемещения и деформации

При реализации пошагового нагружения процесс деформирования представля-
ется последовательностью трех равновесных состояний оболочки, каждое из кото-
рых характеризуется положением ее произвольной точки: исходным M0t ; дефор-
мированным после j шагов нагружения M t (вектор перемещения ~V ) и соседним,
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близким к деформированному, в результате (j+1) -го шага нагружения M0t∗ (век-
тор перемещения ~w ) (рис. 1).

Суммарный вектор перемещения за j шагов нагружения точки M0t определя-
ется компонентами в ее локальном базисе

~V = {~g 0}
1×2

T {v}
2×1

, (4)

где {v}
1×2

T = {v1 v3}.
Производные вектора ~V находятся дифференцированием (4)

~V,s = f1
1~g 0

1 + f3
1~g 0

3 ; ~V,t = f1
3~g 0

1 + f3
3~g 0

3 ,

где f1
1 , f3

1 , f1
3 , f3

3 – функции компонент вектора ~V и их производных.
В деформированном состоянии положение точки M t оболочки задается радиу-

сом-вектором
~Rt = ~R 0t + ~V .

Базисные векторы точки M t записываются через базис точки M0t

~g1 = ~Rt
,s = ~g 0

1

(
1 + f1

1

)
+ ~g 0

3 f3
1 ; ~g3 = ~Rt

,t = ~g 0
1 f1

3 + ~g 0
3

(
1 + f3

3

)
. (5)

В результате деформирования на (j + 1) -м шаге нагружения вектор перемеще-
ния ~w определяется компонентами в локальном базисе M0t

~w = {~g 0}
1×2

T {w}
2×1

, (6)

где {w}
1×2

T = {w1 w3} .
Производные вектора (6) имеют вид

~w,s = α1
1~g

0
1 + α3

1~g
0
3 ; ~w,t = α1

3~g
0
1 + α3

3~g
0
3 , (7)

где α1
1, α3

1, α1
3, α3

3 – функции компонент вектора ~w и их производных.
На (j +1)-м шаге нагружения положение точки M t∗ задается радиусом-векто-

ром в виде
~Rt∗ = ~Rt + ~w. (8)

Базисные векторы точки M t∗ находятся дифференцированием (8)

~g ∗1 = ~g1 + ~w,s; ~g ∗3 = ~g3 + ~w,t. (9)

Приращения деформаций в результате (j + 1) -го шага нагружения определя-
ются как полуразности метрических тензоров [15]

∆εij =
(
g∗ij − gij

)
/2 = (~gi · ~w,j + ~gj · ~w,i + ~w,j · ~w,i) /2 = ∆εлij + ∆εнij , i, j = 1, 3.

Линейная и нелинейная части приращений деформаций εлij и εнij с учетом (9),
(5) в матричной форме имеют вид

{∆εл}
4×1

= [L]
4×2

{w}
2×1

; {∆εн}
1×4

= {~w,α ~w,β},

где {∆εл}
1×4

T = {∆ε11 ∆ε22 ∆ε33 2∆ε13}; ∆ε22 = (r∗ − r)/r ; r∗, r – радиусы враще-

ния точек M t∗ и M t оболочки соответственно; {~w,α ~w,β}
1×4

T = {~w,1 · ~w,1 ~w,2 · ~w,2

~w,3 · ~w,3 2~w,1 · ~w,3 } ; [L]
4×2

– матрица алгебраических и дифференциальных операто-

ров.
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Рис. 2. График зависимости функции поперечной деформации ω от интенсивности де-
формаций εi

3. Соотношения между деформациями и напряжениями

Из опыта на простое растяжение образца из данного материала определяются
истинные напряжения σ1 = N/Fд = σ (Fд – площадь образца в деформированном
состоянии) и логарифмические деформации ε1 = ln (l1/l0) = ε , ε2 = ε3 = ln (h0/h1)
( l0, l1, h0, h1 – длина и размер квадратного поперечного сечения образца в ис-
ходном и деформированном состояниях соответственно). По этим данным строится
диаграмма растяжения. Далее определяется функция поперечной деформации ω =
= |ε2| / |ε1| .

Эмпирическим путем строятся зависимости

εi =
2
3

(1 + ω) ε; σi = σ, (10)

где εi – интенсивность деформаций; σi – интенсивность напряжений; ∆εi – прира-
щение интенсивности деформаций, и строятся диаграмма деформирования и гра-
фик зависимости функции поперечной деформации ω от интенсивности деформа-
ций εi (рис. 2).

По диаграммам растяжения и деформирования вычисляются следующие вели-
чины:

Eср = tg α1 = σ/ε – секущий модуль диаграммы растяжения;
Eхр = tg α2 = ∆σ/∆ε – хордовый модуль диаграммы растяжения;
Eсд = tg α3 = σi/εi – секущий модуль диаграммы деформирования;
Eхд = tg α4 = ∆σi/∆εi – хордовый модуль диаграммы деформирования.
Между этими величинами выполняются зависимости

Eср =
2
3

(1 + ω) Eсд; Eхр =
2
3

(1 + ω)Eхд.

Первые инварианты тензоров напряжений P (σ) и деформаций P (ε) есть

P (σ) = σ1 + σ2 + σ3 = σ; P (ε) = ε1 + ε2 + ε3 = ε(1− 2ω).

Они связаны формулой

P (σ) =
Eср

1− 2ω
P (ε) =

1 + ω

1− 2ω
EсдP (ε).

Соотношения между первыми инвариантами тензоров приращений напряжений
P (∆σ) и приращений деформаций P (∆ε) с использованием (10) запишутся как

P (∆σ) =
Eхр

1− 2ω
P (∆ε) =

1 + ω

1− 2ω
EхдP (∆ε). (11)



32 Н.А. ГУРЕЕВА И ДР.

Вторые инварианты девиаторов напряжений I2(Dσ) и деформаций I2(Dε)
определяются соотношениями [15]

I2(Dσ) =
1
6

[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2] =
σ2

3
;

I2(Dε) =
1
6

[(ε1 − ε2)2 + (ε2 − ε3)2 + (ε3 − ε1)2] =
(1 + ω)2

3
ε2.

Введем инвариантные величины (10) по формулам

σi =
√

3I2(Dσ) =
σ√
3
; εi =

√
4
3
I2(Dε) =

1 + ω√
3

ε. (12)

Напряженно-деформированное состояние нагруженного тела в точке M t ха-
рактеризуется тензорами напряжений и деформаций [15]

Tσ = σij~g
i~g j = σij~gi~gj ; Tε = εij~g

i~g j = εij~gi~gj , (13)

где σij , σij – ковариантные и контравариантные компоненты тензора напряжений;
~gi, ~g i – ковариантные и контравариантные векторы базиса в произвольной точке;
εij , εij – ковариантные и контравариантные компоненты тензора деформаций.

Тензорам напряжений и деформаций (13) соответствуют девиаторы напряже-
ний Dσ и деформаций Dε [15]

Dσ = Sij~g
i~g j = Sij~gi~gj ; Dε = Eij~g

i~g j = Eij~gi~gj ,

где Sij = σij− 1
3
P (σ)gij , Sij = σij− 1

3
P (σ)gij – ковариантные и контравариантные

компоненты девиатора напряжений; Eij = εij − 1
3
P (ε)gij , Eij = εij − 1

3
P (ε)gij –

ковариантные и контравариантные компоненты девиатора деформаций; gij , gij –
ковариантные и контравариантные компоненты метрического тензора; P (σ) =
= σijg

ij = σijgij – первый инвариант тензора напряжений; P (ε) = εijg
ij = εijgij –

первый инвариант тензора деформаций.
Вторые инварианты девиаторов напряжений и деформаций имеют вид [15]

I2(S) = SijSij ; I2(E) = EijEij .

Зададим инвариантные величины (12) по формулам

σi =
√

3SijSij ; εi =

√
4
3
EijEij . (14)

Соотношения между напряжениями и деформациями, определяемые на основе
гипотезы о пропорциональности компонент девиатора напряжений компонентам
девиатора деформаций, имеют вид

Sij = φEij ; Sij = φEij , (15)

где φ =
3
2

σi

εi
– функция пропорциональности, определяемая подстановкой (15)

в (14), численное значение которой можно определить по построенной диаграмме
деформирования.
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С использованием значений функции φ соотношения между напряжениями и
деформациями (15) преобразуются согласно формуле

σij =
3
2

Eсд

(
εij +

ω

1− 2ω
P (ε)gij

)
.

Нахождение соотношений между компонентами тензора приращений напряже-
ний и компонентами тензора приращений деформаций осуществляется с использо-
ванием гипотезы о пропорциональности компонент девиатора приращений напря-
жений компонентам девиатора приращений деформаций

∆Sij = ψ∆Eij ; ∆Sij = ψ∆Eij , (16)

где ∆Sij = ∆σij − 1
3

P (∆σ)gij ; ∆Sij = ∆σij − 1
3

P (∆σ)gij – ковариантные и кон-
травариантные компоненты девиатора приращений напряжений; ∆Eij = ∆εij −
− 1

3
P (∆ε)gij ; ∆Eij = ∆εij − 1

3
P (∆ε)gij – ковариантные и контравариантные

компоненты девиатора приращений деформаций; P (∆σ) = ∆σijg
ij = ∆σijgij –

первый инвариант тензора приращений напряжений; P (∆ε) = ∆εijg
ij = ∆εijgij –

первый инвариант тензора приращений деформаций.
Введем в рассмотрение инвариантные величины: σ∆

i – интенсивность прираще-
ний напряжений и ε∆

i – интенсивность приращений деформаций, которые задаются
по формулам [15]

σ∆
i =

√
3∆Sij∆Sij ; ε∆

i =

√
4
3
∆Eij∆Eij . (17)

С учетом выражений (16) и (17) вычисляется функция пропорциональности

ψ =
3
2

σ∆
i

ε∆
i

.

При решении упруго нелинейной задачи считается, что справедливо равенство

σ∆
i

ε∆
i

=
∆σi

∆εi
. (18)

На основе равенства (18) функцию ψ можно заменить хордовым модулем диа-
граммы деформирования при определении приращений напряжений на (j + 1) -м
шаге нагружения:

ψ =
3
2

Eхд,

следовательно, выражения (16) запишутся как

∆Sij =
3
2

Eхд ∆Eij ; ∆Sij =
3
2

Eхд ∆Eij . (19)

Свойство аддитивности ковариантных компонент тензора приращений дефор-
маций ∆εij влечет аддитивность ковариантных компонент девиатора прираще-
ний деформаций ∆Eij . Из первого выражения в (19) вытекает, что аддитивными
должны быть и величины ∆Sij , а поэтому и ковариантные компоненты тензора
приращений напряжений ∆σij .

Для преобразования (19) используется зависимость между первыми инвариан-
тами тензоров приращений напряжений и деформаций в виде (11):

∆σij =
3
2

Eхд

(
∆εij +

ω

1− 2ω
P (∆ε)gij

)
.
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Из вышеизложенных соотношений следуют матричные зависимости

{σ} = [D0] {ε}; {∆σ} = [D] {∆ε},
где {σ}T = {σ11 σ22 σ33 σ13} ; {ε}T = {ε11 ε22 ε33 2ε13} ;

[D0], [D] – матрицы податливости материала;
{∆σ}T = {∆σ11 ∆σ22 ∆σ33 ∆σ13} ; {∆ε}T = {∆ε11 ∆ε22 ∆ε33 2∆ε13} .

4. Матрица деформирования конечного элемента на шаге нагружения

Дискретный элемент выбирается в форме кольца с поперечным сечением в виде
произвольного четырехугольника с узлами i, j, k, l . Узловыми неизвестными ко-
нечного элемента принимаются приращения перемещений и приращения дефор-
маций. Глобальные координаты s, t четырехугольника выражаются через его
узловые значения билинейными соотношениями

s = {φ(ξ, η)}T {sy}; t = {φ(ξ, η)}T {ty}, (20)

где {sy}T = {si sj sk sl} ; {ty}T = {ti tj tk tl} – строки узловых значений коорди-
нат.

Дифференцированием (20) определяются производные глобальных координат
в локальной системе s,ξ , s,η , t,ξ , t,η и производные локальных координат в гло-
бальной системе ξ,s , ξ,t , η,s , η,t [13].

Вектор перемещения внутренней точки конечного элемента аппроксимируется
через векторы перемещений узловых точек также билинейными соотношениями
[13]

~w = {φ(ξ, η)}T { ~wy} , (21)

где { ~wy}T = {~wi ~wj ~wk ~wl} .
Производные вектора (21) имеют вид

~w,s = {φ,s}T {~wy}; ~w,t = {φ,t}T {~wy}. (22)

Вектор перемещения узловой точки конечного элемента есть

~w ω = w1ω~g 0 ω
1 + w3ω~g 0 ω

3 , ω = i, j, k, l. (23)

Базисные векторы узловой точки ω выражаются через базисные векторы внут-
ренней точки конечного элемента по формуле

{~g 0 ω}
2×1

= [nω] {~g 0} . (24)

С учетом (23) и (24) зависимости (21) и (22) примут вид

~w={~g 0}
1×2

T
[
φ1(ξ, η)[ ni

2×2
]T φ2(ξ, η)[ nj

2×2
]T φ3(ξ, η)[nk

2×2
]T φ4(ξ, η)[ nl

2×2
]T

]
{wy}
8×1

; (25)

~w,s ={~g 0}
1×2

T
[
φ1,s(ξ, η)[ ni

2×2
]T φ2,s(ξ, η)[ nj

2×2
]T φ3,s(ξ, η)[nk

2×2
]T φ4,s(ξ, η)[ nl

2×2
]T

]
{wy}
8×1

; (26)

~w,t ={~g 0}
1×2

T
[
φ1,t(ξ, η)[ ni

2×2
]T φ2,t(ξ, η)[ nj

2×2
]T φ3,t(ξ, η)[nk

2×2
]T φ4,t(ξ, η)[ nl

2×2
]T

]
{wy}
8×1

,

где {wy}
1×8

T = {w1i w3i w1j w3j w1k w3k w1l w3l} ; φ1, φ2, φ3, φ4 – функции, явля-

ющиеся элементами аппроксимирующей матрицы {φ(ξ, η)}T .
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Приравнивая правые части (6) и (25), (7) и (26), получим матричные выражения
компонент вектора перемещения и их производных

w1 = {z1} {wy}; w3 = {z2}wy; w1
,s = {z3} {wy}; w3

,s = {z4} {wy};

w1
,t = {z5} {wy}; w3

,t = {z6} {wy} . (27)

С использованием (27) можно сформировать матричные соотношения

{w}
2×1

= [A]
2×8

{wy}
8×1

; {∆ε}
4×1

= [L]
4×2

[A]
2×8

{wy}
8×1

= [B]
4×8

{wy}
8×1

. (28)

При скалярной аппроксимации каждая компонента вектора перемещения на
шаге нагружения аппроксимируется через узловые значения только этой же ком-
поненты выражениями

w1 = {φ(ξ, η)}T {w1
y}; w3 = {φ(ξ, η)}T {w3

y} .

Тензоры приращений деформаций внутренней и узловых точек конечного эле-
мента определяются выражениями

∆ε̃ = ∆ε11~g
1~g 1+∆ε22~g

2~g 2+∆ε33~g
3~g 3+2∆ε13~g

1~g 3 = {∆ε}T {~~g} = {~~g}T {∆ε}; (29)

∆ε̃ω = {∆εω}T {~~g ω} = {~~g ω}T {∆εω} .

Тензоры деформаций внутренней точки выражаются через тензоры деформа-
ций узловых точек [13]

ε̃ = {φ(ξ, η)}T {ε̃ω
y } ; ∆ε̃ = {φ(ξ, η)}T {∆ε̃ω

y }, (30)

где {ε̃ω
y }T = {ε̃ i ε̃ j ε̃ k ε̃ l} ; {∆ε̃ω

y }T = {∆ε̃ i ∆ε̃ j ∆ε̃ k ∆ε̃ l} .
Базисные векторы узловой точки ω выражаются через базисные векторы внут-

ренней точки конечного элемента зависимостью

{~g ω} = [zω]{~g}, (31)

где {~g}T = {~g 1 ~g 2 ~g 3} .
С учетом (31) диадные произведения базисных векторов узловой точки

{~~g ω}T = {~g 1ω~g 1ω ~g 2ω~g 2ω ~g 3ω~g 3ω ~g 1ω~g 3ω} могут быть выражены через диадные
произведения внутренней точки конечного элемента матричной зависимостью

{~~g ω} = [ℵ]
4×4

{~~g} . (32)

С использованием (32) выражение (30) примет вид

∆ε̃ = {~~g}
1×4

[
φ1[ℵi]

4×4

T
φ2[ℵj ]

4×4

T
φ3[ℵk]

4×4

T
φ4[ℵl]

4×4

T
]
{∆εy}
16×1

= {~~g}
1×4

T
[G]
4×16

{∆εy}
16×1

, (33)

где {∆εy}
1×16

T = {∆εi
11 ∆εj

11 ∆εk
11 ∆εl

11 · · · 2∆εi
13 2∆εj

13 2∆εk
13 2∆εl

13} – матрица-

строка узловых приращений деформаций.
Приравнивая правые части (29) и (33), получим матричное выражение

{∆ε}
4×1

= [G]
4×16

{∆εy}
16×1

. (34)



36 Н.А. ГУРЕЕВА И ДР.

При скалярной аппроксимации матрица [G] имеет вид

[G]
4×16

=




{φ}T {0}T {0}T {0}T

{0}T {φ}T {0}T {0}T

{0}T {0}T {φ}T {0}T

{0}T {0}T {0}T {φ}T




Функционал Лагранжа, выражающий равенство возможных и действительных
работ внешних и внутренних сил на шаге нагружения, можно записать в виде [14]

ΠL =
∫

V

[
{σ}T +

1
2
{∆σ}T

]
[{∆εл}+ {∆εн}] dV −

∫

s

{w}T

[
{p}+

1
2
{∆p}

]
dS, (35)

где V – объем деформируемого тела; S – площадь поверхности с заданной внешней
нагрузкой; {p}T = {p1 p2} ; {∆p}T = {∆p1 ∆p2} – векторы нагрузок после j -го и
(j + 1) -го шагов соответственно.

Заменим выражение действительной работы внутренних сил в (35) разностью
их возможной и дополнительной работ [14]

1
2
{∆σ}T {∆ε} = {∆σ}T [L]{w} − 1

2
Φ(σ) = {∆ε}T [D][L]{w} − 1

2
{∆εл}T [D]{∆εл}.

Тогда функционал (35) примет вид

ΠL =
∫

V

{∆εл}T [D][L]{w} dV +
∫

V

{σ}T {∆εн} dV−

− 1
2

∫

V

{∆εл}T [D]{∆εл} dV − 1
2

∫

S

{w}T {∆p}dS−

−
∫

S

{w}T {p} dS+
∫

V

{∆εл}T {σ} dV. (36)

Для отдельного конечного элемента на шаге нагружения функционал (36),
с учетом (34) и (28), определяется по формуле

ΠLE ≡ {∆εy}
1×16

T
∫

V

[G]
16×4

T [D]
4×4

[B]
4×8

dV {wy}
8×1

+{wy}
1×8

T [Kн]
8×8

{wy}
8×1

−

− 1
2
{∆εy}
1×16

T
∫

V

[G]
16×4

T [D]
4×4

[G]
4×16

dV {∆εy}
16×1

−1
2
{wy}
1×8

T
∫

S

[A]
8×2

T {∆p}
2×1

dS−

−{wy}
1×8

T
∫

S

[A]
8×2

T {p}
2×1

dS+{wy}
1×8

T
∫

V

[B]
8×4

{σ}
4×1

dV , (37)

где {Kн}
8×8

– матрица от нелинейной части приращения деформаций.

Выполняя варьирование функционала (37) по узловым неизвестным {∆εy}T

и {wy}T , получим систему уравнений




∂ΠLE

∂{∆εy}T
≡ − [H]

16×16
{∆εy}
16×1

+ [Q]
16×8

{wy}
8×1

= 0;

∂ΠLE

∂{wy}T
≡ [Q]

8×16

T {∆εy}
16×1

+ [Kн]
16×8

{wy}
8×1

+{f} = 0,

(38)
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Рис. 3. Зависимость нормального перемещения от интенсивности давления

где

[Q]
16×8

=
∫

V

[G]
16×4

T [D]
4×4

[B]
4×8

dV ; [H]
16×16

=
∫

V

[G]
16×4

T [D]
4×4

[G]
4×16

dV ;

{f}
8×1

=
∫

S

[A]
8×2

T {∆p}
2×1

dS −
∫

V

[B]
8×4

T {σ}
4×1

dV +
∫

S

[A]
8×2

T {p}
2×1

dS.

Систему (38) можно представить в традиционной конечно-элементной форме

[k]
24×24

{Zy}
24×1

= {F}
24×1

,

где [k]
24×24

=




[H]
16×16

[Q]
16×8

[Q]T
8×16

[Kн]
8×8


 – матрица деформирования конечного элемента;

{Zy}
1×24

T = {{∆εy}
1×16

T {wy}
1×8

}T – вектор узловых неизвестных конечного элемента;

{F}
1×24

T = { {0}
1×16

T {f}
1×8

T } – вектор узловых усилий конечного элемента на шаге

нагружения.
Для формирования матрицы деформирования всей конструкции используется

традиционная процедура МКЭ [16].

5. Пример расчета

Рассматривалось напряженно-деформированное состояние усеченной сфериче-
ской оболочки, находящейся под действием внутреннего давления интенсивно-
сти q . Принимались следующие исходные данные: радиус внутренней поверхности
R = 0.25 м, толщина стенки оболочки t = 0.002 м, расстояние от центра оболочки
до плоскости усечения l = 0.2 м, коэффициент Пуассона ν = 0.3 .

Материал оболочки нелинейно упругий, диаграмма деформирования его опи-
сывается зависимостью σi = aε2

i + bεi , где a = −1839743.5897 МПа, b =
= 115384.6154 МПа.

На рис. 3 показана зависимость нормального перемещения w точки внутрен-
ней поверхности оболочки, расположенной на оси симметрии, от интенсивности
давления q (кривая 2). Прямая 1 показывает решение упруго-линейной задачи.

При перемещении, превышающем почти в 2 раза толщину оболочки, условие
равновесия по напряжениям выполнялось с точностью ≈ 2% . Полученные резуль-
таты свидетельствуют о корректности разработанного алгоритма.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект № 15-41-02346-р_поволжье_а).
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Summary

N.A. Gureeva, Yu.V. Klotchkov, A.P. Nikolaev. The Defining Relations for Nonlinear
Elastic Bodies and Their Implementation in the Calculation of the Rotation Shells Subjected
to Axisymmetric Loading Based on the Mixed FEM.

The relations between stresses and strains, stress and strain increments of a deformable
body with nonlinear elastic properties were obtained on the basis of the hypotheses about
the proportionality of the components of stress and strain deviators, as well as the components
of stress and strain increment deviators. The obtained relations were implemented in a mixed
version of the finite element method to calculate the nonlinear elastic deformable rotation shells
subjected to axisymmetric loading.

Keywords: vector approximation, tensor approximation, vector field, tensor field, mixed
formulation, variational principle.
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