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Аннотация

В пространстве ϕ -распределений со значениями в банаховом пространстве рассмот-
рен процесс, описываемый задачей для дифференциального уравнения с частными произ-
водными. Приведены условия, при которых процесс является динамическим. Понятияϕ -
распределения иϕ -решения были введены В.С. Мокейчевым как удобный инструмент для
исследования разрешимости ряда дифференциальных уравнений с частными производ-
ными и некоторых математических моделей. Это позволило дать решение ряду задач,
которые не имеют обобщенных решений – распределений Шварца. Кроме того, появи-
лась возможность изложить теорию разрешимости без предположения о типе изучаемого
дифференциального уравнения (эллиптический, гиперболический, параболический) и без
предположения скалярности уравнения. Одним из главных достоинств пространстваϕ -
распределений является то, что его элементы и только они разлагаются в ряды по задан-
ной системе элементов ϕ .

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с частными производными, ϕ -рас-
пределение,ϕ -решение

Пусть математическая модель процесса U(t, x) имеет вид

M∑

j=0

∑

α∈Φ

Cα,j(t)D
j
t D

α
x U = f(t, x), t ∈ [a, b), x ∈ Ω ⊂ Rn, (1)

где Φ – конечное множество мультииндексов α = (α1, . . . , αn) , компоненты ко-
торых αj – целые неотрицательные числа, Cα,j(t) – линейные операторы, при
каждом t ∈ [a, b) отображающие некоторое банахово пространство B в себя и не
зависящее от U , Dj

t = ∂j/∂tj , Dk = ∂/∂xk , k = 1, . . . , n , Dα
x = Dα1

1 · · ·Dαn
n ; f(t, x)

не зависит от U ; Ω – измеримое по Лебегу множество ненулевой меры.
Как обычно, процесс U называется динамическим, если каждое его состояние

при t > a определяется начальным состоянием, то есть

Dj
t U

∣∣∣
t=a

= gj(x), x ⊂ Ω, j = 0, . . . , M − 1. (2)

Процесс U является динамическим тогда и только тогда, когда задача (1), (2)
однозначно разрешима.

Выясним, когда процесс U является динамическим, то есть в каком простран-
стве задача (1), (2) однозначно разрешима.

В теории дифференциальных уравнений в частных производных понятие ре-
шения – это ключевой момент. Как известно (см., например [1–3]), существуют
дифференциальные уравнения в частных производных и математические модели,
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не имеющие ни классического, ни обобщённого решения. В [1] показано, что уравне-
ние ∂2U/∂t2−c2∂2U/∂x2 = f(t, x)) , описывающее вынужденные 2π -периодические
колебания струны, закрепленной на концах отрезка [0, π] , не имеет обобщённого
решения, если c является числом Лиувилля. Это противоречит физике процесса.

Желание изложить теорию разрешимости без предположения о типе изучае-
мого дифференциального уравнения (эллиптического, гиперболического, парабо-
лического) и дать универсальное понятие решения привело к введению понятия
ϕB -распределения со значениями в некотором банаховом пространстве B (ϕ-рас-
пределение – это ϕB -распределение, где B = Rn ). Построению соответствующей
теории посвящены работы [5–7]. Это позволило найти решения ряда математи-
ческих моделей [8], не имеющих решения в пространстве обобщенных функций.
Отметим, что эти распределения впервые были использованы в [9] для решения
граничных задач для линейных дифференциальных уравнений в частных произ-
водных.

С учетом вышесказанное будем искать решение задачи (1), (2) в простран-
стве ϕB -распределений. Приведем некоторые понятия теории ϕB -распределений.
Подробно эта теория изложена в [10, 11]. ПустьKn – множество n -мерных векто-
ров p = (p1, · · · , pn) с целочисленными координатами, не обязательно совпадающее
с Zn , |p| = |p1| + · · · + |pn| . Пусть ϕ = {ϕp, p ∈ Kn} – система элементов, имею-
щая относительно некоторого скалярного произведения биортогональную систему
ϕ∗ = {ϕ∗p, p ∈ Kn} .

Пусть при всех m ∈ N и ap , принадлежащих банахову пространству B , суще-
ствует ∑

|p|≤m

apϕp. (3)

Множество всех элементов, представимых при некотором m в виде (3), обозна-
чим через Lϕ(B) . Аналогично определяется множество Lϕ∗(B) .

Определение 1. Линейное отображение U : Lϕ∗(B) → B называется ϕB -рас-
пределением.

Для ϕB -распределений обычным образом вводятся операции сложения и умно-
жения на число. Полученное линейное пространство ϕB -распределений обознача-
ется D′

ϕ(B) .

Определение 2. Последовательность (Um) ϕB -распределений называется
сходящейся к U ∈ D′

ϕ(B) , если lim
m→∞

‖Um(ψ)− U(ψ)‖ = 0 при каждом ψ ∈ Lϕ∗(B) ,
где ‖ · ‖ – норма в пространстве B .

Определение 3. Коэффициентом Фурье U ∈ D′
ϕ(B) по системе ϕ называется

Up = U(ϕ∗p) , p ∈ Kn . Если Up – числовой объект, то полагаем Up = U(ϕ∗p) , где
черта означает комплексное сопряжение. Ряд

∑
p

Upϕp называется рядом Фурье

ϕB - распределения U по системе ϕ .

В [10] доказано, что элементы D′
ϕ(B) и только они разлагаются в ряды Фурье

по данной системе элементов ϕ .
Перейдем теперь к задаче (1), (2). Пусть ϕ = {exp ((µ + ip)x) , p ∈ Zn} , где

x ∈ Ω , i – мнимая единица, µ = (µ1, . . . , µn) – произвольный вектор, не зависящий
ни от x , ни от p . Тогда система ϕ∗ = {(2π)−n exp ((−µ + ip)x), p ∈ Zn} биорто-

гональна к ϕ относительно скалярного произведения (h1, h2) =

2π∫

0

h1(x)h2(x) dx ,

dx – мера Лебега.
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Предположим, что для почти всех t ∈ [a, b)

U(t, x) =
∑

p

Up(t) exp ((µ + ip)x) ,

f(t, x) =
∑

p

fp(t) exp ((µ + ip)x) ,

gj(x) =
∑

p

gj,p(t) exp ((µ + ip)x)

есть разложения в ряд Фурье по системе ϕ ϕB -распределений U(t, x) , f(t, x) и
gj(x) , j = 0, . . . , M − 1 ; Up(t) , fp(t) для почти всех t и gj,p принадлежат про-
странству B .

Определение 4. Функция V (t) : [a, b) → B называется абсолютно непрерыв-
ной, если существует функция W (t) : [a, b) → B такая, что‖W (t)‖ ∈ L1

loc ([a, b))

и V (t) =

t∫

a

W (s) ds .

Определение 5. ϕB -распределение U называется решением задачи (1), (2),
если коэффициенты Фурье Up(t) абсолютно непрерывны, в D′

ϕ(B) выполняются
равенства (2) и почти всюду равенство (1).

В связи с последним определением поясним, что понимается под Dj
t D

α
x U

иDj
t

∣∣
t=a

. Поскольку функции U
(j)
p (t) , j = 0, . . . , M − 1 , абсолютно непрерывны,

то в D′
ϕ(B) сходятся ряды

∑
p

U (j)
p (t)(µ + ip)α exp ((µ + ip)x) (4)

и при j = M ряд сходится почти всюду. Суммой ряда (4) является Dj
t D

α
x U . Ана-

логичный смысл имеет Dj
t

∣∣
t=a

. Ясно, что почти всюду в D′
ϕ(B) сходится ряд

∑
p




M∑

j=0

∑

α∈Φ

(µ + ip)αCα,j(t)U (j)
p (t)


 exp((µ + ip)x).

Итак, задача (1), (2) однозначно разрешима тогда и только тогда, когда одно-
значно разрешима каждая задача

M∑

j=0

∑

α∈Φ

(µ + ip)αCα,j(t)U (j)
p (t) = fp(t), t ∈ [a, b), (5)

U (j)
p (a) = gj,p, j = 0, . . . ,M − 1, p ∈ Zn. (6)

Положим Qp,j(t) =
∑

α∈Φ

(µ + ip)αCα,j(t) . Очевидно, что при каждом t ∈ [a, b)

Qp,j(t) : B → B линейные операторы.

Теорема. Пусть при некотором µ операторы Qp,M (t) при всех p ∈ Zn

имеют обратные,
∥∥(Qp,M (t))−1Qp,j(t)

∥∥ ≤ C(t) , где C(t) ∈ L1
loc([a, b)) и∥∥(Qp,M (t))−1fp(t)

∥∥ ∈ L1
loc ([a, b)) . Тогда задача (1), (2) однозначно разрешима в про-

странстве D′
ϕ(B) , где ϕ = {exp ((µ + ip)x) , p ∈ Zn} .
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Доказательство. Как следует из вышеизложенного, достаточно доказать од-
нозначную разрешимость задач (5), (6). Перепишем равенство (5) в виде

U (M)
p (t) +

M−1∑

j=0

Fp,j(t)U (j)
p (t) = hp(t), t ∈ [a, b), (7)

где Fp,j(t) = (µ + ip)α (Qp,M (t))−1
Qp,j(t), hp(t) = (Qp,M (t))−1

fp(t) .
Каждая из задач (7), (6) имеет вид

V (M)(t) +
M−1∑

j=0

Fj(t)V (j)(t) = g(t), t ∈ [a, b), (8)

V (j)(a) = yj , j = 0, . . . , M − 1, (9)

где Fj(t) : B → B – линейные непрерывные операторы и ‖g(t)‖ ∈ L1
loc ([a, b)) .

Докажем однозначную разрешимость задачи (8), (9) на произвольном отрезке
[a, b1] ⊂ [a, b) . Пусть {Vk(t)} – последовательность, задаваемая формулами

V
(M)
k (t) = g(t)−

M−1∑

j=0

Fj(t)V
(j)
k−1(t), V

(j)
k (a) = yj , k ∈ N,

V0(t) =
M−1∑

j=0

(t− a)j

j!
yj , j = 0, . . . ,M − 1, t ∈ [a, b1].

Зафиксируем t ∈ [a, b1] и докажем, что для некоторой постоянной T1 и всех
k ≥ 2 выполняются неравенства

∥∥∥V
(j)
k (t)− V

(j)
k−1(t)

∥∥∥ ≤ T k−1
1

(k − 1)!




t∫

a

C(s)ds




k−1

, j = 0, . . . , M − 1. (10)

Пусть T0 = max
j=0,...,M−1

max
s∈[a,t]

∥∥∥V
(j)
1 (s)− V

(j)
0 (s)

∥∥∥ ,

T1 = max
j=0,...,M−1

{
M(b1 − a)M−j−1, T0M(b1 − a)M−j−1

}
.

Имеем

∥∥∥V
(M−1)
2 (t)− V

(M−1)
1 (t)

∥∥∥ ≤
M−1∑

j=0

t∫

a

‖Fj(s)‖ ·
∥∥∥V

(j)
1 (s)− V

(j)
0 (s)

∥∥∥ ds ≤

≤ T0M

t∫

a

C(s) ds ≤ T1

t∫

a

C(s) ds,

∥∥∥V
(M−2)
2 (t)− V

(M−2)
1 (t)

∥∥∥ ≤
t∫

a

∥∥∥V
(M−2)
2 (s)− V

(M−2)
1 (s)

∥∥∥ ds ≤

≤ T0M(b1 − a)

t∫

a

C(s) ds ≤ T1

t∫

a

C(s) ds
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и так далее.
В итоге получим

∥∥∥V
(j)
2 (t)− V

(j)
1 (t)

∥∥∥ ≤

≤ ToM(b1 − a)M−j−1

t∫

a

C(s) ds ≤ T1

t∫

a

C(s) ds, j = 0, . . . ,M − 1.

Пусть неравенство (10) верно при k ≤ m . Тогда

∥∥∥V
(M−1)
m+1 (t)− V (M−1)

m (t)
∥∥∥ ≤

M−1∑

j=0

t∫

a

‖Fj(s)‖ ·
∥∥∥V (j)

m (s)− V
(j)
m−1(s)

∥∥∥ ds ≤

≤ M · Tm−1
1

(m− 1)!

t∫

a

C(s)




s∫

a

C(y) dy




m−1

ds =

=
M · Tm−1

1

(m− 1)!m




t∫

a

C(s) ds




m

≤ Tm
1

m!




t∫

a

C(s) ds




m

,

то есть
∥∥∥V

(M−1)
m+1 (t)− V (M−1)

m (t)
∥∥∥ ≤ Tm

1

m!




t∫

a

C(s) ds




m

.

Используя последнее неравенство, легко получить, что

∥∥∥V
(j)
m+1(t)− V (j)

m (t)
∥∥∥ ≤ Tm

1

m!




t∫

a

C(s) ds




m

, j = 0, . . . ,M − 1.

Значит, неравенство (10) верно для k = m+1 . При k > r с помощью неравенства
(10) получаем

∥∥∥V
(M−1)
k (t)− V (M−1)

r (t)
∥∥∥ ≤

k∑
p=r+1

∥∥∥V (M−1)
p (t)− V

(M−1)
p−1 (t)

∥∥∥ ≤

≤
k∑

p=r+1

T p−1
1

(p− 1)!




t∫

a

C(s) ds




s−1

≤

≤ T r
1

r!




t∫

a

C(s) ds




r−1

·
∞∑

q=0

1
q!


T1

t∫

a

C(s) ds




q

→ 0 при r →∞.

Таким образом, при каждом t ∈ [a, b1] последовательность
{

V
(M−1)
k (t)

}
фун-

даментальна в банаховом пространстве B . Поэтому существует функция W (t) ,
для которой lim

k→∞

∥∥∥V
(M−1)
k (t)−W (t)

∥∥∥ = 0 при каждом t ∈ [a, b1] . Обозначим через

V (t) функцию, удовлетворяющую условиям

V (M−1)(t) = W (t), V (j)(a) = yj , j = 0, . . . , M − 1.
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Тогда из равенств

V
(M−1)
k (t)− yM−1 +

M−1∑

j=0

t∫

a

Fj(s)V
(j)
k−1(s) ds =

t∫

a

g(s) ds

следует, что

V (M−1)(t)− yM−1 +
M−1∑

j=0

t∫

a

Fj(s)V (j)(s) ds =

t∫

a

g(s) ds.

Это означает, что V (M−1)(t) абсолютно непрерывна и является ϕB -решением
задачи (8), (9).

Мы доказали, что при каждом p задача (5), (6) имеет решение. Докажем его
единственность.

Пусть U1(t) и U2(t) – решения задачи, положим G(t) = U1(t)− U2(t) . Тогда

G(M−1)(t) +
M−1∑

j=0

t∫

a

Fj(s)G(j)(s)ds = 0, G(j)(a) = 0, j = 0, . . . , M − 1.

Рассуждая так же, как при доказательстве неравенства (10), получим, что для
некоторой постоянной T2 справедливо неравенство

∥∥∥G(M−1)(t)
∥∥∥ ≤ T k

2

k!




t∫

a

C(s) ds




k

, k = 0, 1, 2, . . . .

Поэтому G(M−1)(t) = 0 для всех t ∈ [a, b1] . Отсюда и из равенства G(j)(a) = 0
следует, что G(t) = 0 для всех t ∈ [a, b1 ]. В силу произвольности b1 имеем, что
G(t) = 0 для t ∈ [a, b) .
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Abstract

In the space of ϕ -distributions with values belonging to a Banach space, the process de-
scribed by the problem of partial differential equation has been considered. Conditions under
which the process is dynamic have been given. The notion of ϕ -distributions and ϕ -solutions
has been introduced by V.S. Mokeichev as a tool for studying the solvability of some partial
differential equations and mathematical models. Thus, it is possible to solve certain prob-
lems without any generalized solution (Schwartz distribution). Furthermore, an opportunity
to explain the theory of solvability without assumptions on the type of the investigated partial
differential equation (elliptic, parabolic, hyperbolic) and on whether the equation is scalar.
One of principal advantages of the space of ϕ -distributions is that its elements and only they
expand in the series by a given system of elements ϕ .
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