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ÓÄÊ 539.3ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ Â ÌÀÒÅ�ÈÀËÀÕÑÎ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÌÈ ÈÇÌÅÍÅÍÈßÌÈÀ.À. �îãîâîéÀííîòàöèÿÍà îñíîâå ïîäõîäà, ïðèâîäÿùåãî â ðàìêàõ êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé ê óðàâíåíèþ òåïëî-ïðîâîäíîñòè, à èìåííî ê òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïðîèçâîäñòâîì òåïëà íåóïðó-ãèìè èñòî÷íèêàìè, ðàññìîòðåíû âîïðîñû ðàçäåëåíèÿ íåóïðóãîé ýíåðãèè íà òåïëîâóþ èñêðûòóþ, ñâÿçàííóþ ñî ñòðóêòóðíûìè èçìåíåíèÿìè â ìàòåðèàëå. Ïðè ýòîì ñ ó÷åòîìýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîëàãàëîñü, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íå çàâèñÿò îòèçìåíåíèé ñòðóêòóðû, ñâÿçàííûõ ñ ïëàñòè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè. Îïèñàíà ýêñïåðèìåí-òàëüíàÿ êðèâàÿ äîëè îáùåãî êîëè÷åñòâà ïëàñòè÷åñêîé ðàáîòû, ïåðåøåäøåé â òåïëî.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íûå äå�îðìàöèè, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, òåïëîâàÿ èñêðûòàÿ íåóïðóãàÿ ýíåðãèÿ, ïåðåøåäøàÿ â òåïëî ïëàñòè÷åñêàÿ ðàáîòà.ÂâåäåíèåÈçâåñòíî, ÷òî ÷àñòü ïëàñòè÷åñêîé ðàáîòû, çàòðà÷åííîé íà äå�îðìèðîâàíèåìàòåðèàëîâ, ïåðåõîäèò â òåïëî, à ÷àñòü èäåò íà èçìåíåíèå ýíåðãèé äèñëîêàöèé,äå�åêòîâ è ò. ï. è ýíåðãèé èõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Íà ìàêðîóðîâíå ýòî íîâîå ñîñòî-ÿíèå ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ïðîÿâëÿåòñÿ â èçìåíåíèè åãî óïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëèñü ñèñòåìàòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòàëüíûåèññëåäîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàçäåëèòü çàòðà÷åííóþ ïëàñòè÷åñêóþ ðàáîòó íà çàïà-ñåííóþ è òåïëîâóþ ÷àñòè ýíåðãèè. Äëÿ ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõâ ýòèõ ðàáîòàõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèì ïîäõîä, ïðèâîäÿùèé ê óðàâíåíèþ òåïëî-ïðîâîäíîñòè, à èìåííî ê òîé åãî ÷àñòè, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïðîèçâîäñòâîì òåïëàíåóïðóãèìè èñòî÷íèêàìè â ðàìêàõ êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé. Òàêîé ïîäõîä ðàçðàáî-òàí â [1�6℄, êðàòêî èçëîæåí â ïåðâîì ðàçäåëå íàñòîÿùåé ñòàòüè è èñïîëüçîâàí âîâòîðîì ðàçäåëå äëÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ÷àñòè ïëàñòè÷åñêîéðàáîòû, ïåðåøåäøåé â òåïëî.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ1.1. Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Ïðèäåðæèâàÿñü ïîäõîäà, èçëîæåí-íîãî â ðàáîòàõ [2, 3℄ è îñíîâàííîãî íà íàëîæåíèè ìàëûõ äå�îðìàöèé íà êîíå÷-íûå, ïðåäñòàâèì ãðàäèåíò ìåñòà â âèäå ìóëüòèïëèêàöèè ìàëûõ óïðóãèõ, ìàëûõíåóïðóãèõ è êîíå÷íûõ óïðóãî-íåóïðóãèõ äå�îðìàöèé (ñì. ðèñ. 1):

F = fE · fIN · F∗. (1.1)Çäåñü óïðóãî-íåóïðóãèé ãðàäèåíò ìåñòà F∗ ïåðåâîäèò íà÷àëüíóþ êîí�èãóðà-öèþ κ0 , ïîëîæåíèå òî÷êè â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì r , â ïåðâóþïðîìåæóòî÷íóþ κ1 . �ðàäèåíò fIN ïåðåâîäèò êîí�èãóðàöèþ κ1 âî âòîðóþ, òîæåïðîìåæóòî÷íóþ, êîí�èãóðàöèþ κ2 . È, íàêîíåö, ãðàäèåíò fE ïåðåâîäèò êîí�èãó-ðàöèþ κ2 â òåêóùóþ κ  ðàäèóñîì-âåêòîðîì R . Ïðè÷åì êîí�èãóðàöèè κ1 , κ2
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�èñ. 1. Êèíåìàòèêà è ñîîòâåòñòâóþùèå åé íàïðÿæåíèÿè òåêóùàÿ áëèçêè ìåæäó ñîáîé, ÷òî �îðìàëèçóåòñÿ âûðàæåíèÿìè
Rκ2

= Rκ1
+ εuIN , R = Rκ2

+ εuE ,ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð (ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà), à uIN è uE � âåêòîðû íåóïðó-ãèõ è óïðóãèõ ïåðåìåùåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåâîäÿùèå êîí�èãóðàöèþ κ1 â κ2è κ2 â òåêóùóþ.C òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïî ε êîí�èãóðàöèè κ1 è κ2 íåðàç-ëè÷èìû:
fE · fIN = fIN · fE = g + ε (e + d) =

= (g + ε e) · (g + εd) = (g + εd) · (g + ε e),ãäå g � åäèíè÷íûé òåíçîð, e = eE + eIN è d = dE + dIN � ïîëíàÿ ìàëàÿ äå�îð-ìàöèÿ è ïîëíûé ìàëûé ïîâîðîò. Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (1.1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå
F = [g + ε (eE + eIN + dE + dIN )] · F∗.Ýòî ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå (ïðè åãî ïîëó÷åíèè ñîõðàíÿëèñü òîëüêî ëèíåéíûåîòíîñèòåëüíî ε ñëàãàåìûå) ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè ñòðåìëåíèè ïðîìåæóòî÷-íîé êîí�èãóðàöèè ê òåêóùåé ëåãêî ñâîäèòñÿ ê òî÷íîìó ýâîëþöèîííîìó

Ḟ = (DE + DIN + WE + WIN) · F = P · F + Q · F. (1.2)Çäåñü DE = ėE , DIN = ėIN � äå�îðìàöèè óïðóãîé è íåóïðóãîé ñêîðîñòåé ïåðå-ìåùåíèé (ñîâïàäàþùèå â äàííîì ñëó÷àå ñî ñêîðîñòÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ äå�îð-ìàöèé), WE = ḋE , WIN = ḋIN � óïðóãèé è íåóïðóãèé òåíçîðû âèõðÿ. Òåíçîðûæå P è Q � ëþáûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå òåíçîðíûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèþ P + Q = A , A = DE + DIN + WE + WIN . Â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî íàîñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ P = DE + WE ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2) áóäåò òåíçîð
F = FE · FIN , (1.3)

FE = [g + ε (eE + dE)] · FE∗, FIN = [g + εF−1
E∗

· (eIN + dIN ) · FE∗] · FIN∗ (1.4)è ãðàäèåíòû ìåñòà, ïîìå÷åííûå ¾çâåçäî÷êîé¿, îòíîñÿòñÿ ê ïðîìåæóòî÷íîé êîí�è-ãóðàöèè κ1 . Ïðåäñòàâëåíèå (1.3) ñîâïàäàåò ïî �îðìå ñ èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì Ëè,



212 À.À. �Î�ÎÂÎÉíî ñâîáîäíî îò íåäîñòàòêîâ ïîñëåäíåãî. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäó-åò, ÷òî ïîëíàÿ äå�îðìàöèÿ ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé åñòü ñóììà óïðóãîé è íåóïðóãîéäå�îðìàöèé ñêîðîñòè è óïðóãèé ãðàäèåíò ìåñòà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ÷èñòî íåóïðóãîìèçìåíåíèè êîí�èãóðàöèè.Ìåðà äå�îðìàöèé Êîøè��ðèíà C = FT · F çàïèñûâàåòñÿ â âèäå C = FT
IN ·

CE ·FIN , ãäå CE = FT
E · FE . Ýòó ìåðó ñ ó÷åòîì (1.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

C = C∗ + 2εFT
∗
· (eE + eIN ) · F∗, F∗ = FE∗ ·FIN∗, C∗ = FT

∗
·F∗,èëè êàê

C = C⋆ + 2εFT
⋆ · eE · F⋆, F⋆ = FE∗ · FIN , C⋆ = FT

⋆ · F⋆.Âåëè÷èíû, ïîìå÷åííûå � ∗ �, îòíîñÿòñÿ ê ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè κ1 , à âåëè-÷èíû, ïîìå÷åííûå � ⋆ �, � ê ïðîìåæóòî÷íîé óïðóãîé êîí�èãóðàöèè κ2 (ñì. ðèñ. 1).Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè ñîîòíîøåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì,ïðè ñòðåìëåíèè ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè κ1 ê òåêóùåé (F∗ → F, C∗ → C)è ïðîìåæóòî÷íîé óïðóãîé êîí�èãóðàöèè κ2 ê òåêóùåé (F⋆ → F, C⋆ → C) , äâàïðèðàùåíèÿ è äâå ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ìåðû äå�îðìàöèè C [3℄:
(dC)κ1

= 2FT · (deE + deIN ) ·F,

(Ċ)κ1
= 2FT · (ėE + ėIN ) ·F = 2FT · (DE + DIN ) ·Fîòíîñèòåëüíî êîí�èãóðàöèè κ1 (ïîëíîå ïðèðàùåíèå è ïîëíàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿòåíçîðà C) è

(dC)κ2
= 2FT · deE ·F, (Ċ)κ2

= 2FT · ėE · F = 2FT ·DE · F (1.5)îòíîñèòåëüíî êîí�èãóðàöèè κ2 (ïðèðàùåíèå è ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ òåíçîðà C çàñ÷åò òîëüêî óïðóãèõ äå�îðìàöèé).×òîáû ó÷åñòü âëèÿíèå òåìïåðàòóðû, ïðåäñòàâèì, àíàëîãè÷íî ðàáîòå [3℄, êèíå-ìàòèêó òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà â âèäå F = fE ·fIN ·fΘ ·F∗ , ãäå fΘ � ãðàäè-åíò ìåñòà, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàëûì òåìïåðàòóðíûì äå�îðìàöèÿì, è F∗ � òåïåðüòåðìî-óïðóãî-íåóïðóãèé ãðàäèåíò ìåñòà, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëüíóþ êîí�èãóðàöèþâ ïðîìåæóòî÷íóþ. Ïðè÷åì ãðàäèåíòû ìåñòà, îïðåäåëÿåìûå ìàëûìè äå�îðìàöèÿ-ìè, âñå êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå [3℄, ïîëó÷àåì, ÷òî
F = FE ·FIN ·FΘ , ãäå FE è FIN ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1.4), à

FΘ = (g + εF−1
IN∗

· F−1
E∗

· hΘ ·FE∗ ·FIN∗) · FΘ∗. (1.6)Çäåñü hΘ � ãðàäèåíò òåìïåðàòóðíûõ ïåðåìåùåíèé îòíîñèòåëüíî êîí�èãóðàöèè,ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàäèåíòó ìåñòà F∗ . Ïîëíûå ìàëûå äå�îðìàöèè è ïîâîðîòûîïðåäåëÿþòñÿ òåïåðü âûðàæåíèÿìè e = eE + eIN + eΘ, d = dE + dIN + dΘ ,ãäå eΘ è dΘ � ñèììåòðè÷íàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòè hΘ .Ñîîòíîøåíèÿ (1.4) è (1.6) óäîáíî ïåðåïèñàòü â �îðìå
Fi = (g + εPi) · Fi∗, Pi =





hE , i = E,

F−1
E∗

· hIN ·FE∗, i = IN,

F−1
IN∗

· F−1
E∗

· hΘ · FE∗ · FIN∗, i = Θ.Íà îñíîâå ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèé F = R · U = V · R äëÿ ãðàäèåíòà ìåñòà ñ ëþ-áûì èíäåêñîì � i� è ïðåäñòàâëåíèÿ òåíçîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ,â âèäå
U =

3∑

i=1

Ui δ
(1)
i δ

(1)
i , V =

3∑

i=1

Ui δ
(2)
i δ

(2)
i ,
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R =

3∑

i=1

δ
(2)
i δ

(1)
i , F =

3∑

i=1

Ui δ
(2)
i δ

(1)
i ,ãäå Ui � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî òåíçî-ðà U (èëè V ), δ

(1)
i � ñîáñòâåííûå âåêòîðû òåíçîðà U , åäèíè÷íûå è îðòîãîíàëüíûå,

δ
(2)
i � ñîáñòâåííûå âåêòîðû òåíçîðà V , òàêæå åäèíè÷íûå è îðòîãîíàëüíûå, â ðàáî-òå [4℄ ðàññìîòðåíû èçìåíåíèÿ ýòèõ òåíçîðîâ ïðè ñëàáûõ âîçìóùåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè,äëÿ èçìåíåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà R ïîëó÷åíî âûðàæåíèå

R =

{
g + ε

[
PC − Ui − Uj

Ui + Uj

(δ
(2)
i · PS · δ(2)

j ) δ
(2)
i δ

(2)
j

]}
·R∗, (1.7)ãäå PS è PC � ñèììåòðè÷íàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòè P . Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè-ñóòñòâóþùèå â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ òåíçîðû ÷èñòîé äå�îðìàöèè, èõ ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ è âåêòîðû, îðòîãîíàëüíûé òåíçîð îòíîñÿòñÿ ê íåóïðóãîé èëè òåìïåðà-òóðíîé êèíåìàòèêå, òî åñòü èìåþò èíäåêñ � IN � èëè �Θ �.1.2. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå. Êàê èçâåñòíî [7℄, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðå-ìîé Ñåëåðüå ��èõòåðà èëè òåîðåìîé ïðèâåäåíèÿ Íîëëà îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèåäëÿ ïðîñòîãî ìàòåðèàëà, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè, èìååò âèä

T = R · g̃1(U) ·RT ,ãäå T � òåíçîð èñòèííûõ íàïðÿæåíèé è g̃1(U) � îòêëèê ìàòåðèàëà íà ÷èñòóþäå�îðìàöèþ. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â íåñêîëüêèõ ýêâèâà-ëåíòíûõ �îðìàõ (ñì. [5, 6℄), â ÷àñòíîñòè â �îðìå
T = J−1F · g̃6 ·FT , (1.8)ãäå J = I3(F) � òðåòèé ãëàâíûé èíâàðèàíò F, à �óíêöèÿ îòêëèêà ìàòåðèàëà,îáîçíà÷åííàÿ çäåñü è â ðàáîòàõ [5, 6℄ êàê g̃6 , ñâÿçàíà ñ g̃1 ñîîòíîøåíèåì g̃1 =

= J−1U · g̃6 · U . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî g̃6 = g̃6(CE , Θ, µi) ãäå Θ � àáñîëþòíàÿòåìïåðàòóðà, µi, i = 1, 2, . . . , n � ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿåìûå ñòðóêòóð-íûìè èçìåíåíèÿìè, ïðîèñõîäÿùèìè â ìàòåðèàëå â ïðîöåññå äå�îðìèðîâàíèÿ. Ïðèýòîì g̃6 � ýòî òåíçîðíàÿ �óíêöèÿ îò CE ñ êîý��èöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò Θ è
µi . Ïðåäñòàâëÿÿ êàæäóþ èç âõîäÿùèõ â (1.8) âåëè÷èí ÷åðåç åå çíà÷åíèå â ïðîìå-æóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè è ïðèðàùåíèå ïðè ïåðåõîäå ê áëèçêîé òåêóùåé (A = A∗+
+ε a), ïåðåïèñûâàåì ñîîòíîøåíèå (1.8), ñîõðàíÿÿ òîëüêî ëèíåéíûå ïî ε ñëàãàåìûå,îòíîñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè (ñì. [2℄):
T = [1− ε I1(e)]T∗ + εh ·T∗ + εT∗ ·hT + ε ϑ (T,Θ)∗ + ε ζi (T,µi

)∗ + ε L̃IV
6∗ · ·eE . (1.9)Çäåñü e è eE � ïîëíàÿ òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãàÿ è ÷èñòî óïðóãàÿ ìàëûå äå�îðìà-öèè îòíîñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè, I1 � ïåðâûé ãëàâíûé èíâàðèàíò,

h � ãðàäèåíò îòíîñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè âåêòîðà ìàëûõ ïåðåìå-ùåíèé, ïåðåâîäÿùåãî ïðîìåæóòî÷íóþ êîí�èãóðàöèþ â áëèçêóþ òåêóùóþ, ϑ è ζi� ïðèðàùåíèÿ òåìïåðàòóðû è ñêàëÿðíûõ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ, L̃IV
6∗ � �óíê-öèÿ îòêëèêà ìàòåðèàëà (òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà) íà ìàëûå óïðóãèå äå�îðìàöèèîòíîñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè, êîíêðåòíîå âûðàæåíèå äëÿ êîòîðî-ãî ïðèâåäåíî â [2℄ äëÿ ñëàáîñæèìàåìîãî ìàòåðèàëà, T,a ≡ ∂T/∂a , � ∗ � â èíäåê-ñå óêàçûâàåò, ÷òî çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû îòíîñèòñÿ ê ïðîìåæóòî÷-íîé êîí�èãóðàöèè. Ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå (1.9) ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè



214 À.À. �Î�ÎÂÎÉñòðåìëåíèè ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè ê òåêóùåé ëåãêî ñâîäèòñÿ ê òî÷íîìóýâîëþöèîííîìó
TTr = ϑ̇ (T,Θ) + ζ̇i (T,µi

) + L̃IV
6 · ·ėE (1.10)ñ àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàþùåé îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé Òðóñäåëëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

eE = e−eIN −eΘ èëè ėE = ė− ėIN − ėΘ , è âûïèñûâàÿ îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿäëÿ eIN (ėIN ) è eΘ (ėΘ) , çàìûêàåì ïîñòðîåíèå óðàâíåíèé (1.9), (1.10).Â ðàáîòå [2℄ ââåäåí �óíêöèîíàë
W1 =

t∫

0

(F · PII ·FT ) · ·DE dτ =

t∫

0

J T · ·DE dτ. (1.11)Çäåñü âòîðîé (ñèììåòðè÷íûé) òåíçîð Ïèîëà �Êèðõãî�à PII ïðåäñòàâëÿåòñÿ âèäå
PII = 4

t∫

0

(
F

3◦ ∂2W

∂C2
E

· FT

)
· ·DE dτ, (1.12)ãäå W � óïðóãèé ïîòåíöèàë, çàâèñÿùèé îò ìåðû óïðóãèõ äå�îðìàöèé CE , ñ êîí-ñòàíòàìè, çàâèñÿùèìè îò òåìïåðàòóðû Θ è ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ µi . Îïåðàöèÿ

A
3◦ BIV îçíà÷àåò ïîçèöèîííîå ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ñëåâà òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà

A íà òðåòèé áàçèñíûé âåêòîð òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà BIV . Êàê ïîêàçàíî â [2℄,�óíêöèîíàë (1.11), (1.12) ïðîèçâîäèò îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (1.9).1.3. Ñîîòíîøåíèÿ, âûòåêàþùèå èç òåðìîäèíàìèêè. Âûïèøåì òåðìî-äèíàìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî Êëàóçèóñà �Äþãåìà
T · ·D − ρ (Ψ̇ + Θ̇ s) − q · ∇̃ lnΘ ≥ 0,ãäå ρ, Ψ, s � ïëîòíîñòü ìàññû â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè, óäåëüíûå (îòíåñåííûåê åäèíèöå ìàññû) ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è ýíòðîïèÿ, q � âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà,

∇̃ � îïåðàòîð �àìèëüòîíà â òåêóùåé êîí�èãóðàöèè, D � òåíçîð ïîëíîé äå�îðìà-öèè ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé. Èç òðåáîâàíèé ïðèíöèïà îáúåêòèâíîñòè âûòåêàåò, ÷òîàðãóìåíòàìè ó �óíêöèè Ψ ìîãóò áûòü òîëüêî èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû, òî åñòüêàêàÿ-ëèáî èíâàðèàíòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê æåñòêîìó âðàùåíèþ òåêóùåé êîí�èãó-ðàöèè êèíåìàòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, òåìïåðàòóðà Θ è êîíå÷íîå ÷èñëî âíóòðåííèõ ïà-ðàìåòðîâ µi (i = 1, . . . , m) � îáúåêòèâíûõ ñêàëÿðíûõ �óíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõèçìåíåíèå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà â ïðîöåññå òåðìî-óïðóãî-íåóïðóãîãîäå�îðìèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå êèíåìàòè÷åñêîé âåëè÷èíû âûáåðåì òåíçîð Cκ2
(1.5)è ïðåäñòàâèì Ψ(Cκ2

, µi, Θ) â âèäå (ñì. [3℄)
Ψ(Cκ2

, µi, Θ) = Ψ1(Cκ2
, µi, Θ) + Ψ2(Θ) + Ψ3(µi),ïîëàãàÿ, ÷òî Ψ̇1 = 0 , åñëè (Ċ)κ2

= 0 , Ψ2 = 0 , åñëè Θ = Θ0 , ãäå Θ0 � òåìïåðàòóðàïðèâåäåíèÿ â ãðàäóñàõ Êåëüâèíà (îáû÷íî, ýòî êîìíàòíàÿ òåìïåðàòóðà), è Ψ3 =
= 0 , åñëè µi = 0 . Ïåðâîå óñëîâèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè íåò èçìåíåíèÿ óïðóãîéäå�îðìàöèè ( ėE = DE = 0), òî è Ψ1 íå ìåíÿåòñÿ. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò�óíêöèîíàë (1.11), (1.12). Íî îí îòíåñåí íå ê åäèíè÷íîé ìàññå, à ê åäèíè÷íîìóíåäå�îðìèðîâàííîìó îáúåìó. Ïîýòîìó

Ψ = W1/ρ0 + Ψ2(Θ) + Ψ3(µi),ãäå ρ0 � ïëîòíîñòü ìàññû â íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè. Â ðåçóëüòàòå, ïîñòðîèâëîêàëüíîå ïðîäîëæåíèå ïðîöåññà [7℄ è ñâÿçàâ ėΘ ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû Θ̇



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÑÎ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÌÈ ÈÇÌÅÍÅÍÈßÌÈ 215ïðîñòåéøèì çàêîíîì ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ėΘ = β Θ̇ g , ãäå β �êîý��èöèåíò ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ, êîòîðûé ïîëàãàåì �óíêöèåéòîëüêî òåìïåðàòóðû, ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå
T = J−1 F ·PII · FT(ñðàâíè ñ (1.8)), ãäå PII çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (1.12), ñîîòíîøåíèå äëÿ ýíòðîïèè

s =
J β

ρ0
I1(T) − 1

ρ0

∂W1

∂Θ
− cT0 ln

Θ0

Θ
+

Θ∫

Θ0

ln
Θ

Θ1
cT1(Θ1) dΘ1, (1.13)ãäå cT0 è cT1 îïðåäåëÿþò òåïëîåìêîñòü ïðè íóëåâîì íàïðÿæåíèè: cT = cT0 +

+

Θ∫

Θ0

cT1(Θ1) dΘ1 , è, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ôóðüå äëÿ òåïëîâîãî ïîòîêà q = −λ ∇̃Θ ,ãäå λ � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, òåðìîäèíàìè÷åñêîå íåðàâåíñòâî
T · ·DIN − J−1 ρ0

(
1

ρ0

∂W1

∂µi

+
∂Ψ3

∂µi

)
µ̇i ≥ 0. (1.14)Èç ïåðâîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè ñ ó÷åòîì (1.11) (1.13) èìååì óðàâíåíèå òåï-ëîïðîâîäíîñòè (ñì. [3℄)

c Θ̇ = Q̇E + Q̇IN + ρ Ω + ∇̃ · (λ ∇̃Θ), (1.15)ãäå òåïëîåìêîñòü
c = J−1 ρ0 cT + Θ

[
(β, Θ + 2 β2) I1(T) + β I1(T, Θ) − J−1 W1,ΘΘ

]
, (1.16)ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà òåïëà óïðóãèìè èñòî÷íèêàìè

Q̇E = Θ
[
T, Θ − 2 β T − β (g · ·L̃IV

6 )
]
· ·DE (1.17)è ñêîðîñòü ïðîèçâîäñòâà òåïëà íåóïðóãèìè èñòî÷íèêàìè è ñòðóêòóðíûìè èçìåíå-íèÿìè â ìàòåðèàëå

Q̇IN = (1 − 2 β Θ)T · ·DIN +

+ J−1

[
Θ W1,Θµi

− W1,µi
− β J Θ I1(T, µi

) − ρ0
∂Ψ3

∂µi

]
µ̇i. (1.18)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðè ìàëûõ ÷èñòî óïðóãèõ äå�îðìàöèÿõ ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ

cσ Θ̇ = −β Θ0 I1(Ṫ) + ρ Ω + ∇̃ · (λ ∇̃Θ) (1.19)èëè ê áîëåå èçâåñòíîìó
ce Θ̇ = −3 K β Θ0 I1(ė) + ρ Ω + ∇̃ · (λ ∇̃Θ), (1.20)ãäå cσ è ce � îòíåñåííûå ê åäèíèöå îáúåìà òåïëîåìêîñòè ïðè íóëåâîì íàïðÿ-æåíèè T è ïðè íóëåâîé äå�îðìàöèè e , ñâÿçàííûå äëÿ èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëàñîîòíîøåíèåì cσ − ce = 3 β2K Θ0 , K � ìîäóëü èçìåíåíèÿ îáúåìà.



216 À.À. �Î�ÎÂÎÉ1.4. Îãðàíè÷åíèÿ, âûòåêàþùèå èç òåðìîäèíàìèêè. Âñå ñîîòíîøåíèÿìåõàíèêè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè, òî åñòü áûòü ìàòå-ðèàëüíî íåçàâèñèìûìè îò èçìåíåíèÿ ñèñòåì îòñ÷åòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ äâèæåíèÿ. Â óðàâíåíèÿ òåðìîäèíàìèêè âõîäÿò ìîùíîñòè T · ·DE ,
T · ·DIN è T · ·DΘ . Â ðàáîòå [3℄ ïîêàçàíî, ÷òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèéýòè ñêàëÿðû çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåì îòñ÷åòà äëÿ îïèñàíèÿ íåóïðóãîé è òåìïåðà-òóðíîé êèíåìàòèêè. Îáúåêòèâíîñòü æå âñåõ ñîîòíîøåíèé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëèãðàäèåíòû ìåñòà FIN è FΘ áóäóò ÷èñòûìè äå�îðìàöèÿìè áåç âðàùåíèé: FIN =
= UIN = VIN , FΘ = UΘ = VΘ , òî åñòü åñëè â ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿõ òåíçîðîâ
FIN = RIN ·UIN = VIN ·RIN è FΘ = RΘ ·UΘ = VΘ ·RΘ îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû
RIN è RΘ ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè: RIN = RΘ = g . Ïîñëåäíèå óñëîâèÿ îïðåäå-ëÿþò íåäîñòàþùèå ñâÿçè ìåæäó eIN è dIN è ìåæäó eΘ è dΘ . Íåäîñòàþùèìèîíè ÿâëÿþòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ èçâåñòíû òîëüêî äëÿ ìà-ëûõ íåóïðóãèõ è òåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé (ñêîðîñòåé). Â òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè,íàïðèìåð, ýòî àññîöèèðîâàííûé çàêîí, â òåîðèè âÿçêîñòè � äè��åðåíöèàëüíûéçàêîí ėIN = T/η , ãäå η � âÿçêîñòü, â òåîðèè òåðìîóïðóãîñòè � çàêîí ëèíåéíî-ãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ ìàëûõ âðàùåíèé (ñêîðîñòåé) ïîäîáíîãî òèïàñîîòíîøåíèé íåò.Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû RIN è RΘ â ïîëÿðíûõ ðàç-ëîæåíèÿõ ýòèõ ãðàäèåíòîâ ìåñòà äîëæíû áûòü åäèíè÷íûìè â ëþáîé ìîìåíò âðå-ìåíè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (1.7) R = R∗ = g è òîãäà

PC =
Ui − Uj

Ui + Uj

(δ
(2)
i · PS · δ(2)

j ) δ
(2)
i δ

(2)
j .Ïðåäñòàâëÿÿ òåíçîð PC â áàçèñå δ

(2)
i , ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

U · PC + PC · U = U ·PS − PS ·U,êîòîðîå äëÿ îïðåäåëåíèÿ dIN è dΘ ïðèìåò âèä
A · dIN + dIN ·AT = C, A = F−T

∗
·UΘ∗ ·F−1

E∗
, C = eIN · AT − A · eIN ;

A · dΘ + dΘ ·A = C, A = F−T
∗

· UΘ∗ · F−1
∗

, C = eΘ · A− A · eΘ.Îáùèé âèä ýòèõ óðàâíåíèé A ·X+X ·B = C , ãäå B = AT èëè B = A , à X = dINèëè X = dΘ , è òàêîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè òåíçîðû A è
−B íå èìåþò îáùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñì. [8, 9℄). �àññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿóäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ.2. Ýâîëþöèîííàÿ ìîäåëü òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè2.1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ. Èñïîëüçóåì îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå îòíî-ñèòåëüíî ïðîìåæóòî÷íîé êîí�èãóðàöèè (1.9) èëè ýâîëþöèîííîå îïðåäåëÿþùååóðàâíåíèå (1.10):

T = [1 − ε I1(e)]T∗ + εh · T∗ + εT∗ · hT + ε ϑ (T,Θ)∗ + ε ζi (T,µi
)∗ + ε L̃IV

6∗ · ·eE ,

TTr = ϑ̇ (T,Θ) + ζ̇i (T,µi
) + L̃IV

6 · ·ėEÇäåñü ėE = ė − ėΘ − ėP , ėΘ = β Θ̇ g . Â ñîîòâåòñòâèè ñ àññîöèèðîâàííûì çàêî-íîì ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñêîðîñòü ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ėP îïðåäåëÿåòñÿñîîòíîøåíèåì
ėP =

√
3 ξ̇P√

2
√

∂F/∂S · ·∂F/∂S

∂F

∂S
, ξP =

t∫

0

√
(2/3)(ėP · ·ėP ) dt (2.1)



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÑÎ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÌÈ ÈÇÌÅÍÅÍÈßÌÈ 217äëÿ àêòèâíîãî ïðîöåññà íàãðóæåíèÿ (F = 0, dF = 0, (∂F/∂S) · ·dS > 0) , à ïðèíåéòðàëüíîì íàãðóæåíèè (F = 0, dF = 0, (∂F/∂S) · ·dS = 0) , ðàçãðóçêå èç óïðó-ãîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ (F = 0, dF = 0, (∂F/∂S) · ·dS < 0) èëè ïàññèâíîì(ïðîäîëæåííîì óïðóãîì) íàãðóæåíèè (F < 0) ėP = 0 . Çäåñü F = F (S, q) � �óíê-öèÿ òåêó÷åñòè, S è q � äåâèàòîð èñòèííûõ íàïðÿæåíèé è ïàðàìåòð óïðî÷íåíèÿ,
ξP � íàêîïëåííàÿ èíòåíñèâíîñòü ñêîðîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äå�îðìàöèé (ïàðàìåòðÎäêâèñòà; ìîæåò ñëóæèòü ïàðàìåòðîì óïðî÷íåíèÿ q ).Ñîîòíîøåíèå (2.1) � îáúåêòèâíîå, òàê êàê ėP = DP � èíäè��åðåíòíûé òåí-çîð, à ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü � èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû. Ïðîèçâîäíàÿ æå F ïî
S áóäåò èíäè��åðåíòíûì òåíçîðîì, åñëè F (S) � èíâàðèàíòíàÿ âåëè÷èíà. Äåé-ñòâèòåëüíî (ñì. [10℄),

(
∂F

∂S

)
′

=
∂F ′

∂S′
=

∂F

∂S
· ·CIV

II · · ∂S

∂S′
.Òàê êàê S = OT · S′ · O â ñèëó îáúåêòèâíîñòè S , òî

∂S

∂S′
= OT ·CIV

II

2∗ O.Çäåñü îäèíàêîâûå âåëè÷èíû ñî øòðèõîì è áåç øòðèõà � ýòî îäèí è òîò æå îáú-åêò, çàïèñàííûé â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, CIV
II � âòîðîé èçîòðîïíûé òåíçîð÷åòâåðòîãî ðàíãà, O � ëþáîé îðòîãîíàëüíûé òåíçîð è èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî äè�-�åðåíöèðîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ òåíçîðíûõ �óíêöèé A(X) è B(X)òåíçîðíîãî àðãóìåíòà X (è òî, è äðóãîå âòîðîãî ïîðÿäêà) ïî àðãóìåíòó X

∂(A ·B)

∂X
=

∂A

∂X

2∗ B + A · ∂B

∂X
.Îïåðàöèÿ BIV 2∗ A îçíà÷àåò ïîçèöèîííîå ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå ñïðàâà òåíçîðàâòîðîãî ðàíãà A íà âòîðîé áàçèñíûé âåêòîð òåíçîðà ÷åòâåðòîãî ðàíãà BIV . Òîãäàâ ñèëó ñâîéñòâ òåíçîðà CIV

II (ñì. [10℄)
(

∂F

∂S

)
′

=

(
∂F

∂S

)
· ·CIV

II · ·(OT · CIV
II

2∗ O) =

=

(
∂F

∂S

)T

· ·(OT · CIV
II

2∗ O) = O ·
(

∂F

∂S

)T

·OT · ·CIV
II = O ·

(
∂F

∂S

)
· OT .Â ðåçóëüòàòå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè ïðèíèìàåòâèä

TTr = ϑ̇ (T,Θ) + ζ̇i (T,µi
) + L̃IV

6 · ·
(

ė− β Θ̇ g −
√

3 ξ̇P√
2
√

∂F/∂S · ·∂F/∂S

∂F

∂S

) (2.2)è îïèñûâàåò áîëüøèå òåðìîóïðóãîïëàñòè÷åñêèå äå�îðìàöèè ñ êîíå÷íûìè óïðóãè-ìè è êîíå÷íûìè ïëàñòè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèéâ ìàòåðèàëå, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè àêòèâíîì ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ.Êîíêðåòèçèðóåì òåïåðü �óíêöèþ òåêó÷åñòè F , çàäàâ åå â ïðîñòåéøåì âèäå
F (S, q) = σ2

i − σ2
T (q), σi =

√
(3/2) (S · ·S),



218 À.À. �Î�ÎÂÎÉãäå σi � èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé è σT � ïðåäåë òåêó÷åñòè. Òîãäà ∂F/∂S =
= (3/2) ∂(S · ·S)/∂S = 3S , ėP (âûðàæåíèå (2.1)) ïðèíèìàåò èçâåñòíûé âèä ėP =
= (3/2) (ξ̇P /σi)S, âûáðàííàÿ �óíêöèÿ òåêó÷åñòè óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåä-ñòâèé ïîñòóëàòà Äðóêêåðà, à èìåííî (∂F/∂S) · ·ėP ≥ 0, è ñîîòíîøåíèÿ

σi = σT , σ̇i = (∂σT /∂q) q̇, σ̇i > 0,

σi = σT , σ̇i = (∂σT /∂q) q̇, σ̇i ≤ 0 è σi < σTîïðåäåëÿþò àêòèâíîå íàãðóæåíèå (ïåðâàÿ ñòðîêà), íåéòðàëüíîå íàãðóæåíèå èëèðàçãðóçêó èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ (òðè ïåðâûõ ñîîòíîøåíèÿ âî âòîðîéñòðîêå) è ïàññèâíîå (ïðîäîëæàþùååñÿ óïðóãîå) íàãðóæåíèå (ïîñëåäíåå íåðàâåí-ñòâî âî âòîðîé ñòðîêå).Èç çàâèñèìîñòè σi = Φ(ξP ) ñëåäóåò, ÷òî
σ̇i =

∂Φ(ξP )

∂ξP

ξ̇P = H(ξP ) ξ̇P ,ãäå H(ξP ) � ìîäóëü ïëàñòè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ. �àçðåøàÿ ýòî ðàâåíñòâî îòíîñè-òåëüíî ξ̇P è ïîäñòàâëÿÿ åãî â âûðàæåíèå äëÿ ėP , ïîëó÷àåì
ėP =

3 σ̇i

2 Hσi

S. (2.3)Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (2.2) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
TTr = ϑ̇ (T,Θ) + ζ̇i (T,µi

) + L̃IV
6 · ·

(
ė− β Θ̇ g − 3 σ̇i

2 Hσi

S

)
. (2.4)Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ àêòèâíîãî ïðîöåññà òåðìîóïðóãîïëàñòè÷åñêîãîíàãðóæåíèÿ ñ ëþáûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ óïðóãèõ äå�îðìàöèé.Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùåãî óïðóãîå äå�îðìèðîâàíèå, óïðî-ùåííûé çàêîí Ñèíüîðèíè [11℄, êîíêðåòèçèðóåì òåíçîð L̃IV

6 .Ñîîòíîøåíèå (2.4) è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (ñîîòíîøåíèÿ (1.15)�(1.18)èñïîëüçîâàëèñü ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññà àäèàáàòè÷åñêîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêî-ãî ðàñòÿæåíèÿ ñòåðæíÿ èç ñòàëè 30 Õ�ÑÀ. Êèíåìàòèêà, èçëîæåííàÿ â ïðåäû-äóùåì ðàçäåëå, êîíêðåòèçèðîâàëàñü ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ îñóùåñòâëÿëàñü â ðàìêàõ âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêè ñâÿ-çàííîé ïðîáëåìû òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè (ñì. [12℄). Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà Θ0ïîëàãàëàñü ðàâíîé 300 Ê. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà, âõîäÿùèå â òåíçîð L̃IV
6 , áðàëèñüèç ñïðàâî÷íèêà è èìåëè çíà÷åíèÿ

λ0 = 8.8 · 104 ÌÏà, G0 = 8.0 · 104 ÌÏà ïðè òåìïåðàòóðå 300 Ê,

λ = 8.6 · 104 ÌÏà, G = 7.6 · 104 ÌÏà ïðè òåìïåðàòóðå 400 Ê.Ïîëàãàëîñü, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû íå çàâèñÿò îò ïðåäâàðèòåëüíîé ïëàñòè÷åñêîé äå-�îðìàöèè (îáîñíîâàíèå ÷åìó äàíî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå), òî åñòü â ñîîòíîøåíèè(2.4) è â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè (ñîîòíîøåíèÿ (1.15)�(1.18)) òåíçîð T è�óíêöèîíàë W1 íå çàâèñÿò îò µi (T,µi
= 0, W1,µi

= 0), íî ëèíåéíî çàâèñÿòîò òåìïåðàòóðû â óêàçàííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïîñëåäíåé:
λ = λ0 − 0.002 (Θ − Θ0), G = G0 − 0.004 (Θ − Θ0).Âñå îñòàëüíûå �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà ïîëàãàëèñü ïîñòîÿí-íûìè (íå çàâèñÿùèìè îò òåìïåðàòóðû è ñòðóêòóðíûõ èçìåíåíèé) è ïðèíèìàëèñü
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∆l/l0�èñ. 3. Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðûâ ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ñïðàâî÷íèêîâ ñëåäóþùèìè: êîý��èöèåíò ëèíåéíîãîòåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ β = 12 · 10−6 K−1 , ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà â íà÷àëü-íîé êîí�èãóðàöèè ρ0 = 8.0 ·103 êã/ì3 , êîý��èöèåíò óäåëüíîé (íà åäèíèöó ìàññû)òåïëîåìêîñòè ïðè íóëåâîì íàïðÿæåíèè cT = 0.46 · 10−3 ÌÄæ/(êã · Ê), ïðåäåëòåêó÷åñòè σT = 640 ÌÏà, ìîäóëü ïëàñòè÷åñêîãî óïðî÷íåíèÿ H = 350 ÌÏà.Ñòåðæåíü ðàñòÿãèâàëñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 0.5 ·10−3 ñ−1 äî 5%-íîãî óäëè-íåíèÿ çà 104 øàãîâ. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà åäèíñòâåííàÿ íåíóëåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿòåíçîðà èñòèííûõ íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî óäëèíåíèÿ △l/l0 ,ãäå l0 � íà÷àëüíàÿ äëèíà ñòåðæíÿ.Êàê è äîëæíî áûòü, ïîñëå íåáîëüøîãî óïðóãîãî ó÷àñòêà íàñòóïàåò ïëàñòè÷-íîñòü, è áîëüøîãî èíòåðåñà ýòîò ðèñóíîê íå ïðåäñòàâëÿåò â îòëè÷èå îò ðèñ. 3,ãäå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû îò áåçðàçìåðíîãî óäëèíåíèÿâ àäèàáàòè÷åñêîì ïðîöåññå. Çäåñü ñíà÷àëà (íà óïðóãîé ñòàäèè) òåìïåðàòóðà íåçíà-÷èòåëüíî óáûâàåò, à ñ âîçíèêíîâåíèåì ïëàñòè÷íîñòè îíà ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè ëè-íåéíî. Óáûâàíèå òåìïåðàòóðû ïðîèñõîäèò â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè(1.19), (1.20), êîòîðûå äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî ïðîöåññà ïðèíèìàþò âèä
cσ Θ̇ = −β Θ0 I1(Ṫ), ce Θ̇ = −3Kβ Θ0 I1(ė).Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ëèíåéíîå óìåíüøåíèå òåìïåðàòóðû ïðè ðàâíîìåð-íîì ðàñòÿæåíèè (ëèíåéíîì ðîñòå íàïðÿæåíèÿ), à èç âòîðîãî � âîçðàñòàíèå îáúåìà.
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�èñ. 4. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü γ îò ΛP2.2. Ïëàñòè÷åñêàÿ ðàáîòà, ïåðåøåäøàÿ â òåïëî. Èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòüïëàñòè÷åñêîé ðàáîòû, çàòðà÷åííîé íà äå�îðìèðîâàíèå ìàòåðèàëîâ, ïåðåõîäèò âòåïëî, à ÷àñòü èäåò íà èçìåíåíèå ýíåðãèé äèñëîêàöèé, äå�åêòîâ è ò. ï. è ýíåðãèéèõ âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè íèçêèõ ñêîðîñòÿõ äå�îðìàöèè ñêîðîñòü íàãðåâà ðàâíàñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ è ïðîöåññ ñ÷èòàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì. Ïðè áîëåå âûñîêèõñêîðîñòÿõ, îäíàêî, ñêîðîñòü ãåíåðàöèè òåïëà íàìíîãî âûøå, ÷åì ñêîðîñòü îõëà-æäåíèÿ è àäèàáàòè÷åñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé âîçðàñòàíèÿ òåìïåðàòóðû(ïðè èñïûòàíèÿõ íà ñæàòèå). Äëÿ îöåíêè äîëè îáùåãî êîëè÷åñòâà ïëàñòè÷åñêîéðàáîòû, ïåðåøåäøåé â òåïëî, ââîäèòñÿ, êàê îáû÷íî, îòíîøåíèå
γ =

Q̇IN

ẆP

, ẆP = T · ·DIN (2.5)è ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü γ îò íàêîïëåííîé ìåðû ïëàñòè÷å-ñêîé äå�îðìàöèè, çà êîòîðóþ ìîæíî ïðèíÿòü âåëè÷èíó
ΛP =

t∫

0

DIN (τ) · ·DIN (τ) dτ.Äî íåäàâíåãî âðåìåíè áîëüøèíñòâî ðàáîò â ýòîé îáëàñòè ïðîâîäèëîñü â óñëî-âèÿõ êâàçèñòàòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûë ñäåëàí âûâîä, ÷òî
γ åñòü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ ìåæäó 0.8 è 1. Ïîïûòêèèçìåðèòü γ â äèíàìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, âûïîëíåííûõ â øèðîêîì äèàïàçîíåäå�îðìàöèé è ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé, ïîêàçàëè, ÷òî γ âàðüèðóåòñÿ îò 0.6 äî 0.9 âçàâèñèìîñòè îò èññëåäóåìîãî ìåòàëëà, âåëè÷èíû äå�îðìàöèè è ñêîðîñòè äå�îðìà-öèè. Ýòî ÿâëÿåòñÿ óáåäèòåëüíûì ïîäòâåðæäåíèåì âëèÿíèÿ äå�îðìàöèè è ñêîðîñòèäå�îðìàöèè íà ðàñïðåäåëåíèå çàòðà÷åííîé ïëàñòè÷åñêîé ðàáîòû íà çàïàñåííóþ èòåïëîâóþ ÷àñòè ýíåðãèè. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî áîëüøèì äå�îðìàöèÿìïîêàçàëè, ÷òî ìàòåðèàë íå ìîæåò íåîãðàíè÷åííî íàêàïëèâàòü ýíåðãèþ, ïðè íåêî-òîðîì êðèòè÷åñêîì óðîâíå ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè ïî÷òè âñÿ ýíåðãèÿ ïðåâðà-ùàåòñÿ â òåïëî è γ äîñòèãàåò åäèíèöû. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü γ îò ΛP èìååò âèä(ñì. [13℄), ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 4.Â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïëàñòè÷åñêèìè äå�îðìàöèÿìè, îá-ñóæäàåòñÿ âîïðîñ çàâèñèìîñòè óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà îò ïðåäâàðèòåëüíîéïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè. Ýêñïåðèìåíòû Ì.À. Æóêîâà è Â.Ñ. Ëåíñêîãî ïîêà-çàëè, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ìåòàëëîâ çàâèñÿò îò ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè. Òàê,ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ âûòÿæêà íà 2% âûçâàëà óìåíüøåíèå ìîäóëÿ ñäâè-ãà íà 19%, à ïðåäâàðèòåëüíàÿ ïëàñòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ ñäâèãà íà 4% óìåíüøèëà



ÊÎÍÅ×ÍÛÅ ÄÅÔÎ�ÌÀÖÈÈ ÑÎ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÌÈ ÈÇÌÅÍÅÍÈßÌÈ 221ìîäóëü Þíãà íà 20%. Ïðîäîëæèòåëüíûé îòäûõ ïëàñòè÷åñêè äå�îðìèðîâàííîãîìåòàëëà ïî÷òè ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåò ïåðâîíà÷àëüíûå óïðóãèå ñâîéñòâà.Î.À. Øèøìàðåâ è Þ.À. Ñîçîíîâ ñîãëàñíû ñ ýòèìè âûâîäàìè â êà÷åñòâåííîé÷àñòè, íî â ÷àñòè êîëè÷åñòâåííîé ïîëó÷èëè íåçíà÷èòåëüíîå (5�7%) óìåíüøåíèåïåðâîíà÷àëüíûõ âåëè÷èí. Îíè äàþò îáúÿñíåíèå òàêîìó íåñîîòâåòñòâèþ ñ äàííûìèðàáîò Ì.À. Æóêîâà è Â.Ñ. Ëåíñêîãî è óêàçûâàþò ïðèíöèïèàëüíûå ìîìåíòû, íåó÷òåííûå â ïîñëåäíèõ, êîòîðûå è ìîãëè ïðèâåñòè ê íåêîððåêòíûì ðåçóëüòàòàì.Îïèðàÿñü íà ýêñïåðèìåíòû Î.À. Øèøìàðåâà è Þ.À. Ñîçîíîâà, áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íå çàâèñÿò îò ïðåäâàðèòåëüíîé (íå î÷åíü ãëóáîêîé)ïëàñòè÷åñêîé äå�îðìàöèè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ñîîòíîøåíèè äëÿ ñêîðîñòèïðîèçâîäñòâà òåïëà íåóïðóãèìè èñòî÷íèêàìè (1.18) (è â òåíçîðå íàïðÿæåíèé (1.9))âñå ïðîèçâîäíûå îò íàïðÿæåíèÿ è îò �óíêöèîíàëà W1 ïî ñêàëÿðíûì ñòðóêòóðíûìïàðàìåòðàì ðàâíû íóëþ, è îíî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
Q̇IN = (1 − 2 β Θ)T · ·DIN − J−1 ρ0

∂Ψ3

∂µi

µ̇i. (2.6)Â ñîîòâåòñòâèè ñî âòîðûì çàêîíîì òåðìîäèíàìèêè (1.14), âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â(2.6), äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó
T · ·DIN − J−1 ρ0

∂Ψ3

∂µi

µ̇i ≥ 0.Â ðåçóëüòàòå (2.5) çàïèøåòñÿ êàê
γ = (1 − 2β Θ) −

J−1 ρ0
∂Ψ3

∂µi

µ̇i

T · ·DIN

. (2.7)Ó÷òåì, ÷òî â òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè (ñì. (2.3))
DP =

3σ̇i

2Hσi

S.Òîãäà
T · ·DP = S · ·DP =

2 H σi

3 σ̇i

(DP · ·DP ) =
2 H σi

3 σ̇i

Λ̇P . (2.8)Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî îäíèì ïàðàìåòðîì µ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ åñòü �óíêöèÿîò ΛP . Òîãäà µ̇ = (∂µ/∂ΛP ) Λ̇P è ñîîòíîøåíèå (2.7) ïåðåïèøåòñÿ ñ ó÷åòîì (2.8)â âèäå
γ = (1 − 2β Θ) − J−1 ρ0

3 σ̇i

2 Hσi

∂Ψ3

∂µ

∂µ

∂ΛP

. (2.9)�àçóìíî ïîëîæèòü, ÷òî µ(ΛP ) ñëàáî ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ ΛP , çàòåì ñêîðîñòü ýòî-ãî èçìåíåíèÿ çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò è íàêîíåö êðèâàÿ âûõîäèò íà íàñûùåíèå.Òàêîå ïîâåäåíèå µ(ΛP ) áûëî îïèñàíî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èñïîëüçîâàë äâåýêñïîíåíòû, ñîñòûêîâàííûå â òî÷êå ΛP0 , â òîì ÷èñëå è ïî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé:
µ =





(1 − A) exp

[
c A

1 − A
(ΛP − ΛP0)

] ïðè ΛP ≤ ΛP0,

1 − A exp [−c (ΛP − ΛP0)] ïðè ΛP ≥ ΛP0.�ðà�èê �óíêöèè µ ïðèâåäåí íà ðèñ. 5 â ïåðåìåííûõ x ∼ y , ñîîòâåòñòâóþùèõïåðåìåííûì ΛP ∼ µ . Çäåñü êðèâàÿ 1 ïîñòðîåíà äëÿ ïàðàìåòðîâ A = 0.3, c = 3,
ΛP0 = 3 , êðèâàÿ 2 � A = 0.3, c = 5, ΛP0 = 3 è êðèâàÿ 3 � A = 0.3, c = 7, ΛP0 = 2 .
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1 23�èñ. 5. Çàâèñèìîñòè µ(y) îò ΛP (x) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

0 0.05 0.1 LP

0.2

0.4

0.6

Γ
0 0.0525855 0.110701 EP

�èñ. 6. �åçóëüòàòû îïèñàíèÿ êðèâîé ñïëàéíîìÍåäîñòàòêè ýòîé àïïðîêñèìàöèè ñâÿçàíû ñ ïîâåäåíèåì �óíêöèè µ(ΛP ) ïðè
ΛP → 0 . Ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåìîå ïîâåäåíèå �óíêöèè µ(ΛP ) àïïðîêñèìèðîâàëîñüåùå è ñïëàéíîì

µ =





a0 Λ2
P ïðè 0 ≤ ΛP ≤ ΛP1,

a1 + b1 ΛP + c1 Λ2
P ïðè ΛP1 ≤ ΛP ≤ ΛP2,

a2 + b2 ΛP + c2 Λ2
P ïðè ΛP2 ≤ ΛP ≤ ΛP3,

a3 + b3 ΛP + c3 Λ2
P ïðè ΛP3 ≤ ΛP ≤ ΛP4,

(2.10)ãäå çà ΛP2 ïðèíèìàëàñü òî÷êà ïåðåãèáà íà êðèâîé ðèñ. 4, à çà ΛP4 � ñàìàÿ ïðàâàÿòî÷êà òîãî æå ðèñóíêà. Íà êîý��èöèåíòû ñïëàéíà íàêëàäûâàëèñü óñëîâèÿ ñîïðÿ-æåíèÿ íà êîíöàõ êàæäîãî îòðåçêà, â òîì ÷èñëå è ïî ïðîèçâîäíûì, è òðåáîâàíèåîïðåäåëåííîãî èõ ïîâåäåíèÿ íà êàæäîì ó÷àñòêå. Ïîëó÷åííûå ñâÿçè îïðåäåëèëèíåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû ñïëàéíà. Ïîëàãàÿ, ÷òî Ψ3(µ) = a µ + b µ2 , è èñïîëü-çóÿ çàâèñèìîñòü (2.10), ñîîòíîøåíèå (2.9) áûëî ïðåîáðàçîâàíî. Âõîäÿùèå â ýòîïðåîáðàçîâàííîå ñîîòíîøåíèå êîý��èöèåíòû íàõîäèëèñü èç óñëîâèÿ íàèëó÷øå-ãî ïðèáëèæåíèÿ êðèâîé íà ðèñ. 4 ìåòîäîì ñêàíèðîâàíèÿ ïî ýòèì ïàðàìåòðàì. Íàðèñ. 6 ïðèâåäåíà ëîìàíàÿ êðèâàÿ èç ðèñ. 4, ðåçóëüòàòû åå ñãëàæèâàíèÿ è ïðèáëèæå-íèÿ ñïëàéíîì. Íà âåðõíåé ãîðèçîíòàëüíîé øêàëå óêàçàíà âåëè÷èíà ïëàñòè÷åñêîéäå�îðìàöèè. Íàèáîëüøèå ïîãðåøíîñòè â àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷èëèñü íà êîíöàõîáëàñòè.
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224 À.À. �Î�ÎÂÎÉ4. �îãîâîé À.À. Êèíåìàòèêà óïðóãî-íåóïðóãîãî ïðîöåññà ïðè êîíå÷íûõ äå�îðìà-öèÿõ // Ïðèêë. ìåõ. è òåõí. �èç. � 2008. � Ò. 49, � 1. � Ñ. 165�172.5. Íîâîêøàíîâ �.Ñ., �îãîâîé À.À. Î ïîñòðîåíèè ýâîëþöèîííûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-øåíèé äëÿ êîíå÷íûõ äå�îðìàöèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. � 2002. � � 4. � Ñ. 77�95.6. Íîâîêøàíîâ �.Ñ., �îãîâîé À.À. Ýâîëþöèîííûå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êî-íå÷íûõ âÿçêîóïðóãèõ äå�îðìàöèé // Èçâ. �ÀÍ. ÌÒÒ. � 2005. � � 4. � Ñ. 122�140.7. Òðóñäåëë Ê. Ïåðâîíà÷àëüíûé êóðñ ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. � Ì.:Ìèð, 1975. � 592 ñ.8. �àíòìàõåð Ô.�. Òåîðèÿ ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà, 1988. � 552 ñ.9. Ëàíêàñòåð Ï. Òåîðèÿ ìàòðèö. � Ì.: Íàóêà, 1978. � 280 ñ.10. �îãîâîé À.À. Äè��åðåíöèðîâàíèå ñêàëÿðíûõ è òåíçîðíûõ �óíêöèé òåíçîðíîãî àð-ãóìåíòà // Âåñòí. Ïåðì. ãîñ. òåõí. óí-òà. Äèíàìèêà è ïðî÷íîñòü ìàøèí. � 2001. �� 2. � Ñ. 83�90.11. Ëóðüå À.È. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. � Ì.: Íàóêà, 1970. � 940 ñ.12. Ñòîëáîâà Î.Ñ. Òåðìîóïðóãèå è òåðìîóïðóãîïëàñòè÷åñêèå ïðîöåññû ïðè êîíå÷íûõäå�îðìàöèÿõ: ïðèìåíåíèå �îðìàëèçîâàííîãî ïîäõîäà: Àâòîðå�. äèñ. . . . êàíä. �èç.-ìàò. íàóê. � Ïåðìü, 2008. � 17 ñ.13. Rosakis P., Rosakis A.J., Ravihandran G., Hodowany J. A thermodynami internalvariable model for the partition of plasti work into heat and stored energy in metals //J. Meh. Phys. Solids. � 2000. � V. 48. � P. 581�607. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ25.02.10�îãîâîé Àíàòîëèé Àëåêñååâè÷ � äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîð,çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà ïî íàó÷íîé ðàáîòå, çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé Èíñòèòóòà ìåõà-íèêè ñïëîøíûõ ñðåä Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �ÀÍ, ã. Ïåðìü.E-mail: rogovoy�imm.ru


