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ÓÄÊ 539.3 ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈßÔËÞÈÄÎÍÀÑÛÙÅÍÍÛÕ Ñ�ÅÄ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅÏ�ÎÈÇÂÎËÜÍÎ�Î ËÀ��ÀÍÆÅÂÎ-ÝÉËÅ�ÎÂÀÏÎÄÕÎÄÀ Ê ÎÏÈÑÀÍÈÞ ÄÂÈÆÅÍÈß.I. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ ÄÂÈÆÅÍÈß, ÎÑÍÎÂÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ�ÀÇ�ÅØÀÞÙÈÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÄ.Â. Áåðåæíîé, À.È. �îëîâàíîâ , Ñ.À. Ìàëêèí, Ë.Ó. ÑóëòàíîâÀííîòàöèÿÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòêðûâàåò öèêë ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîåíèþ âû÷èñëèòåëü-íîãî àëãîðèòìà èññëåäîâàíèÿ íåèçîòåðìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ �ëþèäîíàñûùåííûõïîðèñòûõ ñðåä. Â ïåðâîé ÷àñòè öèêëà ðàáîò èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êèíåìàòèêèäâóõ�àçíûõ ñðåä ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîãî ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ äâè-æåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ îñíîâíàÿ ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ è îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîèçâîëüíûé ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâ ïîäõîä, íåèçîòåðìè÷åñêîåäå�îðìèðîâàíèå, �ëþèäîíàñûùåííûå ïîðèñòûå ñðåäû, âÿçêîïëàñòè÷åñêîå äå�îðìèðî-âàíèå. ÂâåäåíèåÂ ìåõàíèêå êîíòèíóóìà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè äâà îñíîâíûõ ïîä-õîäà ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ. Ýòî ðàçäåëåíèå â ïîäõîäàõ áûëî ïåðåíåñåíî è íà÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ, êîòîðûå ïîÿâèëèñü â ïîñëåäíèå ãîäû. Îäíàêî ïîäõîäûËàãðàíæà è Ýéëåðà ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ïîâåäåíèÿ êîíòèíóóìà èìåþòîïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ëàãðàíæåâîãî ïîäõîäà ëþáàÿ òî÷êà,â êîòîðîé îïðåäåëÿþò õàðàêòåðèñòèêè ìåõàíè÷åñêîãî ïðîöåññà, íåïîñðåäñòâåííîñâÿçàíà ñ ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöåé. Ïîýòîìó ÷ðåçìåðíàÿ äå�îðìàöèÿ ðàñ÷åòíîé îá-ëàñòè íåèçìåííî âåäåò ê ÷ðåçìåðíîé äå�îðìàöèè ñåòêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýé-ëåðîâû ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè òî÷êàìè â ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìóçíà÷èòåëüíîå äâèæåíèå êîíòèíóóìà íà ãðàíèöå íå ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî òî÷íî.Êðîìå òîãî, áîëüøèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò, êîãäà ïðè îïèñàíèè äå�îðìèðîâàíèÿ�ëþèäîíàñûùåííîé ïîðèñòîé ìàòðèöû ïîëàãàþò, ÷òî äâèæåíèå æèäêîñòè îïèñû-âàåòñÿ ïî Ýéëåðó, à äâèæåíèå ñêåëåòà � ïî Ëàãðàíæó. ×òîáû îáúåäèíèòü ïðåèìó-ùåñòâà ýòèõ ïîäõîäîâ è ïðåîäîëåòü îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå èìè, áûë ïðåäëîæåíïðîèçâîëüíûé ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâ ïîäõîä (ALE). Ïîäîáíûé ïîäõîä õîðîøî ïðåä-ñòàâëåí â äîñòóïíûõ èñòî÷íèêàõ, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû [1�6℄ èëèáîëåå ïîçäíèå [7�13℄.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âûâîäó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ íåèçî-òåðìè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ �ëþèäîíàñûùåííîé ïîðèñòîé ìàòðèöû. �àññìîò-ðåí ñëó÷àé êâàçèñòàòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, êîãäà èíåðöèîííûìè ñëàãàåìûìèìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ëàãðàí-æåâî-ýéëåðîâà ïîñòàíîâêà. Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîðèñòîé ìàòðèöû (ýëå-ìåíòàðíîãî îáúåìà) îòñëåæèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì îïèñà-íèÿ ñðåäû, à ïðîöåññ �èëüòðàöèè îïèñûâàåòñÿ íà îñíîâå ïîäõîäà Ýéëåðà.
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�èñ. 11. Êèíåìàòèêà ñðåäû�àññìîòðèì òî÷êó M1 , ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì tRâ òåêóùåé êîí�èãóðàöèè tΩ (ðèñ. 1).Ïóñòü â ýòîé òî÷êå â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèëàñü ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöàñêåëåòà ãðóíòà è ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà æèäêîé �ðàêöèè. ×åðåç áåñêîíå÷íî ìà-ëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà ñêåëåòà ãðóíòà ïåðåìåñòèòñÿâ òî÷êó M2 , ïîëîæåíèå êîòîðîé îïðåäåëèò ðàäèóñ-âåêòîð t+∆tR
s â êîí�èãóðàöèè

t+∆tΩ . À ìàòåðèàëüíàÿ ÷àñòèöà æèäêîñòè ïåðåìåñòèòñÿ â òî÷êó M3 , ïîëîæåíèåêîòîðîé îïðåäåëèò ðàäèóñ-âåêòîð t+∆tR
f â êîí�èãóðàöèè t+∆tΩ . Äâèæåíèå ìà-òåðèàëüíîé ÷àñòèöû áóäåì ñ÷èòàòü áàçîâûì, ïîýòîìó äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îáî-çíà÷èì t+∆tR

s = t+∆tR . Ïîëîæåíèå òî÷åê M2 è M3 ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íîìàëûõ ìîæíî îïðåäåëèòü èç ñîîòíîøåíèé
t+∆tR = tR + ∆t tυ

sè
t+∆tR

f = tR + ∆t tυ
f ,ãäå tυ

s è tυ
f � ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö ñêåëåòà ãðóíòà è æèäêîñòè, íàõî-äÿùèõñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â ïîëîæåíèè M1 òåêóùåé êîí�èãóðàöèè tΩ . �àçëè-÷èå ïîëîæåíèé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñêåëåòà ãðóíòà è �èëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòèìîæíî âûðàçèòü â âèäå

∆t+∆tR
f = t+∆tR

f − t+∆tR = ∆t (tυ
f − tυ

s).Â äè��åðåíöèàëàõ ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèìåò âèä
dt+∆tR

f = dt (tυ
f − tυ

s).�àäèóñ-âåêòîð tR ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî îðòàì áàçèñà ei :
tR = xi(t) ei.Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû ñêåëåòà â ìîìåíò âðåìåíè tîïðåäåëèòñÿ êàê

tυ
s = tṘ.



108 Ä.Â. ÁÅ�ÅÆÍÎÉ È Ä�.2. �àçðåøàþùèå óðàâíåíèÿÍàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ òîòàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè σtot
ij , ïðè÷åìñîãëàñíî ïðèíöèïó íàïðÿæåíèé Òåðöàãè òîòàëüíûå íàïðÿæåíèÿ â ãðóíòå ïðèíè-ìàþòñÿ ðàâíûìè

σtot
ij = σef

ij − δij P,ãäå P � äàâëåíèå â æèäêîé �àçå, σef
ij � ý��åêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ â ãðóíòå.Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ ãðóíòà â öåëîì èìååò âèä

∂σtot
ij

∂xj

+ ρ g δi3 = 0, (1)ãäå ρ = m ρf + (1 − m) ρs � îñðåäíåííàÿ ïëîòíîñòü ïîðîäû êîëëåêòîðà, g = g e3 �óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, xi � ãëîáàëüíûå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òåêóùåãî(àêòóàëüíîãî) ñîñòîÿíèÿ, ei � îðòû ãëîáàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,èíäåêñû s è f ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì ñêåëåòà ãðóíòà è æèäêîñòè, ÷åðåç mîáîçíà÷àåòñÿ ïîðèñòîñòü.Çàïèøåì âàðèàöèîííóþ �îðìó óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1) â ñëåäóþùåì âèäå:
∫

Ω

σtot
ij δ dij dΩ =

∫

Sσ

σ∗

i δυs
i dS +

∫

Ω

δi3gρ δυs
i dΩ, (2)ãäå dij =

1

2

(

∂υs
i

∂xj

+
∂υs

j

∂xi

) � äå�îðìàöèè ñêîðîñòè ÷àñòèö ñêåëåòà ãðóíòà, σ∗

i �çàäàííûå âåëè÷èíû òîòàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà Sσ .Ëèíåàðèçîâàâ óðàâíåíèå (2), ìîæíî ïîëó÷èòü âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ðàâíî-âåñèÿ â ñêîðîñòÿõ íàïðÿæåíèé
∫

Ω

[

σ̇tot
ij δdij + σtot

ij δḋij + σtot
ij div υ

s δυs
i

]

dΩ−

−

∫

Ω

ρδi3g div υ
s δυs

i dΩ −

∫

Sσ

[σ̇∗

i + σ∗

i div υ
s] δυs

i dS = 0. (3)Óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññ çàïèøåì îòäåëüíî äëÿ êàæäîé �àçû ãðóíòà [14℄. Äëÿñêåëåòà ãðóíòà óðàâíåíèå áàëàíñà ìàññ ïðèìåò âèä
∂

∂t

{

(1 − m) ρs
}

+ (1 − m) ρs div υ
s = 0. (4)Óðàâíåíèÿ áàëàíñà ìàññ äëÿ æèäêîé �àçû ïðèìåò âèä

∂

∂t
{m ρf} + m ρfdiv υ

s + div {m ρf(υ
f − υ

s)} = 0. (5)�àçäåëèâ óðàâíåíèå áàëàíñà ìàññû òâåðäîé �àçû íà ρs , ïðåîáðàçóåì óðàâíå-íèå (4) ê âèäó
∂

∂t
(1 − m) + (1 − m)

1

ρs

∂ρs

∂t
+ (1 − m) div υ

s = 0. (6)Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ïðèâåäóò ê óðàâíåíèþ
∂m

∂t
+ m

1

ρf

∂ρf

∂t
+ m div υ

s + gradm(υ
f − υ

s)+

+ m
gradρf

ρf
(υ

f − υ
s) + m div (υf − υ

s) = 0. (7)



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÔËÞÈÄÎÍÀÑÛÙÅÍÍÛÕ Ñ�ÅÄ. . . 109Ñêëàäûâàåì ñîîòíîøåíèÿ (6) è (7) è ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì
(1 − m)

1

ρs

∂ρs

∂t
+ m

1

ρf

∂ρf

∂t
+ m

gradρf

ρf
(υ

f − υ
s)+

+ div υ
s + div {m(υ

f − υ
s)} = 0. (8)Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìàòåðèàëà òâåðäîé �àçû èìååò âèä

ρs = ρs
0

(

1 −
1

3
βsσijδij − αsT

)

, (9)ãäå βs è αs � óïðóãîåìêîñòü è êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ìèíå-ðàëüíûõ ÷àñòèö ñêåëåòà ãðóíòà, T � îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû. Èñòèííûå íàïðÿ-æåíèÿ â ìèíåðàëüíûõ ÷àñòèöàõ ãðóíòà σij îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïîðîâîå äàâëåíèåè ý��åêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
σef

ij = (1 − m)(σij + δijP ). (10)Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ æèäêîé �àçû èìååò ïîäîáíûé âèä
ρf = ρ

f
0 (1 + βfP − αfT ), (11)ãäå βf è αf � óïðóãîåìêîñòü è êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ æèäêîé�àçû.Çàïèøåì â ñêîðîñòÿõ îïðåäåëÿþùèé çàêîí äëÿ äå�îðìàöèé è ý��åêòèâíûõíàïðÿæåíèé

σ̇ef
ij =

(

K −
2

3
G

)

d0δij + 2Gdij + βsKṖδij − αsKṪ , (12)êîòîðûé àíàëîãè÷åí çàêîíó òåðìîóïðóãîñòè, è âêëþ÷àåò äîïîëíèòåëüíî ëèíåé-íûé ïîðîóïðóãèé ý��åêò, ãäå G � ìîäóëü ñäâèãà ãðóíòà, K � ìîäóëü îáúåìíîãîðàñøèðåíèÿ.Óðàâíåíèÿ (9)�(12) ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (8) â âèäå
{

(1 − m)βs − K(βs)2
}∂P

∂t
+ mβf ∂P

∂t
+ m

gradρf

ρf
(υf − υ

s) + (1 − Kβs) div υ
s+

+ div {m(υf − υ
s)} − αs(1 − m)

∂T

∂t

(

1 +
βsK

3(1 − m)

)

− αfm
∂T

∂t
= 0. (13)�ðóíòû îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì ìàëîñòè îòíîøåíèÿ ñæèìàåìîñòåé

βsK ≪ 1,âñëåäñòâèå ÷åãî óðàâíåíèå (13) óïðîñòèòñÿ
{(1 − m)βs + mβf}

∂P

∂t
+ m

gradρf

ρf
(υf − υ

s)+

+ div υ
s + div {m(υf − υ

s)} −
{

(1 − m)αs + mαf
} ∂T

∂t
= 0. (14)Ââîäÿ îñðåäíåííóþ óïðóãîåìêîñòü

mβsf = (1 − m)βs + mβf
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mαsf = (1 − m)αs + mαf ,óðàâíåíèå (14) ìîæíî óïðîñòèòü äî âèäà

mβsf ∂P

∂t
+ m

gradρf

ρf
(υf − υ

s) + div υ
s + div {m(υf − υ

s)} − mαsf ∂T

∂t
= 0.Çàêîí �èëüòðàöèè çàïèñûâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ðàçíîñòè ïðèâåäåííûõ ñêîðî-ñòåé æèäêîñòè è ñêåëåòà ãðóíòà â �îðìå Äàðñè ��åðñåâàíîâà:

m (υf − υ
s) = −

k

µ
(gradP − ρfg). (15)Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (14), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïüåçîïðîâîäíîñòè

mβsf ∂P

∂t
−

gradρf

ρf

k

µ
(gradP − ρfg) + div υ

s−

− div

{

k

µ

(

gradP − ρfg
)

}

− mαsf ∂T

∂t
= 0. (16)Òîãäà âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ïüåçîïðîâîäíîñòè áóäåò èìåòü âèä:

∫

Ω

mβsf ∂P

∂t
δṖ dΩ −

∫

Ω

[

gradρf

ρf

k

µ

(

gradP − ρfg
)

]

δṖ dΩ+

+

∫

Ω

div υ
s δṖ dΩ −

∫

SH

q∗n δṖ dS −

∫

Ω

k

µ

(

gradP − ρfg
)

div
(

δṖ
)

dΩ = 0, (17)ãäå q∗n � çàäàííûé ãðàäèåíò íàïîðà íà SH .Ñ÷èòàÿ îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû îò íà÷àëüíîé ïðè òåðìè÷åñêîì âîçäåéñòâèèíå ñëèøêîì áîëüøèìè, áóäåì ïðåäïîëàãàòü ñïðàâåäëèâûì çàêîí òåïëîïðîâîäíîñòèÔóðüå. Â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè ýíåðãèè äèññèïàöèè ïðè âÿçêîïëàñòè÷åñêîì äå-�îðìèðîâàíèè óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ âñåãî ãðóíòà â öåëîì ïðèìåò âèä:
∂

∂t
{[(1 − m)ρscs + mρfcf ]T } + div {[(1 − m)ρscs

υ
s + m ρfcf

υ
f ]T } =

= div
{[

(1 − m)λs + mλf
]

gradT
}

,ãäå cs , cf è λs , λf � êîý��èöèåíòû òåïëîåìêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè ñêåëåòàãðóíòà è æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî.Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòüóðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè
∂

∂t
{cT }+ div {cυs + mρfcf (υf − υ

s)}T = div {λ gradT },èëè
∂

∂t
{cT }+ div {QT } = div {λ gradT }, (18)ãäå c = (1−m)ρscs +mρfcf � ñðåäíÿÿ òåïëîåìêîñòü ãðóíòà, λ = (1−m)λs +mλf �ñðåäíÿÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ãðóíòà, Q = cυs + mρfcf (υf − υ

s).Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà m èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå
ṁ = (1 − m)(div υ

s − βsṖ + αsṪ ).



ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈß ÔËÞÈÄÎÍÀÑÛÙÅÍÍÛÕ Ñ�ÅÄ. . . 1113. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿÇàïèøåì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîðèñòîé óïðóãî-âÿçêî-ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû.Ñêîðîñòü äå�îðìàöèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äåâèàòîðíîé d′ij è øà-ðîâîé d0 ÷àñòåé:
dij = d′ij + δijd0,ãäå

d0 = dii, d′ij = dij − δijd0.Ñîãëàñíî ïðèíöèïó àääèòèâíîñòè äå�îðìàöèé çàïèøåì
dij = de

ij + dT
ij + d

p
ij + dc

ij ,ãäå èíäåêñû e , T , p è c ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì óïðóãîãî, òåìïåðàòóðíîãî,ïëàñòè÷åñêîãî è âÿçêîãî ñîñòîÿíèé. Òîãäà ïîäîáíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòüäëÿ äåâèàòîðíîé è øàðîâîé ÷àñòåé òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé â âèäå
d′ij = d′

e

ij + d′
T

ij + d′
p

ij + d′
c

ij ,

d0 = de
0 + dT

0 + d
p
0 + dc

0. (19)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ øàðîâûõ òåíçîðîâ è äåâèàòîðîâ ý��åê-òèâíûõ íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèè ñêîðîñòè íåçàâèñèìû. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óïðó-ãèõ äå�îðìàöèé â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ãðóíòà îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðèìóòâèä:
de
0 =

1

3K
σ̇

ef
0 −

βsf

3
Ṗ , d′

e

ij =
1

2G
σ̇′

ef

ij , (20)ãäå σef
0 � øàðîâàÿ ÷àñòü òåíçîðà ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé, σ′ef

ij � äåâèàòîð òåí-çîðà ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé.Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû áóäóò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî ëèíåéíûåäå�îðìàöèè, äëÿ òåìïåðàòóðíûõ äå�îðìàöèé èìååì:
dT
0 =

1

3
αsf Ṫ , d′

T

ij = 0, (21)Äëÿ îïèñàíèÿ âÿçêîãî ïîâåäåíèÿ ïîðèñòîé ìàòðèöû ïðèìåì çàêîí Êåëüâèíà �Ôîéãòà, òîãäà äëÿ ñêîðîñòåé âÿçêèõ äå�îðìàöèé ìîæíî çàïèñàòü
dc
0 =

1

3
η0σ

ef
0 , d′

c

ij = ησ′ef

ij , (22)ãäå η0 è η � ñîîòâåòñòâóþùèå êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè.Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ãðóíòîâ [15, 16℄ ââîäÿò ñïåöèàëüíûå õàðàêòåðèñòèêèïðî÷íîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò èõ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ñöåï-ëåíèå c∗ , êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ïðî÷íîñòü ãðóíòîâîé ñðåäû íà ñðåç ïðè îòñóò-ñòâèè ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé; óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ ϕ∗ , êîòîðûé õàðàêòå-ðèçóåò ïîâûøåíèå ïðî÷íîñòè íà ñäâèã ïðè âñåñòîðîííåì ñæàòèè; êîý��èöèåíòäèëàòàíñèè Λ , êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ðàçðûõëåíèå èëè óïëîòíåíèå ãðóíòà ïðèäåâèàòîðíîì íàãðóæåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé ïëàñòè÷å-ñêèõ äå�îðìàöèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
d

p
0 =

2

3
Λ

(

c∗ − σef
0 tg ϕ∗

)

λ̇, d′
p

ij = λ̇σ′ef

ij . (23)Óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå
σef

τ = c∗ − σef
0 tg ϕ∗,
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2

(

σef
τ

)2
= σ′ef

mnσ′ef

mn.Äëÿ ïðèíÿòîé ìîäåëè ïàðàìåòð λ̇ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå
λ̇ =

1

R

{

σ′ef

mn

σef
τ

d′mn +
[

3 d0 + βsṖ − αsṪ − η0σ
ef
0

]K

G
tg ϕ∗ − 2ησef

τ

}

,ãäå
R = 2σef

τ + 2
(

c∗ − σ
ef
0 tg ϕ∗

)

Λ
K

G
tg ϕ∗.Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (19)�(23) ïîëó÷èì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñêî-ðîñòåé ý��åêòèâíûõ íàïðÿæåíèé:

σ̇′
ef

ij = 2G
(

d′ij − λ̇ σ′ef

ij − η σ′ef

ij

)

,

σ̇ef
0 = K

[

3d0 − αsf Ṫ − η0 σ
ef
0 − 2Λ λ̇

(

c∗ − σef
0 tg ϕ∗

)

]

+ Kβsf Ṗ .Äàëåå ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿåì ñêîðîñòü òîòàëüíûõíàïðÿæåíèé
σ̇tot

ij = σ̇ef
ij − δij Ṗ ,êîòîðûå �èãóðèðóþò â óðàâíåíèè (3).Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ïðî-öåññ êâàçèñòàòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ïîðèñòûõ ãðóíòîâûõ ñðåä ñëîæíîé �èçè-÷åñêîé ïðèðîäû ïðè �èëüòðàöèè â íèõ íå�òåâîäÿíîé ñìåñè ñ ó÷åòîì òåðìè÷åñêîãîâîçäåéñòâèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà äå�îðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíèðîâàí-íàÿ ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâà ïîñòàíîâêà. Ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè â ðàçíûõ �àçàõîïðåäåëÿåòñÿ ïðèíöèïîì íàïðÿæåíèé Òåðöàãè. Çàêîí �èëüòðàöèè çàïèñûâàåòñÿ ïîîòíîøåíèþ ê ðàçíîñòè ïðèâåäåííûõ ñêîðîñòåé æèäêîñòè è ñêåëåòà ãðóíòà â �îðìåÄàðñè ��åðñåâàíîâà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 08-01-00546à).SummaryD.V. Berezhnoi, A.I. Golovanov , S.A. Malkin, L.U. Sultanov. Investigation of Defor-mation of Fluid-Saturated Media in Terms of Arbitrary Lagrangian-Eulerian Formulationof Motion. I. Kinemati
s and Resolving Equations.The present arti
le starts a series of papers devoted to the development of a numeri
alalgorithm for resear
hing nonisothermal deformation of �uid-saturated porous media. The �rstpart dis
usses the prin
ipal regulations of two-phase media kinemati
s taking into a

ount thearbitrary Lagrangian-Eulerian formulation of motion and gives the basi
 set of resolving anddeterminative equations.Key words: arbitrary Lagrangian-Eulerian formulation, nonisothermi
 deformation, �uid-saturated porous media, vis
oplasti
ity.
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