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ÓÄÊ 512+512.5+512.6+512.81+51(470)ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈßÂ ÊÀÇÀÍÑÊÎÌ ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÅÎÒ Â.Â. ÌÎ�ÎÇÎÂÀ ÄÎ ÍÀØÈÕ ÄÍÅÉÀ.Í. Àáûçîâ, Þ.À. Àëüïèí, Í.À. Êîðåøêîâ,Ì.Ô. Íàñðóòäèíîâ, C.Í. ÒðîíèíÀííîòàöèÿÂ ñòàòüå ïðèâåäåí îáçîð èññëåäîâàíèé ïî àëãåáðå â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå â ïåðèîäñ íà÷àëà çàâåäîâàíèÿ êà�åäðîé àëãåáðû Â.Â. Ìîðîçîâûì (1947 ã.) ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðû è ãðóïïû Ëè, òåîðèÿ êîëåö è ìîäóëåé, îïåðàäû, ïîëóìî-äóëè, òåîðèÿ ìàòðèö, àëãåáðû Õîï�à.Ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé ïî àëãåáðå â Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå íà-÷àëîñü â 1927 ã. ñ ïðèãëàøåíèÿ Íèêîëàÿ �ðèãîðüåâè÷à ×åáîòàð¼âà íà äîëæíîñòüïðî�åññîðà êà�åäðû ìàòåìàòèêè. Íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü Í.�. ×åáîòàð¼âà â êàçàí-ñêèé ïåðèîä îïèñàíà â îáçîðå Â.Â. Ìîðîçîâà [1℄ î ðàçâèòèè èññëåäîâàíèé ïî àëãåáðåâ Êàçàíñêîì óíèâåðñèòåòå ñ 1917 ïî 1947 ãã. â æóðíàëå ¾Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõíàóê¿.Íàø îáçîð îõâàòûâàåò âðåìÿ ñ 1947 ãîäà, êîãäà Â.Â. Ìîðîçîâ ïðèíÿë ðóêî-âîäñòâî êà�åäðîé àëãåáðû ïîñëå ñêîðîïîñòèæíîé êîí÷èíû Í.�. ×åáîòàð¼âà, äîíàñòîÿùåãî âðåìåíè.Õîòÿ îñíîâíûå íàó÷íûå èíòåðåñû Â.Â. Ìîðîçîâà áûëè â îáëàñòè àëãåáð Ëè,îí âñåãäà ñòðåìèëñÿ ðàñøèðèòü òåìàòèêó êà�åäðû è îñòðî ÷óâñòâîâàë íîâûå ïåð-ñïåêòèâíûå îáëàñòè èññëåäîâàíèé. Åãî àñïèðàíòû È.È. Ñàõàåâ è Ì.Ì. Àðñëàíîââïîñëåäñòâèè ñòàëè îñíîâàòåëÿìè íîâûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèé íà êà�åäðå �ïî òåîðèè êîëåö è ìîäóëåé è òåîðèè àëãîðèòìîâ. Â íàø îáçîð íå âîøëî îïèñàíèåðàáîò ïî òåîðèè àëãîðèòìîâ, ïîýòîìó ìû îòñûëàåì çàèíòåðåñîâàííûõ ÷èòàòåëåé êîáçîðàì Ì.Ì. Àðñëàíîâà è È.Ø. Êàëèìóëëèíà [2, 3℄.1. Àëãåáðû ËèÈññëåäîâàíèÿ ïî ãðóïïàì è àëãåáðàì Ëè âåäóòñÿ ñî âðåìåí Í.�. ×åáîòàð¼âà.Òåìàòèêó åãî ðàáîò ïðîäîëæèëè äâà åãî ó÷åíèêà � È.Ä. Àäî è Â.Â. Ìîðîçîâ.È.Ä. Àäî äîêàçàë òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðåä-ñòàâëåíèÿ äëÿ ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñ-òèêè [4℄. Òàê êàê ýòî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íîìåðíóþ àë-ãåáðó Ëè ñ ìàòðè÷íîé àëãåáðîé è ñ÷èòàòü âëîæåííîé åå â gl(n) , òî âîçíèêàåò âîç-ìîæíîñòü ïîñòðîèòü ãðóïïó Ëè Γ (äàæå ëèíåéíóþ, òî åñòü Γ ⊆ GL(n)), àëãåáðà Ëèêîòîðîé Lie Γ ñîâïàäàåò ñ L . Ýòîò ðåçóëüòàò áûë íàñòîëüêî âàæåí â äîêàçàòåëü-ñòâå ýêâèâàëåíòíîñòè ãðóïï è àëãåáð Ëè, ÷òî È.Ä. Àäî áûëà ïðèñóæäåíà ñòåïåíüäîêòîðà �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðè çàùèòå èì êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèèâ 1938 ã.



ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Â ÊÀÇÀÍÑÊÎÌ ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÅ 45Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòîò ðåçóëüòàò â äèññåðòàöèè È.Ä. Àäî áûë ïîëó÷åí êàê ñëåä-ñòâèå ðàçðàáîòàííîé èì òåõíèêè äëÿ îïèñàíèÿ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè. Åñëè àë-ãåáðà G ∼= G1/Z , ãäå Z � öåíòð àëãåáðû G1 è dimG1 � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ,òî G1 íàçûâàåòñÿ ïîëíûì öåíòðîì äëÿ G . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëíûéöåíòð G2 äëÿ G1 è ò. ä., òî åñòü èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àëãåáð G, G1, G2, . . .Åñëè G � àëãåáðà íóëåâîãî ðàíãà, òî åñòü âñå êîðíè ïîëèíîìà Êèëëèíãà ðàâíûíóëþ, òî è ëþáàÿ àëãåáðà Gi òàêæå àëãåáðà íóëåâîãî ðàíãà. È.Ä. Àäî äîêàçàë, ÷òîëþáàÿ ðàçðåøèìàÿ àëãåáðà íóëåâîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ �àêòîðàëãåáðîé íåêîòîðîé àë-ãåáðû òàêîãî ðÿäà. À òàêîé ðÿä îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïåðâîé àëãåáðîé.Ýòî äàåò îïðåäåëåííîå îïèñàíèå ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè íóëåâîãî ðàíãà.Ïóñòü L � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà Ëè, òîãäà Z(L) = 0 è adL ∼= L . Ïîýòîìó ïðè-ñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè äàåò òî÷íîå êîíå÷íîìåðíîåïðåäñòàâëåíèå ýòîé àëãåáðû. Òàê êàê ïðîèçâîëüíàÿ àëãåáðà Ëè L íàä ïîëåì íóëå-âîé õàðàêòåðèñòèêè èìååò âèä L = L1 ⊕ R , ãäå L1 � ïîëóïðîñòàÿ àëãåáðà, à R �ðàçðåøèìûé ðàäèêàë, òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íåîáõîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîäèòñÿê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðàäèêàëà R , òî÷íîãî íà öåíòðå ýòîãî ðàäèêàëà.Ïîñëåäíÿÿ è áûëà ðåøåíà È.Ä. Àäî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ïîëíûõ öåíòðîâ.Í.�. ×åáîòàð¼â ïðåäëîæèë Â.Â. Ìîðîçîâó çàíÿòüñÿ çàäà÷åé îá îïèñàíèè âñåõïðèìèòèâíûõ ãðóïï Ëè, òî åñòü ãðóïï Ëè, äåéñòâóþùèõ ïðèìèòèâíî íà íåêîòîðîììíîæåñòâå. Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà îïèñàíèþ ìàêñèìàëüíûõ ïîäàëãåáð â àëãåá-ðàõ Ëè. Â äèññåðòàöèè, çàùèùåííîé â 1938 ã., Â.Â. Ìîðîçîâ ïîëíîñòüþ ðàçîáðàëñëó÷àè, êîãäà 1) àëãåáðà L ñîäåðæèò ðàçðåøèìûé ðàäèêàë, 2) L ïîëóïðîñòà, íîíå ïðîñòà. Â ñëó÷àå, êîãäà L ïðîñòà, óäàëîñü ðàçîáðàòü òîëüêî íåêîòîðûå ñëó÷àè.Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè èçëîæåíî â ðàáîòå [5℄, âûøåäøåé â 1939 ã. â ¾Ìàòåìàòè-÷åñêîì ñáîðíèêå¿. Çàíèìàÿñü ýòîé çàäà÷åé, Â.Â. Ìîðîçîâ çàìåòèë, ÷òî ñèòóàöèÿñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðåãóëÿðíîñòè èñêîìîé ïîäàëãåáðû. Â ÷àñòíîñòè, åñëè àë-ãåáðà M ñîäåðæèò êàðòàíîâñêóþ ïîäàëãåáðó H , òî ðàçëîæåíèÿ M = H ⊕
∑

α∈R̃

Lα ,
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Lα , (ãäå R � ñèñòåìà êîðíåé ïîëóïðîñòîé àëãåáðû L) ñîãëàñîâàíû,òî åñòü R̃ ⊆ R . Òîãäà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ïîäñèñòåì â ñèñòåìå êîðíåéïîëóïðîñòîé àëãåáðû. Ïåðåáèðàÿ ðàçëè÷íûå ñëó÷àè òàêèõ ïîäñèñòåì, Â.Â. Ìîðî-çîâ îáíàðóæèë, ÷òî åñëè M � íå ïîëóïðîñòàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäàëãåáðà, òî îíàîáÿçàòåëüíî ðåãóëÿðíà. Ýòó ãèïîòåçó åìó óäàëîñü äîêàçàòü, è ýòîò ðåçóëüòàò ïîäíàçâàíèåì ¾òåîðåìà ðåãóëÿðíîñòè¿ áûë öåíòðàëüíûì â äîêòîðñêîé äèññåðòàöèèÂ.Â. Ìîðîçîâà, êîòîðóþ îí çàùèòèë â Êàçàíè â 1943 ã. Â òî âðåìÿ â Êàçàíè áûëà¾âñÿ ìàòåìàòèêà ÑÑÑ�¿. Â ÷àñòíîñòè, â Êàçàíü áûë ýâàêóèðîâàí âåñü Ñòåêëîâñêèéèíñòèòóò. Îäíèì èç îïïîíåíòîâ Ìîðîçîâà áûë À.È. Ìàëüöåâ. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åí-íûå ðåçóëüòàòû, Ìîðîçîâ ïåðå÷èñëèë âñå ìàêñèìàëüíûå íåïîëóïðîñòûå ïîäàëãåá-ðû è ìàêñèìàëüíûå ïîëóïðîñòûå â ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàõ Ëè [6, 7℄. ×åðåç òðè ãîäàâûøëà ðàáîòà Å.Á. Äûíêèíà [8℄, â êîòîðîé òîò äîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ ïîëóïðîñòàÿàëãåáðà Ëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðîñòûõ êîðíåé, è, èñïîëüçóÿ òåõ-íèêó ãðà�îâ îïðåäåëåííîãî âèäà, îïèñàë ñòðóêòóðó âñåõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëèíàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â 1950 ã. â ðàáîòàõ [9, 10℄ Å.Á. Äûíêèí, èñïîëüçóÿòåõíèêó ïðîñòûõ êîðíåé, ïåðå÷èñëèë âñå ðåãóëÿðíûå ïîëóïðîñòûå ïîäàëãåáðû âïîëóïðîñòûõ àëãåáðàõ Ëè, è â ÷àñòíîñòè ìàêñèìàëüíûå ïîäàëãåáðû, à â 1951 ã.Ô.È. Êàðïåëåâè÷ â [11℄ îïèñûâàåò âñå íåïîëóïðîñòûå ìàêñèìàëüíûå ïîäàëãåáðû.Â òåðìèíàõ ñèñòåì ïðîñòûõ êîðíåé ðåçóëüòàò çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëþáàÿíå ïîëóïðîñòàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîäàëãåáðà ïîëóïðîñòîé àëãåáðû Ëè ñîïðÿæåíà ñïîäàëãåáðîé, ïîðîæäåííîé êîðíåâûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ó êîòîðûõ êîðíè â ñâîåìðàçëîæåíèè ÷åðåç ïðîñòûå íå ñîäåðæàò îäèí èç íèõ ñ îòðèöàòåëüíûìè êîý��èöè-åíòàìè. Òàê êàê ëþáîé êîðåíü åñòü öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîñòûõ



46 À.Í. ÀÁÛÇÎÂ È Ä�.êîðíåé ëèáî ñ ïîëîæèòåëüíûìè, ëèáî ñ îòðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, òî óêà-çàííàÿ ïîäàëãåáðà èìååò âèä 〈Lα, α ∈ R+, L−γ , γ ∈ R+(π\α1)〉 , ãäå R+ � ìíîæåñòâîïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, îòâå÷àþùèõ ïðîñòîé ñèñòåìå êîðíåé π = {α1, . . . , αr} ,à R+(π\α1) � àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî äëÿ π\α1 . Îáúåäèíÿÿ ýòè ðåçóëüòàòû, ïîëó-÷àåòñÿ îïèñàíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäàëãåáð â ïîëóïðîñòûõ àëãåáðàõ Ëè.Â.Â. Ìîðîçîâ åùå êàêîå-òî âðåìÿ çàíèìàëñÿ óëó÷øåíèåì äîêàçàòåëüñòâà òåî-ðåìû ðåãóëÿðíîñòè, è â 1956 ã. â ¾Óñïåõàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê¿ âûõîäèò åãî ïî-ñëåäíÿÿ ðàáîòà [12℄, ïîñâÿùåííàÿ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ðåãóëÿðíîñòè. Ïî ïîâîäóýòîé ðàáîòû îí ïèñàë âïîñëåäñòâèè â âîñïîìèíàíèÿõ, ïîñâÿùåííûõ À.È. Ìàëüöåâó,÷òî ¾îí ñìîã íàêîíåö ïðåäúÿâèòü À.È. äîñòàòî÷íî õîðîøèé ñïîñîá äîêàçàòåëü-ñòâà¿. Äåëî â òîì, ÷òî À.È. Ìàëüöåâ âûñêàçûâàë Â.Â. Ìîðîçîâó óïðåêè ïî ïîâîäóáîëüøîé ñëîæíîñòè äîêàçàòåëüñòâ ðàçëè÷íûõ �àêòîâ, èñïîëüçóåìûõ â òåîðåìå ðå-ãóëÿðíîñòè.Â äàëüíåéøåì òåîðèÿ ãðóïï è àëãåáð Ëè ðàçâèâàëàñü â ðàáîòàõ ó÷åíèêîâ Ìî-ðîçîâà.Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìîòðèì ðàáîòû ïî òåîðèè ãðóïï Ëè. Ýòîé òåìàòèêîéçàíèìàëèñü ó÷åíèêè Ìîðîçîâà ß.È. Çàáîòèí è Ë.Ä. Ýñêèí. ß.È. Çàáîòèí îïèñàëèìïðèìèòèâíûå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé 4-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà [13,14℄. Ïîñëå çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè ïî ýòîé òåìàòèêå îí ïåðåøåë ê èçó-÷åíèþ çàäà÷ ëèíåéíîãî è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è èõ ïðèìåíåíèþ ê ðàç-ëè÷íûì ýêîíîìè÷åñêèì âîïðîñàì.Ë.Ä. Ýñêèí âíà÷àëå çàíèìàëñÿ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï Ëè. Èì áûëè ïî-ñòðîåíû îïåðàòîðû Ëàïëàñà íà ãðóïïå êîìïëåêñíûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö, è ñ èõïîìîùüþ èññëåäîâàëèñü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íåïðèâîäèìûõ áåñêîíå÷íîìåðíûõóíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà [15�17℄.Â öèêëå ðàáîò [18�21℄, âûïîëíåííûõ â 60-å ãîäû, Ë.Ä. Ýñêèí ïîñòðîèë �óíäà-ìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè íà ìíîãîîáðàçèÿõ êîìïëåêñíûõïîëóïðîñòûõ ãðóïï Ëè è ñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû Ë.Ä. Ýñêèí ïðèìåíèë ê ïîñòðîåíèþ ïðåîáðàçîâàíèé Âåéåðøòðàññà íàñèììåòðè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ïîëó÷èë íîâûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿìåðû Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.Â ïîñëåäíèå ãîäû Ë.Ä. Ýñêèí ðàçâèâàë ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõðàçëîæåíèé â îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê äëÿ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé ðÿäàíåëèíåéíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè [22, 23℄.Â ýòèõ çàäà÷àõ Ë.Ä. Ýñêèí èñïîëüçóåò òåõíèêó ïðîäîëæåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè, êîòîðóþ â 60-å ãîäû íà÷àëè ïðè-ìåíÿòü À.Â. Îâñÿííèêîâ è Í.Õ. Èáðàãèìîâ ê ðàçëè÷íûì çàäà÷àì ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè. Äåëî â òîì, ÷òî òåîðèÿ Ëè äàåò â îñíîâíîì îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íî åñëè àëãåáðà Ëè ñîîò-âåòñòâóþùåé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò íåòðèâèàëüíûé ðàäè-êàë, òî, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ïðîäîëæåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ìîæíîïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è â íåêîòîðûõ çàäà÷àõìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè ðàçîáðàòüñÿ ñ ðåøåíèÿìè òàêîé ñèñòåìû. Ñëåäóåò çàìå-òèòü, ÷òî ýòà òåõíèêà áûëà èñïîëüçîâàíà åùå Ñî�óñîì Ëè ïðè èçó÷åíèè èì ãðóïïïðåîáðàçîâàíèé íà ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.Â 70-å ãîäû çàäà÷àìè ïî òåîðèè ãðóïï Ëè çàíèìàëñÿ ó÷åíèê Ë.Ä. Ýñêèíà �Å.Ë. Ñòîëîâ. Ïðè ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíèé êëàññè÷åñêèõ ãðóïï ïîÿâëÿþòñÿ íî-âûå ñïåöèàëüíûå �óíêöèè, îáîáùàþùèå èçâåñòíûå ñïåöèàëüíûå �óíêöèè. Ýòè�óíêöèè âîçíèêàþò êàê ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé.Åñëè T (g) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû, òî �îðìóëà T (g1g2) = T (g1)T (g2) ïîðîæäàåò�óíêöèîíàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ïðè ýòîì ïîëó÷à-þòñÿ êàê èçâåñòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòàðûìè ñïåöèàëüíûìè �óíêöèÿìè, òàê



ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Â ÊÀÇÀÍÑÊÎÌ ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÅ 47è íîâûå �îðìóëû. Å.Ë. Ñòîëîâ èçó÷àë àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ �óíêöèé.Â êà÷åñòâå ãðóïï ðàññìàòðèâàëèñü ãðóïïû SO(n) è èõ ïðåäñòàâëåíèÿ. À â êà÷å-ñòâå ïðèëîæåíèé ýòîé çàäà÷è Å.Ë. Ñòîëîâ ðàññìàòðèâàë ìåòîäû ðåøåíèÿ îäíîãîäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [24�27℄.Ñðåäè ðàáîò ïî òåîðèè àëãåáð Ëè â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû�.Í. Ìóáàðàêçÿíîâà è Ý.Í. Ñà�èóëëèíîé [28�32℄, ïîñâÿùåííûå îïèñàíèþ íèëüïî-òåíòíûõ è ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè ðàçìåðíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé 7 . Â.Â. Ìîðîçîâíàäåÿëñÿ, èçó÷àÿ ñòðîåíèå íèëüïîòåíòíûõ è ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè ìàëûõ ðàç-ìåðíîñòåé, çàìåòèòü îáùóþ ñõåìó â èõ ñòðóêòóðå, êîòîðóþ óäàñòñÿ îáîáùèòü íàñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Íàäåæäó âñåëÿëà àíàëîãèÿ ñ èçó÷åíèåì ïðè-ìèòèâíûõ ãðóïï Ëè. Äåéñòâèòåëüíî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ñòðóêòóðó ïðèìè-òèâíûõ ãðóïï Ëè â ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè ≤ 3 èçó÷èë Ñî�óñ Ëè, à â ïðî-ñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè 4 � Â.Â. Ìîðîçîâ. Â ðåçóëüòàòå îí íàøåë çàêîíîìåðíîñòèâ ñòðîåíèè ïðèìèòèâíûõ ãðóïï ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Â.Â. Ìîðîçîâ è ñàìçàíèìàëñÿ êîíêðåòíûìè èññëåäîâàíèÿìè ýòèõ àëãåáð. Â 1958 ã. âûøëà åãî ñòàòüÿ¾Êëàññè�èêàöèÿ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè øåñòîãî ïîðÿäêà¿ [33℄. Íî ðåçóëüòàòûïîëó÷èëèñü íàñòîëüêî ðàçíîðîäíûìè, ÷òî îáîáùèòü èõ íå óäàëîñü.Â 50-å ãîäû Â.Â. Ìîðîçîâ ïðèâëåêàåò ñâîèõ ó÷åíèêîâ ê èññëåäîâàíèþ àëãåáðËè íàä ïîëÿìè ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Óæå â 1952 ã. â ÄÀÍ ÑÑÑ� âûõî-äèò ðàáîòà À.Â. Ñóëüäèíà [34℄, â êîòîðîé îí äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãîêîíå÷íîìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè íàä ïîëåì ïîëîæè-òåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè, òî åñòü ïåðåíîñèò ðåçóëüòàò È.Ä. Àäî íà ñëó÷àé ìîäó-ëÿðíûõ àëãåáð Ëè (òàê ïðèíÿòî íàçûâàòü àëãåáðû Ëè íàä ïîëåì ïîëîæèòåëüíîéõàðàêòåðèñòèêè). Çàòåì èçó÷åíèåì àëãåáð Ëè íàä ïîëÿìè ïîëîæèòåëüíîé õàðàê-òåðèñòèêè çàíèìàëñÿ À.Õ. Äîëîòêàçèí. Îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû È. Êàïëàíñêîãî è�. Áëîêà, îí îïèñàë ñòðîåíèå ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè ðàíãà 1 [35℄. Â 70-å ãîäû òåî-ðèåé ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè íà÷àë çàíèìàòüñÿ åùå îäèí ó÷åíèê Â.Â. Ìîðîçîâà �Þ.Á. Åðìîëàåâ. Åãî ïåðâûå ðàáîòû áûëè ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ öåíòðà óíèâåðñàëü-íîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû äëÿ àëãåáðû Âèòòà è àëãåáðû Öàññåíõàóçà. Ñòðîåíèåöåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿ-åò âèä íåïðèâîäèìûõ ìîäóëåé íàä ýòîé àëãåáðîé Ëè. Þ.Á. Åðìîëàåâ íàøåë îá-ðàçóþùèå è îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè îáðàçóþùèìè äëÿ öåíòðàóíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû àëãåáð Âèòòà è Öàññåíõàóçà [36�39℄.Â 1969 ã. â æóðíàëå ¾Èçâåñòèÿ ÀÍ ÑÑÑ�¿ áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ À.È. Êî-ñòðèêèíà è È.�. Øà�àðåâè÷à [40℄, â êîòîðîé îíè äîêàçàëè, ÷òî âñå èìåþùèåñÿïðèìåðû ïðîñòûõ ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè àëãåáðàìèêàðòàíîâñêîãî òèïà, à èìåííî àëãåáðàìè äè��åðåíöèðîâàíèé êîëüöà ñðåçàííûõìíîãî÷ëåíîâ, òî åñòü íåêîòîðîãî êîììóòàòèâíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà. Ýòè àë-ãåáðû âûäåëÿþòñÿ â âèäå ïîäàëãåáð â àëãåáðå âñåõ äè��åðåíöèðîâàíèé óêàçàííîãîêîëüöà ñâîèì äåéñòâèåì íà íåêîòîðóþ äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó. È âñêîðå áûëàâûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî ëþáàÿ ïðîñòàÿ êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà Ëè L íàä àëãåá-ðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè p > 7 ÿâëÿåòñÿ ëèáî àíàëîãîì êîì-ïëåêñíîé ïðîñòîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Ëè, ëèáî �èëüòðîâàííîé äå�îðìàöèåéíåêîòîðîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëè L êàðòàíîâñêîãî òèïà, òî åñòü crL ∼= L .Â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à êëàññè�èêàöèè ïðîñòûõ ãðàäóèðî-âàííûõ àëãåáð Ëè, òî åñòü àëãåáð, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðÿìîé ñóììû L = ⊕i∈ZLi ,ãäå [Li, Lj] ⊆ Li+j . �àññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ïîäàëãåáðó L0 èíà åå äåéñòâèÿ íà êîìïîíåíòàõ Li , â ïåðâóþ î÷åðåäü L−1 . (Ýòî ñâÿçàíî ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ïîëíîãî êàðòàíîâñêîãî ïðîäîëæåíèÿ.) Þ.Á. Åðìîëàåâ ââåëêëàññ òàê íàçûâàåìûõ ìîíîãåííûõ àëãåáð Ëè, ãäå îñëàáèë îãðàíè÷åíèÿ, î êîòî-ðûõ ðå÷ü øëà âûøå, è êëàññè�èöèðîâàë ìîíîãåííûå àëãåáðû äîñòàòî÷íî áîëüøîé



48 À.Í. ÀÁÛÇÎÂ È Ä�.äëèíû, òî åñòü àëãåáðû, èìåþùèå äîñòàòî÷íî ìíîãî êîìïîíåíò â ïîëîæèòåëüíîé÷àñòè ãðàäóèðîâêè. Ïîëó÷åííûå èì ðåçóëüòàòû [41�43℄ ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàëèãèïîòåçó Êîñòðèêèíà �Øà�àðåâè÷à, íî ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà äëèíó ãðàäó-èðîâêè íå ïîçâîëÿëî ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü èõ â äàëüíåéøåé êëàññè�èêàöèè.Êðîìå Þ.Á. Åðìîëàåâà çàäà÷àìè êëàññè�èêàöèè çàíèìàëèñü åùå äâà àñïèðàíòàÂ.Â. Ìîðîçîâà: Ì.Þ. Öåëîóñîâ è �.Î. Ýëüñòèíã (îáà � ó÷åíèêè À.Õ. Äîëîòêàçèíà).Ì.Þ. Öåëîóñîâ îïèñàë àëãåáðû äè��åðåíöèðîâàíèé âñåõ àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãîòèïà [44℄. Ê ñîæàëåíèþ, îí òðàãè÷åñêè ïîãèá âñêîðå ïîñëå íà÷àëà ðàáîòû íà êà-�åäðå.�.Î. Ýëüñòèíã çàíèìàëñÿ ïåðåíîñîì íåêîòîðûõ �àêòîâ, îïðåäåëåííûõ äëÿ ãðà-äóèðîâàííûõ àëãåáð Ëè íà àëãåáðû Ëè ñ �èëüòðàöèåé. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî êà-ñàëîñü îïèñàíèÿ àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè, êâàäðàòû îïåðàòîðîâ óìíî-æåíèÿ êîòîðûõ ðàâíû íóëþ [45, 46℄.Â çàâåðøàþùåé ñòàäèè ðåàëèçàöèè ïðîåêòà ïî êëàññè�èêàöèè ïðîñòûõ ìîäó-ëÿðíûõ àëãåáð Ëè ïðèíÿë ó÷àñòèå ó÷åíèê À.Õ. Äîëîòêàçèíà è À.È. Êîñòðèêèíà �Ñ.Ì. Ñêðÿáèí. Òàê êàê ñîãëàñíî ãèïîòåçå Êîñòðèêèíà �Øà�àðåâè÷à ëþáàÿ ïðî-ñòàÿ ìîäóëÿðíàÿ àëãåáðà Ëè, íå ÿâëÿþùàÿñÿ àíàëîãîì êîìïëåêñíîé ïðîñòîé àë-ãåáðû, áóäåò �èëüòðîâàííîé äå�îðìàöèåé íåêîòîðîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû Ëèêàðòàíîâñêîãî òèïà, òî âîçíèêàë âîïðîñ îá îïèñàíèè ýòèõ äå�îðìàöèé. Â.�. Êàö ïî-êàçàë [47℄, ÷òî �èëüòðîâàííûå äå�îðìàöèè ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê è ãðàäóèðîâàííûåàëãåáðû Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà, íî èñõîäÿ èç íåêîòîðîãî áîëåå îáùåãî êëàññà äè�-�åðåíöèàëüíûõ �îðì. Ñ.Ì. Ñêðÿáèí êëàññè�èöèðîâàë âñå �îðìû ãàìèëüòîíîâ-ñêîãî òèïà, ÷òî ÿâèëîñü îñíîâîé äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð Ëè [48, 49℄.Íàðÿäó ñ âîïðîñàìè êëàññè�èêàöèè ïðîñòûõ ìîäóëÿðíûõ àëãåáð Ëè ðàññìàòðè-âàëàñü çàäà÷à îïèñàíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ýòèõ àëãåáð. Êàê ïîêàçûâàåò ñëó÷àé íóëå-âîé õàðàêòåðèñòèêè, ïðè êëàññè�èêàöèè ïðîñòûõ è ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè ñóùå-ñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ �àêòû òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé. Ïîýòîìó ñòðóêòóðà ïðåäñòàâ-ëåíèé (â ïåðâóþ î÷åðåäü íåïðèâîäèìûõ) ÿâëÿëàñü äîñòàòî÷íî àêòóàëüíîé çàäà÷åé.Ýòîé ïðîáëåìàòèêîé çàíèìàëñÿ ó÷åíèê À.Õ. Äîëîòêàçèíà � Í.À. Êîðåøêîâ. Èì ïî-ëó÷åíî îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé p-àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà âòåðìèíàõ èíäóöèðîâàííûõ ïðåäñòàâëåíèé [50, 51℄, êîãäà â êà÷åñòâå ïîäìîäóëÿ, ñêîòîðîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäóöèðîâàíèå, ðàññìàòðèâàëñÿ íåïðèâîäèìûé ìîäóëüíàä ìàêñèìàëüíîé ïîäàëãåáðîé. Ïîñëåäíÿÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà ðà-äèêàëà è ïðîñòîé àëãåáðû Ëè êëàññè÷åñêîãî òèïà. Òàê êàê ñòðóêòóðà íåïðèâîäè-ìûõ ïðåäñòàâëåíèé óêàçàííûõ àëãåáð îïðåäåëÿåòñÿ ðåçóëüòàòàìè Õ. Öàññåíõàóçà èÀ.Í. �óäàêîâà, òî ïîëó÷àåòñÿ îïðåäåëåííîå îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé
p-àëãåáð Ëè êàðòàíîâñêîãî òèïà.Äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåïðèâîäèìûìè ìîäóëÿìè, íà-ïðèìåð äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé,íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ñòðóêòóðó öåíòðà óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðûñîîòâåòñòâóþùåé àëãåáðû Ëè. Í.À. Êîðåøêîâ íàøåë íåêîòîðûå ñåðèè ýëåìåíòîâöåíòðà, à äëÿ ãàìèëüòîíîâîé àëãåáðû ðàíãà îäèí îïèñàë ìíîæåñòâî âñåõ ïîðîæäà-þùèõ öåíòðà åå óíèâåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé àëãåáðû [52℄.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðÿä ñîòðóäíèêîâ êà�åäðû àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêèçàíèìàþòñÿ èçó÷åíèåì ñòðóêòóð ðàçëè÷íûõ êëàññîâ àëãåáð, â òîé èëè èíîé ìåðåñâÿçàííûõ ñ òåîðèåé àëãåáð Ëè.Ñ.Ì. Ñêðÿáèí è åãî àñïèðàíò Ì.Ñ. Åðÿøêèí ðàáîòàþò â îáëàñòè àëãåáð Õîï�à.Àëãåáðû Õîï�à, èõ äåéñòâèÿ è êîäåéñòâèÿ íà àññîöèàòèâíûõ àëãåáðàõ ïðåäñòàâ-ëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ íå òîëüêî êàê îáúåêòû ñ âåñüìà áîãàòîé àëãåáðàè÷å-ñêîé ñòðóêòóðîé, íî è â ñâÿçè ñ âîçìîæíûìè ïðèëîæåíèÿìè â ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêå. Ñ.Ì. Ñêðÿáèíûì óñòàíîâëåí ðÿä âàæíûõ òåîðåòèêî-êîëüöåâûõ ñâîéñòâ



ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Â ÊÀÇÀÍÑÊÎÌ ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÅ 49ïðîèçâîëüíîé àðòèíîâîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû, âûòåêàþùèõ èñêëþ÷èòåëüíî èçîòñóòñòâèÿ íåíóëåâûõ íèëüïîòåíòíûõ èäåàëîâ ýòîé àëãåáðû, óñòîé÷èâûõ îòíîñè-òåëüíî äåéñòâèÿ íåêîòîðîé àëãåáðû Õîï�à [53℄. Èì ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ïðî-åêòèâíîñòè è ïëîñêîñòíîñòè àëãåáðû Õîï�à êàê ìîäóëÿ íàä ïîäàëãåáðàìè Õîï�àè êîèäåàëüíûìè ïîäàëãåáðàìè, à òàêæå áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû î ïðîåêòèâíîñòèýêâèâàðèàíòíûõ è êîýêâèâàðèàíòíûõ ìîäóëåé [54�56℄. Â ïîñëåäíåé èç íàçâàííûõïóáëèêàöèé ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ, îáîáùàþùàÿ êàòåãîðíûå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñâÿ-çàííûå ñ êàòåãîðèÿìè êâàçèêîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå, â äó-õå íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ì.Ñ. Åðÿø-êèíûì [57℄ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå íàèáîëüøåé ïîäàëãåáðû Õîï�à â ëþáîé ñëà-áî êîíå÷íîé áèàëãåáðå. Ì.Ñ. Åðÿøêèí ïîëó÷èë àíàëîã êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòàî êîíå÷íîé ïîðîæä¼ííîñòè ïîäàëãåáð èíâàðèàíòíûõ ýëåìåíòîâ â ñëó÷àå äåéñòâèÿïîëóïðîñòîé àëãåáðû Õîï�à íà íåêîììóòàòèâíûõ àëãåáðàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà [58℄.2. Òåîðèÿ êîëåö è ìîäóëåé, òåîðèÿ ïîëóêîëåö è ïîëóìîäóëåéÂ.Â. Ìîðîçîâ âñåãäà ñòðåìèëñÿ ðàñøèðèòü òåìàòèêó êà�åäðû. Âî ìíîãîì áëà-ãîäàðÿ åìó íà êà�åäðå ïîÿâèëîñü íîâîå íàïðàâëåíèå � èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèèêîëåö è ìîäóëåé. Â 1959 ã. îí ïðèíÿë â àñïèðàíòóðó È.È. Ñàõàåâà, êîòîðûé ñòàëçàíèìàòüñÿ âîïðîñàìè ãîìîëîãè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè êîëåö.Â 1960 ã. â èçâåñòíîé ñòàòüå [59℄ Õ. Áàññ ïîëó÷èë õàðàêòåðèçàöèþ êîëåö, íàäêîòîðûìè ïðîåêòèâíû âñå ïðàâûå ïëîñêèå ìîäóëè. Òàêèå êîëüöà íàçûâàþòñÿ ñîâåð-øåííûìè ñïðàâà è èìåþò âíóòðåííåå îïèñàíèå, à èìåííî: êîëüöî R ÿâëÿåòñÿ ñîâåð-øåííûì ñïðàâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà R � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî è åãî ðàäè-êàë Äæåêîáñîíà J(R) T -íèëüïîòåíòåí ñëåâà, òî åñòü äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ýëåìåíòîâ a1, . . . , an, . . . èç J(R) ñóùåñòâóåò òàêîå k , ÷òî akak−1 . . . a1 = 0 .Â 1961 ã. ïðî�åññîð Ë.À. Ñêîðíÿêîâ ïðåäëîæèë ïðîãðàììó ãîìîëîãè÷åñêîéêëàññè�èêàöèè êîëåö [60℄, â êîòîðîé ïðåäëàãàëîñü îõàðàêòåðèçîâàòü êîëüöà ïðèïîìîùè ãîìîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàòåãîðèè ìîäóëåé íàä íèìè. Îäíèì èç êëàññîâòàêèõ êîëåö áûëè êîëüöà, íàä êîòîðûìè ïðîåêòèâíû âñå êîíå÷íî ïîðîæäåííûåïðàâûå ïëîñêèå ìîäóëè.Â 60-å ãîäû È.È. Ñàõàåâ èçó÷àë êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé êî-íå÷íî ïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì. Òàêèå êîëü-öà â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè S -êîëüöàìè. S -êîëüöàì ïîñâÿùåíûìíîãèå ðàáîòû, â ÷àñòíîñòè ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû Ñ. Ýíäî [61℄, Â. Âàñêåíñå-ëîñà [62℄, ðàññìàòðèâàâøèõ êîììóòàòèâíûå S -êîëüöà, ðàáîòû È.È. Ñàõàåâà [63,64℄, Ñ. Éîíäðóïà [65℄, ñîâìåñòíûå ðàáîòû È.È. Ñàõàåâà, À. Ôàêêèíè è Ä. Õåðáå-ðû [66, 67℄. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î S -êîëüöàõ È.È. Ñàõàåâ ïîëó÷èë ñ ïîìîùüþðàçâèòîé èì òåõíèêè ðàáîòû ñ ðåãóëÿðíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü a1, a2, . . . ýëåìåíòîâ êîëüöà R íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè ai+1ai = aiäëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . Â 1965 ã. È.È. Ñàõàåâ â ðàáîòå [63℄ óñòàíîâèë, ÷òî äëÿïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R ïðîåêòèâíîñòü êàæäîãî n-ïîðîæäåííîãî ïëîñêîãî ïðà-âîãî R -ìîäóëÿ ýêâèâàëåíòíà ñòàáèëèçàöèè âñÿêîé öåïî÷êè ïðàâûõ èäåàëîâ
A1Rn ⊆ A2Rn ⊆ . . . ⊆ AmRn ⊆ . . . ,ãäå Am (m = 1, 2, . . .) � ðåãóëÿðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n × n-ìàòðèö íàä êîëü-öîì R. S -êîëüöàìè òàêæå çàíèìàëèñü ó÷åíèêè È.È. Ñàõàåâà � �.Â. ×èðêîâ èÌ.Ô. Íàñðóòäèíîâ. Â ðàáîòå [68℄ �.Â. ×èðêîâ ïîñòðîèë ïðèìåð êîëüöà, íàä êîòî-ðûì êàæäûé öèêëè÷åñêèé ïëîñêèé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì, íî íå âñÿêèéêîíå÷íî ïîðîæäåííûé ïëîñêèé ìîäóëü îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Ì.Ô. Íàñðóòäè-íîâûì èçó÷àëèñü ãðóïïîâûå S -êîëüöà [69, 70℄.



50 À.Í. ÀÁÛÇÎÂ È Ä�.Â 1974 ã. Ëàçàðîì áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè êàæ-äîãî ïðîåêòèâíîãî ìîäóëÿ P [71℄, ó êîòîðîãî �àêòîðìîäóëü P/PJ(R) êîíå÷íîïîðîæäåí. Äëÿ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà ñàìèì Ëàçàðîì.Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû äëÿ PI -êîëåö áûëà óñòàíîâëåíà Ñ. Éîíäðóïîì.È.È. Ñàõàåâûì â ðàáîòå [72℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãèïîòåçà Ëàçàðà ýêâèâàëåíòíàïðîåêòèâíîñòè âñÿêîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ïëîñêîãî ïðàâîãî R -ìîäóëÿ P , ó êî-òîðîãî �àêòîð-ìîäóëü P/PJ(P ) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì R/J(R)-ìîäóëåì. Öåøèí-ãåðîì è íåçàâèñèìî Ñàõàåâûì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëüöà R áûëà óñòàíîâëåíà ýê-âèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:1) åñëè äëÿ ïðîåêòèâíîãî ïðàâîãî R -ìîäóëÿ P �àêòîð-ìîäóëü P/PJ(R) ÿâëÿ-åòñÿ öèêëè÷åñêèì, òî ìîäóëü P êîíå÷íî ïîðîæäåí;2) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b èç êîëüöà R âûïîëíåíà èìïëèêàöèÿ ab = 0 è
1 − (a + b) ∈ J(R) ⇒ b(a + b)−1a = 0 .Â ðàáîòå [73℄ Â.Í. �åðàñèìîâûì è È.È. Ñàõàåâûì áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ïîëó-ëîêàëüíîãî êîëüöà, äëÿ êîòîðîãî ãèïîòåçà Ëàçàðà íå âûïîëíÿåòñÿ.Êîíòðïðèìåð äàåò ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ. Ïóñòü R = K < x, y|xy = 0 > �àëãåáðà íàä ïîëåì K , ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòàìè x, y è 
 îäíèì îïðåäåëÿþùèìñîîòíîøåíèåì xy = 0 . �àññìîòðèì ãîìîìîð�èçì φ : R → K × K , ïðè êîòî-ðîì φ(x) = (1, 0), φ(y) = (0, 1) . Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèöíàä R , ó êîòîðûõ îáðàç ïîä äåéñòâèåì ãîìîìîð�èçìà φ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì è
RΣ � óíèâåðñàëüíîå Σ-îáðàùàþùåå R -êîëüöî. Òîãäà RΣ � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöîáåç íåòðèâèàëüíûõ èäåìïîòåíòîâ, RΣ/J(RΣ) ∼= K × K è J(RΣ) = (1 − x1)RΣ ∩
∩RΣ(1 − y1) , ãäå x1, y1 � îáðàçû ýëåìåíòîâ x, y ñîîòâåòñòâåííî â RΣ . Ïðè÷åì
(1−x1)RΣ è RΣ(1−y1) � åäèíñòâåííûå ìàêñèìàëüíûå äâóñòîðîííèå (è îäíîñòîðîí-íèå ) èäåàëû êîëüöà RΣ . Ýëåìåíòû x1, y1 óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
x1y1 = 0, 1 − (x1 + y1) ∈ J(RΣ) è y1(x1 + y1)

−1x1 6= 0.Èç ïîñëåäíèõ óñëîâèé è ðåçóëüòàòîâ Öåøèíãåðà è Ñàõàåâà ñëåäóåò, ÷òî êîëüöî
RΣ ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ãèïîòåçå Ëàçàðà. Áîëåå òî÷íî, È.È. Ñàõàåâûì áûëîïîêàçàíî, ÷òî íàä êîëüöîì RΣ ïðàâûé ìîäóëü P =

∞⋃
i=0

(x1 + y1)
−i−1x1(x1 + y1)

iRΣíå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííûì, õîòÿ P/J(P ) � öèêëè÷åñêèé ìîäóëü.Êîëüöî RΣ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíòðïðèìåðîì ê ñëåäóþùèì ãèïîòåçàì:1. Åñëè P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü è P/J(P ) � ïðîñòîé ìîäóëü, òî P � ëîêàëüíûéìîäóëü.2. Åñëè P � ïðîåêòèâíûé ìîäóëü è End(P ) � ïîëóëîêàëüíîå êîëüöî, òî ìîäóëü
P � êîíå÷íî ïîðîæäåííûé [74℄.�.Å. Ïóíèíñêèì íà îñíîâå òåõíèêè È.È. Ñàõàåâà è ðåçóëüòàòîâ À. Ôàêêèíè â2004 ã. áûë ïîñòðîåí åùå îäèí êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Ëàçàðà [75℄. �åçóëüòàòûÈ.È. Ñàõàåâà ïîëó÷èëè ñâîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ À. Ôàêêèíè, Ä. Õåðáåðû, �.Å. Ïó-íèíñêîãî, Ï. Ïðèõîäû. Òàê, íàïðèìåð, �.Å. Ïóíèíñêèì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî RΣ �ïðîåêòèâíî-ñâîáîäíîå êîëüöî, íàä êîòîðûì êàæäûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé ìîäóëüÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé êîïèé ìîäóëåé P è RΣ . Â ðàáîòå Ôàêêèíè, Õåðáåðû,Ñàõàåâà [67℄ áûë ïîëó÷åí íîâûé êðèòåðèé ïëîñêèõ ìîäóëåé. Â ðàáîòå [76℄ Ï. Ïðè-õîäà ïîêàçàë, ÷òî êàæäûé ïðîåêòèâíûé ïðàâûé R -ìîäóëü P , ó êîòîðîãî P/PJ(R)ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, èìååò âèä P =

∑
i∈N

piR, ãäå p1, p2, . . . ∈ P è äëÿ íåêîòîðîãî
r ∈ R èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà pi+1 = pir(i ∈ N) .Ïîëóëîêàëüíûå êîëüöà, ïîñòðîåííûå â ðàáîòàõ Â.Í. �åðàñèìîâà, È.È. Ñàõà-åâà è �.Å. Ïóíèíñêîãî, äàþò ïðèìåðû êîëåö ñ ¾ïàòîëîãè÷åñêèìè¿ ñâîéñòâàìè,äëÿ êîòîðûõ íåâûïîëíèìû ðÿä êëàññè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. Òåõíèêà, ðàçâèòàÿÈ.È. Ñàõàåâûì, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êî-òîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èìåþò ìåñòî.



ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Â ÊÀÇÀÍÑÊÎÌ ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÅ 51Â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ Õ. Õàêìè, ó÷åíèê È.È. Ñàõàåâà, èçó÷àë ñëàáî ðåãóëÿðíûåìîäóëè. Â ðàáîòå [77℄ èì áûëè èçó÷åíû ïðîåêòèâíûå ñëàáî ðåãóëÿðíûå ìîäóëè.Êîëüöà, íàä êîòîðûìè êàæäûé ïðàâûé ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíûì, áûëèîïèñàíû â ðàáîòàõ À.Í. Àáûçîâà (ó÷åíèêà È.È. Ñàõàåâà) è À.À. Òóãàíáàåâà [78�80℄.Îäíèì èç åñòåñòâåííûõ îáîáùåíèé êîëåö è ìîäóëåé ÿâëÿþòñÿ ïîëóêîëüöà èïîëóìîäóëè. Ôàêòè÷åñêè, îïðåäåëåíèå ïîëóêîëüöà îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ àñ-ñîöèàòèâíîãî êîëüöà ëèøü íåîáÿçàòåëüíîñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõýëåìåíòîâ, íî èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê âåñüìà çíà÷èòåëüíîìó ðàñ-øèðåíèþ êëàññà èçó÷àåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.Ñ êîíöà 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà èññëåäîâàíèÿìè ïîëóêîëåö íà êà�åäðå çà-íèìàåòñÿ ó÷åíèê Þ.À. Àëüïèíà � Ñ.Í. Èëüèí. Ïåðâûå åãî ðàáîòû áûëè ñâÿçàíûïðåèìóùåñòâåííî ñ ìàòðè÷íûìè ïîëóêîëüöàìè � áûëè îïèñàíû îáðàòèìûå ìàò-ðèöû íàä íåêîòîðûìè êëàññàìè ïîëóêîëåö è àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, áëèçêèõ êïîëóêîëüöàì [81, 82℄, à òàêæå áûë ïîëó÷åí êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè ïîëíûõ ìàò-ðè÷íûõ ïîëóêîëåö [82℄.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ Ñ.Í. Èëüèí çàíèìàåòñÿ âîïðîñàìè, ñâÿçàííûìè ñ èçó÷åíèåìè îïèñàíèåì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïîëóêîëåö ïî çàäàííûì ñâîéñòâàì ñâîáîäíûõ, ïðî-åêòèâíûõ è èíúåêòèâíûõ ïîëóìîäóëåé íàä íèìè, èíà÷å ãîâîðÿ, òåìàòèêîé, êîòîðóþ÷àñòî íàçûâàþò ¾ãîìîëîãè÷åñêîé¿ êëàññè�èêàöèåé ïîëóêîëåö [83�86℄.3. Òåîðèÿ ìàòðèöÒåîðèÿ ìàòðèö êàê íàóêà âîçíèêëà â ñåðåäèíå XIX â. Ñ ýòîãî âðåìåíè, êðî-ìå ðåøåíèÿ ñîáñòâåííûõ çàäà÷, òåîðèÿ ìàòðèö èãðàåò âàæíåéøóþ ðîëü â àëãåáðå.Â ÷àñòíîñòè, ðàçâèòèå êëàññè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé àëãåáðû, ïðåäñòàâëåííîå âûøå,âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäïîëàãàåò óòîí÷¼ííîå èñïîëüçîâàíèå ìàòðè÷íîé òåõíèêè.Ñëåäóåò óïîìÿíóòü è ¾÷èñòî ìàòðè÷íóþ¿ ðàáîòó Â.Â. Ìîðîçîâà [87℄. Èññëåäîâà-íèÿ ïî òåîðèè ìàòðèö íà êà�åäðå ïðîâîäèëèñü Þ.À. Àëüïèíûì è Ñ.Í. Èëüèíûìâ íà÷àëå åãî äåÿòåëüíîñòè.Ëîêàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � òðàäèöèîííàÿ òåìà ëèíåéíîé àëãåáðû,ïî êîòîðîé, îäíàêî, ïîñòîÿííî ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ðåçóëüòàòû. Â [88�91℄ íàéäåíûíîâûå îáëàñòè ëîêàëèçàöèè äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö è êîðíåé ïîëèíîìîâ.Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé ïðèâëåêëî ïîíÿòèåñîâìåñòíîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ñèñòåìû ìàòðèö. Ýòî ñâÿçàíî ñ åãî ïðèìåíåíè-åì â òåîðèè âåéâëåòîâ, �óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Íà ýòóòåìó íàïèñàíû ðàáîòû [92, 93℄.Â âîïðîñå î íîðìàëüíîé �îðìå åäèíñòâåííîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû äîñòèãíóòàïîëíàÿ ÿñíîñòü, îäíàêî çàäà÷à î íîðìàëüíîé �îðìå ñèñòåìû ìàòðèö äîïóñêàåòðàçëè÷íûå �îðìóëèðîâêè è ïîäõîäû. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ[94�97℄. Îáùåé îñîáåííîñòüþ ýòèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñ ê ðàöèîíàëüíûì(èñïîëüçóþùèì êîíå÷íîå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé) ïðîöåäóðàì ïîñòðîå-íèÿ �îðì èëè ðàöèîíàëüíûì êðèòåðèÿì ïðîâåðêè èõ ñóùåñòâîâàíèÿ.Â ðàáîòå [98℄ èçâåñòíûé êðèòåðèé Øïåõòà �Ïèðñè óíèòàðíîãî ïîäîáèÿ äâóõêîìïëåêñíûõ ìàòðèö ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ìàòðè÷íûõ ñåìåéñòâ. Â [99℄ ïðåäëîæåíêðèòåðèé óíèòàðíîé êîíãðóýíòíîñòè äâóõ ìàòðèö. Ñóùåñòâåííî, ÷òî îáà êðèòåðèÿäîïóñêàþò êîíå÷íóþ ïðîöåäóðó ïðîâåðêè.4. Îïåðàäû è ñìåæíûå âîïðîñûÒåîðèÿ îïåðàä � ýòî ñðàâíèòåëüíî íîâûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè (íå òîëüêî àë-ãåáðû, íî è òîïîëîãèè), ïîÿâèâøèéñÿ â êîíöå 60-õ � íà÷àëå 70-õ ãîäîâ. Ñ ñîâðå-ìåííûì ñîñòîÿíèåì ýòîé òåîðèè ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî ìîíîãðà�èÿì [100�103℄.



52 À.Í. ÀÁÛÇÎÂ È Ä�.Îïåðàäû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ìíîãîìåðíûå (è äàæå ñ÷åòíîìåðíûå) îáîá-ùåíèÿ ïîëóãðóïï ñ åäèíèöåé èëè àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé.�àçðàáîòêîé òåîðèè îïåðàä íà êà�åäðå çàíèìàåòñÿ Ñ.Í. Òðîíèí ñî ñâîèìè ó÷å-íèêàìè.Â êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ Ñ.Í. Òðîíèíà [104℄, ðóêîâîäèòåëåì êîòîðîé áûëÈ.È. Ñàõàåâ, áûëà âêëþ÷åíà ãëàâà, îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì êîòîðîé áûëî óòâåðæäå-íèå î òîì, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ ëèíåéíûõ ìóëüòèîïåðàòîðíûõ àëãåáð, îïðåäåëÿåìûåïîëèëèíåéíûìè òîæäåñòâàìè, (è òîëüêî îíè) ðàöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíû ìíîãîîá-ðàçèÿì ëèíåéíûõ àëãåáð íàä ëèíåéíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè îïåðàäàìè. Âïðî÷åì,îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèè áûëî ðåøåíèå âîïðîñà î ñâîáîäíîñòè ðåòðàêòîâ ñâî-áîäíûõ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àëãåáð â íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ëèíåéíûõ àë-ãåáð. Îäíèì èç ñóùåñòâåííûõ ïðîäâèæåíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëî äîêàçà-òåëüñòâî òîãî, ÷òî ëþáîé ðåòðàêò êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä ñîâåðøåííûì ïîëåì,èìåþùèé ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ, ðàâíóþ äâóì, èçîìîð�åí êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ îòäâóõ ïåðåìåííûõ [105℄. Ýòîò ðåçóëüòàò äî ñèõ ïîð íå óëó÷øåí. Êðîìå òîãî, áûëîóñòàíîâëåíî â ñàìîì îáùåì âèäå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðåòðàêöèÿìè ñâîáîäíûõ àë-ãåáð è âñåìè òåìè ãîìîìîð�èçìàìè, ñðåäè êîòîðûõ òîëüêî è ìîæíî èñêàòü èçî-ìîð�èçìû ìåæäó äàííûì ðåòðàêòîì è êàêîé-òî ñâîáîäíîé (èëè ïîõîæåé íà íåå)àëãåáðîé [106℄.Â êîíöå 90-õ ãîäîâ Ñ.Í. Òðîíèíûì áûëî ïîñòðîåíî êàòåãîðíîå îáîáùåíèåèçâåñòíîé â òåîðèè àññîöèàòèâíûõ êîëåö êîíñòðóêöèè ìàòðè÷íîé ëîêàëèçàöèè(Ï. Êîí, Äæ. Áåðãìàí, Â.Í. �åðàñèìîâ, Ï. Ìàëêîëìñîí) [107℄. �åçóëüòàò ýòîé ðà-áîòû ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïî àíàëîãèè ñ êîëüöàìè ÷àñòíûõ àëãåáðàè÷åñêèå òåîðèè÷àñòíûõ ïóòåì îáðàùåíèÿ íåêîòîðûõ ñåìåéñòâ ãîìîìîð�èçìîâ ìåæäó ñâîáîäíûìèêîíå÷íî ïîðîæäåííûìè àëãåáðàìè. Óñëîâèå íà ñåìåéñòâà îáðàùàåìûõ ìîð�èçìîâ,íàéäåííîå â [107℄, íàðÿäó ñ óñëîâèåì íàëè÷èÿ èñ÷èñëåíèÿ ëåâûõ èëè ïðàâûõ ÷àñò-íûõ, ïðàêòè÷åñêè èñ÷åðïûâàåò ñïèñîê èçâåñòíûõ ¾õîðîøèõ¿ è äîñòàòî÷íî îáùèõñëó÷àåâ, êîãäà ñòðóêòóðà èñõîäíîé êàòåãîðèè ïåðåíîñèòñÿ íà êàòåãîðèþ ÷àñòíûõ.Â ðàáîòå [108℄ Ñ.Í. Òðîíèí âìåñòå ñî ñâîèì àñïèðàíòîì Î.À. Êîïïîì íà÷àëïîñòðîåíèå òåîðèè ýêâèâàëåíòíîñòè Ìîðèòû äëÿ ìíîãîîáðàçèé àëãåáð íàä ëèíåé-íûìè ñèììåòðè÷åñêèìè îïåðàäàìè. Ïîçäíåå ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû áûëïîëó÷åí äðóãèì ñïîñîáîì Þ.È. Ìàíèíûì è Ì.Ì. Êàïðàíîâûì [109℄.Â ðàáîòå [110℄ Ñ.Í. Òðîíèí ââåë ïîíÿòèÿ âåðáàëüíîé êàòåãîðèè è îïåðàäû íàäâåðáàëüíîé êàòåãîðèåé. Îïåðàäû íàä âåðáàëüíûìè êàòåãîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ øèðî-êèìè îáîáùåíèÿìè èçó÷àâøèõñÿ ðàíåå îïåðàä (ñèììåòðè÷åñêèõ è íåñèììåòðè÷å-ñêèõ). Îñíîâíîé âûâîä, êîòîðûé ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ äîêòîðñêîé äèññåðòàöèèÑ.Í. Òðîíèíà [111℄, ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñþ òðàäèöèîííóþ òåîðèþ ìíîãîîáðàçèéóíèâåðñàëüíûõ àëãåáð ìîæíî ñ÷èòàòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ðàöèîíàëüíîé ýêâèâàëåíò-íîñòè) òåîðèåé ìíîãîîáðàçèé àëãåáð íàä îáîáùåííûìè îïåðàäàìè � îïåðàäàìèíàä òåìè èëè èíûìè âåðáàëüíûìè êàòåãîðèÿìè. Áîëåå äåòàëüíî èçó÷àëèñü ñëó÷àéìàêñèìàëüíîé âåðáàëüíîé êàòåãîðèè [110, 112℄ è ñëó÷àé âåðáàëüíîé êàòåãîðèè Σ ,îïåðàäû íàä êîòîðîé � ýòî îáû÷íûå ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàäû [113℄.Â ðàáîòàõ [114, 115℄ Ñ.Í. Òðîíèíûì áûëà ïîñòðîåíà îáùàÿ òåîðèÿ âñåõ âîçìîæ-íûõ ñóïåðàëãåáð (ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû) è èõ ïðåäñòàâëåíèé. Ñàìûì ïîäõîäÿ-ùèì ñðåäñòâîì äëÿ ýòîãî ïîñòðîåíèÿ îêàçàëñÿ ÿçûê òåîðèè îïåðàä.Ìíîãîñîðòíûå àíàëîãè îïåðàä � ìóëüòèêàòåãîðèè � ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìèîáîáùåíèÿìè îáû÷íûõ êàòåãîðèé. Ìóëüòèêàòåãîðèè íàä âåðáàëüíûìè êàòåãîðè-ÿìè áûëè ââåäåíû Ñ.Í. Òðîíèûì â ðàáîòå [112℄. Â ðàáîòå [116℄ áûëî ïðåäëî-æåíî ïîíÿòèå åñòåñòâåííîãî ìóëüòèïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó ìóëüòè�óíêòîðàìè,ÿâëÿþùååñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì åñòåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó�óíêòîðàìè, êîòîðîå Ñ. Ìàêëåéí è Ñ. Ýéëåíáåðã ñ÷èòàëè öåíòðàëüíûì ïîíÿ-òèåì âñåé òåîðèè êàòåãîðèé. Â [116℄ áûëî ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ââåäåííûå â [113℄



ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Â ÊÀÇÀÍÑÊÎÌ ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÅ 53êîììóòàòèâíûå îïåðàäû ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè öåíòðàìè ìóëüòèêàòåãîðèé (â òîìæå ñìûñëå, â êîòîðîì àññîöèàòèâíûå êîììóòàòèâíûå êîëüöà ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìèàääèòèâíûõ êàòåãîðèé).Ìîæíî åùå îòìåòèòü, ÷òî îïåðàäû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â òàêèõîáëàñòÿõ, êàê òåîðèè ãðà�îâ, ãèïåðãðà�îâ, ñõåì îòíîøåíèé, àëãåáð èíöèäåíòíîñòèè ò. ï.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà äëÿ âåäóùèõ íàó÷íûõøêîë ÍØ-5383.2012.1. SummaryA.N. Abyzov, Yu.A. Alpin, N.A. Koreshkov, M.F. Nasrutdinov, S.N. Tronin. Algebrai
Studies at Kazan University from V.V. Morozov to Our Days.This arti
le reviews the resear
hes on algebra at Kazan University in the period from 1947,when V.V. Morozov be
ame the head of the Department of Algebra, up to the present.Key words: Lie algebras and groups, theory of rings and modules, operads, semimodules,theory of matri
es, Hopf algebras. Ëèòåðàòóðà1. Ìîðîçîâ Â.Â. Àëãåáðà // Óñï. ìàòåì. íàóê. � 1947. � Ò. 2, � 6. � Ñ. 3�8.2. Àðñëàíîâ Ì.Ì. Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ ñòåïåíåé íåðàçðåøèìîñòè // ÍÈÈÌÌèì. Í.�. ×åáîòàðåâà Ê�Ó 2003�2007: Ñá. ñò. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 2008. �Ñ. 54�68.3. Àðñëàíîâ Ì.Ì., Êàëèìóëëèí È.Ø. Èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè âû÷èñëèìîñòè // Íà ðó-áåæå âåêîâ. ÍÈÈÌÌ èì. Í.�. ×åáîòàðåâà 1998�2002: Ñá. ñò. � Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàí.ìàòåì. î-âà, 2003. � Ñ. 50�67.4. Àäî È.Ä. Ïðåäñòàâëåíèå àëãåáð Ëè ìàòðèöàìè // Óñï. ìàòåì. íàóê. � 1947. � Ò. 22,� 6. � Ñ. 159�173.5. Ìîðîçîâ Â.Â. Î ïðèìèòèâíûõ ãðóïïàõ // Ìàòåì. ñá. � 1939. � Ò. 5, � 2. � Ñ. 355�390.6. Ìîðîçîâ Â.Â. Î íèëüïîòåíòíîì ýëåìåíòå â ïîëóïðîñòîé àëãåáðå Ëè // Äîêë. ÀÍÑÑÑ�. � 1942. � Ò. 36, � 3. � Ñ. 91�94.7. Ìîðîçîâ Â.Â. Î öåíòðàëèçàòîðå ïîëóïðîñòîé ïîäàëãåáðû â ïîëóïðîñòîé àëãåáðåËè // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. � 1942. � Ò. 36, � 9. � Ñ. 275�277.8. Äûíêèí Å.Á. Êëàññè�èêàöèÿ ïðîñòûõ ãðóïï Ëè // Ìàòåì. ñá. � 1946. � Ò. 18, � 3. �Ñ. 347�352.9. Äûíêèí Å.Á. �åãóëÿðíûå ïîëóïðîñòûå ïîäàëãåáðû ïîëóïðîñòûõ àëãåáð Ëè // Äîêë.ÑÑÑ�. � 1950. � Ò. 73, � 5. � Ñ. 877�880.10. Äûíêèí Å.Á. Ìàêñèìàëüíûå ïîäãðóïïû ïîëóïðîñòûõ ãðóïï Ëè è êëàññè�èêà-öèÿ ïðèìèòèâíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. � 1950. � Ò. 75, � 3. �Ñ. 33�336.11. Êàðïåëåâè÷ Ô.È. Î íåïîëóïðîñòûõ ìàêñèìàëüíûõ ïîäàëãåáðàõ ïîëóïðîñòûõ àëãåáðËè // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. � 1951. � Ò. 76, � 6. � Ñ. 755�778.12. Ìîðîçîâ Â.Â. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ðåãóëÿðíîñòè // Óñï. ìàòåì. íàóê. � 1956. �Ò. 11, � 5. � Ñ. 191�194.13. Çàáîòèí ß.È. Ïîëóïðîñòûå òðàçèòèâíûå èìïðèìèòèâíûå ãðóïïû ÷åòûðåõìåðíîãîïðîñòðàíñòâà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 1958. � � 4. � Ñ. 67�79.
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