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Аннотация
Рассмотрены линейные уравнения для функций, аналитических в плоскости с разреза-

ми по «половине» границы квадрата. Предложен метод их равносильной регуляризации.
Решение ищется в виде интеграла типа Коши с неизвестной плотностью, причем суще-
ственно используется теория краевой задачи Карлемана и метод локально-конформного
склеивания. Применением метода сжимающих отображений в банаховом пространстве
установлена безусловная разрешимость полученных интегральных уравнений Фредголь-
ма второго рода Указаны приложения к проблеме моментов для целых функций экспо-
ненциального типа. Эти задачи являются обобщением классической степенной проблемы
моментов Стильтьеса на случай нескольких лучей с кусочно-экспоненциальным весом.
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Введение

Пусть D – квадрат с вершинами tj = ij+1, j = 1, 2, 3, 4 и сторонами `j , пере-
численными в порядке обхода положительно ориентированной границы ∂D (`1 –
отрезок с концами −1 , −i). Если добавить к D «половину» границы, то полу-
чим фундаментальное множество двоякопериодической группы с порождающими
преобразованиями σ1(z) = z − 1 + i и σ2(z) = z + 1 + i . Они индуцируют инволю-
тивный сдвиг Карлемана, разрывный в вершинах. Некоторые приложения ядра,
введенного Т. Карлеманом в [1], к проблеме моментов для целых функций экспо-
ненциального типа (ц.ф.э.т.), были рассмотрены в работе [2]. Введем гомеоморфизм
α(t) : ∂D → ∂D , где α(t) = t ⇔ α(t) = {σj(t), t ∈ `j} , α [α(t)] = t , изменяющий
ориентацию контура и производная которого разрывна в вершинах. Здесь σ1(t) =
= i(t + 1) − 1 , σ4 = σ−1

1 , σ2(t) = −i(t − 1) + 1 , σ3 = σ−1
2 . Преобразования σ1 и

σ2 порождают группы вращений относительно точек −1 и 1 соответственно. Это
неподвижные точки сдвига.

Цель настоящей работы – исследовать некоторые интерполяционные задачи
для ц.ф.э.т., порождаемые гомеоморфизмом α(t) . Для этого введем, следуя [2],
множество Γ ⊂ ∂D , удовлетворяющее двум условиям:

1) Γ – кусочно-гладкая кривая (или конечная совокупность таких кривых Γj ,
причем Γk

⋂
Γm = ∅ при k 6= m), причем t ∈ Γ ⇔ α(t) /∈ Γ .

2) Γ
⋃

α(Γ) = ∂D (с точностью до узлов Γ).
Рассмотрим девятиэлементное функциональное уравнение

(V f) (z) ≡ f(z) +
∑

σ∈S

f [σ(z)] = g(z), z ∈ D, (1)
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где S – множество преобразований, образованных суперпозициями σ1 и σ2 , а так-
же обратных к ним, при этом σ(D)

⋂
D 6= ∅ , при следующих предположениях.

1. Решение f(z) ищется в классе функций, голоморфных вне Γ и исчезающих
на бесконечности. Граничные значения f±(t) удовлетворяют условию Гельдера на
любом компакте d ⊂ Γ , не содержащем узлов, а в узлах возможны лишь лога-
рифмические особенности. Такой класс решений обозначим через B . По поводу
определения класса B более подробно см. введение в [3] или [4, с. 551].

2. Свободный член g(z) голоморфен в D и его граничное значение g+(t) ∈
∈ H(∂D) . За счет того, что в выборе Γ имеется значительный произвол, возникают
различные интерполяционные задачи, классические и неклассические.

Множество Γ назовем особым множеством.
Заметим, что интерполяционные задачи для ц.ф.э.т., порожденные правиль-

ным шестиугольником, были рассмотрены ранее в работе [5]. Но это были задачи,
порожденные разрывным сдвигом, индуцированным порождающими преобразова-
ниями соответствующей двояко-периодической группой.

1. Особое множество содержит смежные стороны

Пусть Γ = `1
⋃

`2 . Будем искать решение задачи (1) в виде интеграла типа
Коши

f(z) =
1

2πi

∫

Γ

(τ − z)−1
ϕ(τ) dτ (2)

с неизвестной плотностью ϕ(τ) ∈ H(Γ) . Тогда задача (1) запишется в виде

(Eϕ) (z) ≡ 1
2πi

∫

Γ

A(z, τ)ϕ(τ) dτ = g(z), z ∈ D, (3)

где
A(z, τ) = (τ − z)−1 +

∑

σ∈S

(τ − σ(z))−1 (4)

есть аналог ядра Карлемана [1]. Если z → t ∈ Γ в соотношении (3), то
(
E+ϕ

)
(t) = 2−1ϕ(t) + (Eϕ) (t) = g+(t), (5)

где особый интеграл (Eϕ) (t) понимается в смысле главного значения по Коши
и получен формальной заменой z ∈ D на t ∈ Γ . Переходя в соотношении (3)
к пределу по z → α(t) , получим

(
E+ϕ

)
(α(t)) = −2−1ϕ(t) +

(
E+ϕ

)
(α(t)) = g+ [α(t)] , (6)

Вычитая из равенства (5) равенство (6), имеем

(Tϕ) (z) ≡ ϕ(t) +
1

2πi

∫

Γ

K(t, τ)ϕ(τ)dτ = g+(t)− g+ [α(t)] . (7)

Ядро интегрального уравнение (7) имеет вид

K(t, τ) = A(t, τ)−A [α(t), τ ] . (8)

Лемма 1. Ядро (8) ограничено на Γ .
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Доказательство. Оно сводится к непосредственному перебору всех возмож-
ных вариантов взаимного расположения точек τ и t на звеньях ломаной Γ (см.
ниже оценки, приведенные при доказательстве теоремы 1). Более того, любая част-
ная производная ядра в точках, отличных от узлов, ограничена на Γ , а вершина
t2 для них может быть только точкой разрыва первого рода. Таким образом, осу-
ществлена регуляризация полиэлементного уравнения (1).

Лемма 2. Однородное уравнение Фредгольма

Tϕ = 0 (9)

имеет лишь тривиальное решение.

Доказательство. Рассмотрим банахово пространство C
(
Γ
)
с нормой

M = max
t∈Γ

|ϕ(t)| . (10)

Оценим модуль интегрального слагаемого в (9). В силу симметрии без ограничения
общности считаем, что равенство (10) достигается при t ∈ `1 , то есть

|K(t, τ)| =
∣∣∣(τ + t− 2)−1 + (τ + t− 2i)−1 + (τ − it + i− 1)−1−

− (τ + it + 3i− 1)−1 − (τ + it + i− 3)−1 − (τ − t− 2− 2i)−1
∣∣∣ < 0.75, τ ∈ Γ. (11)

Поскольку длина ломаной равна 2
√

2 и 1.5
√

2 < 2π , то ϕ ≡ 0 .

Следствие 1. Уравнение Фредгольма (7) безусловно разрешимо и имеет един-
ственное решение.

Осуществим теперь обратный переход от уравнения (7) к задаче (1). Из (5)–(7)
получим (Eϕ) = g(z) + C , z ∈ D , поскольку задача Карлемана a+(t) = a+ [α(t)] ,
t ∈ Γ , в силу принципа локально-конформного склеивания [6] имеет решением
лишь постоянную.

Теорема 1. Задача (1) при g(z) 6≡ const разрешима тогда и только тогда,
когда (Eϕ) (0) = g(0). Здесь ϕ(t) = T−1 [g+(t)− g+[α(t)]] . Неоднородное функцио-
нальное уравнение (V f) (z) = C 6= 0 , z ∈ D , неразрешимо. Однородное функцио-
нальное уравнение (V f) (z) = 0 , z ∈ D имеет лишь тривиальное решение.

Замечание 1. Если g(z) 6≡ const , то можно подобрать такую постоянную Cg ,
что уравнение (V f) (z) = g(z) + Cg , z ∈ D , разрешимо.

Замечание 2. Сопряженной индикаторной диаграммой верхней функции
F (z) , ассоциированной по Борелю с нижней функцией f(z) ∈ B [7, § 1.1] явля-
ется, вообще говоря, треугольник ∆ с вершинами −1, −i, 1 (выпуклая оболочка
множества Γ). Случай, когда сопряженной индикаторной диаграммой является
«меньшее» выпуклое множество ∆1 ⊂ ∆ , возможен, но малоинтересен, поскольку
тогда задача переопределена. Соотношение (1) выполняется не только при z ∈ D ,
но и в окрестности бесконечно удаленной точки. Необходимым (но не достаточ-
ным!) условием этого является то, что свободный член аналитически продолжим
из D в окрестность бесконечно удаленной точки, причем g(∞) = 0 . Далее считаем,
что оно не выполняется.
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С учетом замечания 2 множество ∆2 = D \∆ – это треугольник с вершинами
−1, 1, i . Пусть z ∈ ∆2 . Перепишем соотношение (1) в терминах ц.ф.э.т., используя
свойства преобразования Бореля. Возьмем ряд

g(z) = c0 +
∞∑

k=1

ck (z − z0)
k

k!
, z0 ∈ ∆2. (12)

Постоянную c0 подберем так, чтобы задача (1) была разрешима. Предполагаем,
что у ряда (12) радиус сходимости R > max (|z − z0|, |z0 − 1|, |z0 + i|) . Тогда при
z0 ∈ ∆2 задача (1) запишется в виде

3∑

k=1

∫

θk

F (τ)Hk(z, τ) dτ = g(z), z ∈ D. (13)

Здесь θ1, θ2, θ3 – лучи arg τ = 3π/2 , arg τ = π/4 , arg τ = 3π/4 соответственно и

H1(z, τ) =
2∑

j=0

exp[−σj(z)τ ] + exp[(z − 2i)τ ], σ0(z) = z,

H2(z, τ) =
3∑

j=1

exp[−σ2j+1(z)τ ], σ5(z) = 2− z, σ7(z) = −2i− z,

H3(z, τ) =
3∑

j=2

exp[−σ2j(z)τ ], σ6(z) = −2− z.

Приравнивая коэффициенты Тейлора в точке z0 ∈ ∆2 левой и правой частей (13),
получаем обобщение степенной проблемы моментов Стильтьеса на случай трех
лучей

3∑

j=1

∫

θj

F (τ)
∂kHj(z, τ)

∂zk

∣∣∣∣
z=z0

dτ = ck, k = 1, 2, . . . ,∞ (14)

с кусочно-экспоненциальным весом. Итак, справедлива

Теорема 2. Проблема моментов (14) в классе ц.ф.э.т., ассоциированных по
Борелю с нижней функцией f(z) ∈ B , безусловно разрешима и имеет единствен-
ное решение.

2. Особое множество содержит противоположные стороны

Пусть теперь Γ = `1
⋃

`3 , то есть Γ симметрично относительно начала коорди-
нат и свободный член есть

g(z) =
∞∑

k=0

ckz2k+1

(2k + 1)!
,

причем радиус сходимости этого ряда R > 1 . Легко проверить, что выполняется
оценка (11), то есть справедлива лемма 2. Но теперь плотность ϕ(t) и решение f(z)
также нечетны. Действительно, достаточно заменить в (7) переменные τ и t на
−τ и −t соответственно и воспользоваться очевидным равенством α(−t) = −α(t) .
Тогда функция −ϕ(−t) также удовлетворяет (7) и остается воспользоваться лем-
мой 2. Другими словами, задача (1) при сделанных предположениях безусловно
разрешима. Сопряженной индикаторной диаграммой ц.ф.э.т. F (z) является сам
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квадрат D , поэтому придем к неклассической интерполяционной задаче, связыва-
ющей коэффициенты Маклорена нижней функции и моменты Стильтьеса четной
верхней функции F (z) с кусочно-экспоненциальным весом на двух лучах. Тогда
задача (1) запишется в виде

f(z) +
2∑

j=1

∫

θj

F (τ)Hj(z, τ) dτ = g(z),

где θ1 и θ2 – лучи arg τ = 7π/4 и arg τ = 5π/4 соответственно. Здесь H1(z, τ) =
= 2 [exp(−2τ) + exp(−2iτ)] sh(τz)+2i exp[−(1+i)τ ] ·sin(τz) и H2(z, τ) = −2i exp(1−
− i)τ sin(τz) , то eсть

f (2k+1)(0)+2
∫

θ1

F (τ)
[
exp(−2τ) + exp(−2iτ) + (−1)ki exp(−(1 + i)τ)

]
τ2k+1 dτ +

+2i(−1)k+1

∫

θ2

F (τ) exp[(1− i)τ ]τ2k+1 dτ = ck. (15)

Теорема 3. Интерполяционная задача (15) безусловно разрешима и имеет
единственное решение.

По поводу похожей задачи, порожденной разрывным сдвигом Карлемана,
см. [8].

3. Особое множество содержит «половинки» сторон

До сих пор узлами Γ были только вершины квадрата. Но предложенный в [2]
метод регуляризации не требует такого ограничения. Пусть точки τj – середины

сторон `j . Положим Γ =
4⋃

j=1

`′j , где множества `′j – это отрезки (t1, τ1) , (τ2, t3) ,

(τ3, t4) (t4, τ4) соответственно. Оценим модуль ядра (8) сверху. Можно считать, не
ограничивая общности, что соотношение (10) достигается либо при t ∈ `′1 , либо
при t ∈ `′4 . Рассмотрим два случая.

1) t ∈ `′1 . Справедлива оценка (11), то есть и в этом случае из (9) следует, что
ϕ ≡ 0 .

2) t ∈ `′4 . Тогда вместо оценки (11) имеем

|K(t, τ)| =
∣∣∣(τ + t + 2i)−1 + (τ + t− 2)−1 + (τ + it− i− 1)−1−

− (τ − t− 3i− 1)−1 − (τ − it− i− 3)−1 − (τ − t + 2i− 2)−1
∣∣∣ < 1.

Отсюда также вытекает, что из (9) следует, что ϕ ≡ 0. Остается справедливой
теорема 1. Сопряженной индикаторной диаграммой K ц.ф.э.т. F (z) , ассоцииро-
ванной по Борелю с решением f(z) ∈ B , будет пятиугольник с вершинами t1, τ1,
τ2, t3, t4.

Замечание 3. При любом выборе Γ имеем {t1, t3} ⊂ Γ , поскольку t1, t3 – это
неподвижные точки сдвига.

Перепишем задачу (1) в терминах ц.ф.э.т., используя преобразование Бореля.
Множество D \ K есть треугольник ∆′ с вершинами τ1, t2, τ2 . Пусть z ∈ ∆′
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и g(z) – это ряд (12), причем z0 ∈ ∆′ и постоянная c0 подобрана так, что задача (1)
разрешима. Считаем, что радиус сходимости ряда R > |z0 − i|. Тогда задача (1)
запишется в виде

5∑

j=1

∫

θj

F (τ)Hj(z, τ) dτ = g(z), z ∈ D. (16)

Здесь θj – лучи arg τ = αj , где α1 = 3π/4 , α2 = π/2 , α3 = π/4 , α4 = 7π/4 ,
α5 = 5π/4 и

H1(z, τ) = exp [(z + 2)τ ] + exp [(iz + i + 1)τ ] ,

H2(z, τ) = exp(zτ) + exp [(z + 2i)τ ] ,

H3(z, τ) = exp [(z − 2)τ ] + exp [(i− 1− iz)τ ] ,

H4(z, τ) = exp [(z − 2i)τ ] + exp [(iz − i− 1)τ ] ,

H5(z, τ) = exp [(1− i− iz)τ ] .

Тогда условие (16) запишется в виде

5∑

j=1

∫

θj

F (τ)
∂kHj(z, τ)

∂zk

∣∣∣∣
z=z0

dτ = ck, k = 1, 2, . . . ,∞. (17)

Теорема 4. Интерполяционная задача (17) безусловно разрешима и имеет
единственное решение.

Замечание 4. Возможен еще случай, когда сопряженной индикаторной диа-
граммой ц.ф.э.т. F (z) является трапеция. Достаточно положить, например, Γ =
= `′1

⋃
`3

⋃
`′4 .

Замечание 5. Применение разрывного сдвига Карлемана, индуцированного
порождающими преобразованиями соответствующей двоякопериодической группы
и рассмотренного здесь гомеоморфизма, приводит, вообще говоря, к ц.ф.э.т. с раз-
личными индикаторами. Так как в первом случае конгруэнтными являются проти-
воположные стороны, а во втором – пары соседних сторон `1 и `4 , `2 и `3 . Только
что рассмотренный пятиугольник не мог возникнуть в первом случае, поскольку,
например, отрезки `′1 и `′3 тогда оказываются конгруэнтными.

Данный метод регуляризации без труда обобщается на случай произвольного
ромба с острым углом π/n , n > 2 .
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Abstract

Linear equations for functions that are analytic in the plane with cuts along the “half” of
the square boundary have been considered. A method for their equivalent regularization has
been proposed. The solution has been sought in the form of an integral of the Cauchy type
with unknown density; the theory of the Carleman boundary value problem and the method
of locally conformal pasting have been used. Applying the method of contracting mappings
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in a Banach space, the unconditional solvability of the obtained Fredholm integral equations of
the second kind has been established. Applications of the moment problem for entire functions
of the exponential type have been given. These problems are a generalization of the classical
power-law problem of Stieltjes moments to the case of several rays with piecewise exponential
weight.

Keywords: Carleman’s boundary value problem, regularization method, moments of en-
tire functions of exponential type
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