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Èññëåäîâàíèþ ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ ìåðîìîðôíûõ è ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
â åäèíè÷íîì êðóãå, ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ñòàòüè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [1] ðàññìàòðè-
âàëñÿ âîïðîñ îãðàíè÷åííîñòè ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ íîðìàëüíûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â
óãëàõ ñ âåðøèíîé â òî÷êå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ áîëåå øèðîêèõ
êëàññîâ Rθ íåïðåðûâíûõ è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàëñÿ àâòîðîì â ðàáîòàõ
[2] è [3]. Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíà òåîðåìà î ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè â ãèïåðöèê-
ëè÷åñêèõ îáëàñòÿõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êëàññîâ Rθ, êîòîðûå ñîäåðæàò íîðìàëüíûå
ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Êðîìå òîãî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà äîêàçû-
âàåòñÿ òåîðåìà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ óãëîâûõ ãðàíè÷íûõ
çíà÷åíèé ó ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êëàññîâ Rθ â òî÷êàõ ξ = eiθ è −ξ.
Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îáùåïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D è

Γ ñîîòâåòñòâåííî åäèíè÷íûé êðóã |z| < 1 è åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü |z| = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
L(ξ, ϕ) ãèïåðöèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êè ξ = eiθ, −ξ è îáðàçóþùèé óãîë ϕ ñ äèàìåòðîì
Λθ, êîòîðûé ñîåäèíÿåò òî÷êè ξ è −ξ. Ïóñòü H(ξ, ϕ1, ϕ2) � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äâóìÿ ãè-
ïåðöèêëàìè L(ξ, ϕ1) è L(ξ, ϕ2). Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(z) â D. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà S êðóãà D, äëÿ êîòîðîãî òî÷êà ξ ∈ Γ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé, îáîçíà÷èì ÷åðåç C(f, ξ, S) ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèè f(z) â òî÷êå ξ îòíîñè-

òåëüíî ìíîæåñòâà S, ò. å. C(f, ξ, S) = ∩f(S ∩ U(ξ)). Ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî âñåì îêðåñò-
íîñòÿì U(ξ) òî÷êè ξ, à ÷åðòà îçíà÷àåò çàìûêàíèå ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî äâóõòî÷å÷íîé
êîìïàêòèôèêàöèè R ìíîæåñòâà R = (−∞,+∞) â âèäå îòðåçêà ïîñðåäñòâîì äîáàâëåíèÿ ê
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Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ãîñóäàðñòâåííîãî êîìèòåòà ïî
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ðàçâèòèÿ Ðîññèéñêî-Àðìÿíñêîãî óíèâåðñèòåòà.
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òî÷êàì ìíîæåñòâà R ñèìâîëîâ −∞ è +∞. Òî÷êó ξ ∈ Γ îòíåñåì ê ìíîæåñòâó F (f), åñëè
C(f, ξ,∆(ξ)) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî çíà÷åíèÿ α. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(z)
èìååò â òî÷êå ξ ∈ Γ óãëîâîé ïðåäåë α. Ìíîæåñòâî F (f) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê Ôàòó
äëÿ ôóíêöèè f(z). Ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ôóíêöèè, ðàññìîòðåííîå äëÿ ìåðîìîðôíûõ ôóíê-
öèé è ñîñòîÿùåå â ñâîéñòâå ïîðîæäàòü íîðìàëüíîå ñåìåéñòâî íà ãðóïïå T âñåõ êîíôîðìíûõ
àâòîìîðôèçìîâ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, áûëî çàòåì ïåðåíåñåíî íà ãàðìîíè÷åñêèå è ñóáãàðìî-
íè÷åñêèå ôóíêöèè (íàïðèìåð, [4] èëè [5]). Â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî êðóãà D ãðóïïà T ñîñòîèò
èç ýëåìåíòîâ T = {S(z);S(z) = eiα(z + a) · (1 + az)−1, a � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà â D, α �
ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî}. Ïðèäåðæèâàÿñü îáîçíà÷åíèé èç ðàáîòû [6], ñêàæåì,
÷òî äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(z) ∈ R, åñëè íà ãðóïïå T âñåõ êîíôîðìíûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ åäèíè÷íîãî êðóãà D ïîðîæäàåìîå åþ ñåìåéñòâî ôóíêöèé Φ : {f(S(z));S(z) ∈ T}
íîðìàëüíî â D â ñìûñëå Ìîíòåëÿ, ò. å. èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(Sn(z))} ñåìåéñòâà
Φ, ãäå Sn(z) ∈ T, ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(Snk(z))}, ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-
ùóþñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå K â D èëè ðàâíîìåðíî ðàñõîäÿùóþñÿ ê −∞ èëè ê +∞ íà
K. Â ñòàòüå [6] Â.È. Ãàâðèëîâûì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà îáùàÿ çàäà÷à îá èçó÷åíèè ãðàíè÷-
íûõ ñâîéñòâ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, ïîðîæäàþùèõ íîðìàëüíûå ñåìåéñòâà íà ïîäãðóïïàõ
ãðóïïû T . Áûëà ðàññìîòðåíà ïîäãðóïïà T θ = {Sθa(z);Sθa(z) = (z + aeiθ) · (1 + aze−iθ)−1,
ãäå a ∈ (−1, 1) è θ, 0 6 θ < π, ôèêñèðîâàíî}. Äåéñòâèòåëüíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ f(z) îò-
íåñåì ê êëàññó Rθ, ãäå 0 6 θ < π ôèêñèðîâàíî, åñëè ïîðîæäàåìîå åþ ñåìåéñòâî ôóíêöèé
Φθ = {f(Sθa(z));Sθa ∈ T θ)} íîðìàëüíî â D â ñìûñëå Ìîíòåëÿ.
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ. Â êëàññå Rθ θ âñåãäà ôèêñèðîâàíî, 0 ≤ θ < π.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f(z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà Rθ è ïðåäåëüíûå ìíî-

æåñòâà C(f, ζ, L(ζ, ϕ1)) è C(f, ζ, L(ζ, ϕ2)), ãäå ξ = eiθ (èëè ζ = −eiθ), îãðàíè÷åíû ñâåðõó

÷èñëîì α. Òîãäà ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî C(f, ζ,H(ζ, ϕ1, ϕ2)) òàêæå îãðàíè÷åíî ñâåðõó ÷èñ-

ëîì α.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà Rθ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíê-

öèÿ f(z) èìåëà â òî÷êå ξ = eiθ (èëè ζ = −eiθ) óãëîâîé ïðåäåë α, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî

ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε òàêèõ óãëîâ ϕ1
ε, ϕ

2
ε,

÷òî

1) π/2 < ϕ1
ε < −π/2 + ε, π/2− ε < ϕ2

ε < π/2;
2) ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà C(f, ζ, L(ζ, ϕ1

ε)), C(f, ζ, L(ζ, ϕ2
ε)) îãðàíè÷åíû ñâåðõó ÷èñëîì

α;
3) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êðèâàÿ Lξ ñ êîíöîì â òî÷êå ξ, öåëèêîì ëåæàùàÿ â íåêîòîðîé

ãèïåðöèêëè÷åñêîé îáëàñòè H(ξ, ϕ1, ϕ2), ÷òî lim
z→ξ,
z∈Lξ

f(z) = α.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óòâåðæäåíèé ïðèâåäåííûõ òåîðåì ðàññìîòðåíû ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü f(z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà Rθ è ξ = eiθ (èëè ζ =
−eiθ). Åñëè ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà C(f, ζ, L(ζ, ϕ1) è C(f, ζ, L(ζ, ϕ2)) îãðàíè÷åíû ñâåðõó

çíà÷åíèåì α ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ϕ1, ϕ2 ∈ (π/2, π/2), òî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî

C(f, ξ,H(ξ, ϕ1, ϕ2)) òàêæå îãðàíè÷åíî ñâåðõó çíà÷åíèåì α.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî è ïðè
ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè åäèíè÷íîãî êðóãà îá èí-
âàðèàíòíîñòè ãèïåðöèêëîâ L(ξ, ϕ) ïðè îòîáðàæåíèÿõ ïîäãðóïïû T θ = {Sθa(z);Sθa(z) = (z +
aeiθ) · (1 + aze−iθ)−1, ãäå a ∈ (−1, 1) è θ, 0 6 θ < π, ôèêñèðîâàíî}. Êðîìå òîãî, ïðèäåðæè-
âàåìñÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòà K, âïåðâûå ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [7].
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Çàìå÷àíèå 1. Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1, âèäèì, ÷òî óòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèè êëàññà Rθ â ñëó÷àå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè
ñíèçó.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ãàðìîíè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ f(z) èç êëàññà Rθ è äëÿ ξ = eiθ (èëè
ζ = −eiθ) ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà C(f, ζ, L(ζ, ϕ1)) è C(f, ζ, L(ζ, ϕ2)) îãðàíè÷åíû ñâåðõó (èëè
ñíèçó) çíà÷åíèåì α ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ϕ1, ϕ2 ∈ (π/2, π/2), òî ïðåäåëüíîå ìíî-

æåñòâî C(f, ζ,H(ζ, ϕ1, ϕ2)) òàêæå îãðàíè÷åíî ñâåðõó(èëè ñíèçó) çíà÷åíèåì α.

Ëåììà 2. Ïóñòü f(z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êëàññà Rθ è äëÿ ξ = eiθ (èëè ζ = −eiθ)
ñóùåñòâóþò òàêèå ãèïåðöèêëû L(ξ, ϕ1) è L(ξ, ϕ2), ÷òî ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà C(f, ζ,
L(ζ, ϕ1)) è C(f, ζ, L(ζ, ϕ2)) îãðàíè÷åíû ñâåðõó çíà÷åíèåì α. Åñëè ñóùåñòâóåò êðèâàÿ Lξ,
öåëèêîì ëåæàùàÿ â íåêîòîðîé ãèïåðöèêëè÷åñêîé îáëàñòè H(ζ, ϕ′1, ϕ

′
2) ⊂ H(ζ, ϕ1, ϕ2) ñ

êîíöîì â òî÷êå ξ òàêàÿ, ÷òî

lim
z→ξ
z∈Lξ

f(z) = α, òî lim
z→ξ

z∈H(ξ,ϕ′
1,ϕ

′
2)

f(z) = α.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Èç óñëîâèé ëåììû 2 è óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëü-
íîå ìíîæåñòâî C(f, ξ,H(ξ, ϕ1, ϕ2)) îãðàíè÷åíî ñâåðõó ÷èñëîì α. Ïðèäåðæèâàÿñü òîãî æå
ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòà K, ÷òî è â ëåììå 1, è âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà äëÿ
ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû 2.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 1.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé â òåîðåìå 2 î÷åâèäíà. Ïåðåéäåì
ê äîêàçàòåëüñòâó äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèé. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} →
ξ âûáåðåì òàêóþ ãèïåðöèêëè÷åñêóþ îáëàñòü H(ξ, ϕ1, ϕ2), ÷òîáû zn ∈ H(ξ, ϕ1, ϕ2) è ýòà
îáëàñòü ñîäåðæàëà òàêæå êðèâóþ Lξ, äëÿ êîòîðîé lim

z→ξ
z∈Lξ

f(z) = α.

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 2 ìîæíî âûáðàòü òàêèå óãëû ϕ1
ε, ϕ

2
ε, ÷òî ïðåäåëüíûå ìíîæå-

ñòâà C(f, ζ, L(ζ, ϕ1
ε)), C(f, ζ, L(ζ, ϕ2

ε)) îãðàíè÷åíû ñâåðõó ÷èñëîì α è ãèïåðöèêëè÷åñêàÿ îá-
ëàñòü H(ζ, ϕ1

ε, ϕ
2
ε) ñîäåðæèò ãèïåðöèêëè÷åñêóþ îáëàñòü H(ξ, ϕ1, ϕ2). Òåì ñàìûì âûïîëíåíû

óñëîâèÿ ëåììû 2 è ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ýòîé ëåììû lim
z→ξ

z∈H(ξ,ϕ1,ϕ2)

f(z) = α. Â ÷àñòíîñòè,

lim
n→∞

f(zn) = α. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âçÿòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} îòñþäà ñëåäóåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ó ôóíêöèè f(z) óãëîâîãî ïðåäåëà, ðàâíîãî α â òî÷êå ζ. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2
äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f(z) � ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èç êëàññà Rθ. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ôóíêöèÿ f(z) èìåëà â òî÷êå ξ = eiθ óãëîâîé ïðåäåë α, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε òàêèõ óãëîâ ϕ1

ε, ϕ
2
ε, ÷òî

π/2 < ϕ1
ε < π/2 + ε, π2 − ε < ϕ2

ε < π/2 è lim
z∈L(ξ,ϕ1

ε)
z→ξ

f(z) = lim
z∈L(ξ,ϕ2

ε)
z→ξ

f(z) = α.

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ 2 äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé êëàññà R â ñëó-
÷àå, êîãäà âìåñòî ãèïåðöèêëîâ ðàññìàòðèâàëèñü õîðäû, èçâåñòíû [8], îäíàêî äëÿ ïîëó÷åíèÿ
àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ Rθ ïðèøëîñü âèäîèçìåíèòü ìåòîäû
äîêàçàòåëüñòâ.

Çàìå÷àíèå 2. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óãëîâ ϕε1, ϕ
ε
2 ïðè ëþáîì ε > 0, äëÿ êîòîðûõ

lim
z∈L(ξ,ϕε1)
z→ξ

f(z) = lim
z∈L(ξ,ϕε2)
z→ξ

f(z) = α, ñóùåñòâåííî, òàê êàê Äæ.Ìèêîì [7] ïðèâåäåí ïðèìåð
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ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè êëàññà R, äëÿ êîòîðîãî lim
z∈H(ξ,ϕ1,ϕ2)

z→ξ

f(z) = α, â ëþáîé ôèêñèðî-

âàííîé ãèïåðöèêëè÷åñêîé îáëàñòè H(ξ, ϕ1, ϕ2), îäíàêî äàæå â ýòîì ñëó÷àå â òî÷êå ξ = 1
óãëîâîãî ïðåäåëà íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 âìåñòî ãèïåðöèêëîâ L(ξ, ϕ) ðàññìîòðåòü õîðäû h(ξ, ϕ), ñî-
ñòàâëÿþùèå ñ ðàäèóñîì â òî÷êå ξ óãëû ϕ, ãäå π/2 < ϕ < π/2, òî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, íî íåäîñòàòî÷íûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óãëîâûõ ïðå-
äåëîâ äàæå ó îãðàíè÷åííûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ñóáãàðìîíè÷åñêóþ
ôóíêöèþ u(z), ïîñòðîåííóþ Ì.Öóäçè [9]. Ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
−1 6 u(z) 6 0, èìååò âñþäó íà Γ, êðîìå ìíîæåñòâà E, mesE = 0, ïðåäåëû ïî õîðäàì h(ξ, ϕ)

lim
z→ξ∈Γ\E
z∈h(ξ,ϕ)

u(z) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ ϕ ∈ (π/2, π/2). Îäíàêî â êàæäîé òàêîé òî÷êå ζ ∈ Γ\E ôóíê-

öèÿ u(z) íå èìååò óãëîâîãî ïðåäåëà, òàê êàê â ëþáîé ãèïåðöèêëè÷åñêîé îáëàñòè H(ξ, ϕ1, ϕ2)
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {zn} → ζ, ÷òî lim

n→∞
u(zn) = −1.
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On boundedness and angular boundary values of subharmonic functions of classes Rθ

Abstract. In this paper we study the uniform boundedness in hypercyclic domains of subhar-
monic functions of classes Rθ and its relation to existence of angular limits at points of the unit
circumference.
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