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ÓÄÊ 517.9 ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÄÎ ÒÅË ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ØÈ�ÈÍÛÅ.Ñ. Ïîëîâèíêèí, Ñ.Â. ÑèäåíêîÀííîòàöèÿÂ äàííîé ñòàòüå èññëåäîâàíà íåêîòîðàÿ �îðìóëà, êîòîðàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îãðàíè-÷åííîãî ìíîæåñòâà èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà óêàçûâàåò òåëî ïîñòîÿííîé øèðèíû òîãîæå äèàìåòðà, ñîäåðæàùåå èñõîäíîå ìíîæåñòâî. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè äî-ïîëíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà äî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû è ïðåäëîæåíî íåêîòîðîåîïèñàíèå âñåõ òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñîäåðæàùèõ èñõîäíîå ìíîæåñòâî.ÂâåäåíèåÒåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû, îòëè÷íûå îò êðóãîâ (è øàðîâ), âîçíèêëè â ìàòåìà-òèêå îêîëî äâóõ âåêîâ íàçàä. Òàê, Ýéëåð [1℄ âïåðâûå ðàññìîòðåë ýòè ìíîæåñòâàíà ïëîñêîñòè R

2 . C òåõ ïîð ïëîñêèå òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû ïðèíÿòî íàçûâàòüîðáè�îðìàìè. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð îðáè�îðìû, îòëè÷íîé îò êðóãà, áûë ïîñòðîåíâ äåâÿòíàäöàòîì âåêå íåìåöêèì èíæåíåðîì Ôðàíöåì �åëî (Franz Reuleaux) � ïðà-âèëüíûé êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê, ãðàíèöà êîòîðîãî ñîñòîèò èç êðóãîâûõ äóã.Ïîçäíåå èç-çà íåêîòîðûõ ñâîèõ ýêñòðåìàëüíûõ ñâîéñòâ (â òîì ÷èñëå ìèíèìàëü-íîñòè ïëîùàäè) ýòà �èãóðà ñòàëà îñíîâîé ìíîãèõ ìåõàíèçìîâ (íàïðèìåð, ñâåðëàÓàòòñà).Ñ íà÷àëà äâàäöàòîãî âåêà ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè ÿâíî ïîñòðîèòü òåëà ïî-ñòîÿííîé øèðèíû â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîñòåéøèé ïðèìåðòàêîãî òåëà ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì âðàùåíèÿ ïëîñêîãî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíûâîêðóã åãî îñè ñèììåòðèè. Îäíàêî ñ äðóãèìè ïðèìåðàìè áûëè áîëüøèå ñëîæíî-ñòè. Òðóäíîñòè âîçíèêëè óæå ïðè ïîñòðîåíèè òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñîäåðæàùèõïðàâèëüíûé òåòðàýäð.Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû, îïèñàíû â ðàáîòàõ�. Ìèíêîâñêîãî, À. Ëåáåãà, Â. Áëÿøêå, Ò. Áîííåçåíà, Â. Ôåíõåëÿ è äðóãèõ ìàòåìà-òèêîâ (ñì., íàïðèìåð, [2�14℄). Èõ ïîäõîäû áûëè îñíîâàíû íà ìåòîäàõ äè��åðåí-öèàëüíîé ãåîìåòðèè, ÷òî íå âñåãäà áûëî óäà÷íûì, òàê êàê ãðàíèöà òåë ïîñòîÿííîéøèðèíû ìîæåò è íå áûòü ãëàäêîé, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñ òðåóãîëüíèêîì �åëî.Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîêàçàíî (ñì., íàïðèìåð, [12�14℄), ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå,îäíî òåëî ïîñòîÿííîé øèðèíû d > 0 , ñîäåðæàùåå çàäàííîå îãðàíè÷åííîå çàìêíó-òîå ìíîæåñòâî (äèàìåòðà d) èç R
n (à òàêæå èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà è íåêî-òîðûõ äðóãèõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ), ñóùåñòâóåò. Îäíàêî óêàçàííûå òåîðåìûñóùåñòâîâàíèÿ íå äàâàëè ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ýòèõ òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû.Â ðàáîòå Å.Ñ. Ïîëîâèíêèíà [15℄ âïåðâûå ïîëó÷åíà �îðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ äëÿëþáîãî îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà íàõîäèòü íåêîòîðîå òåëî ïîñòîÿííîéøèðèíû (áåç óâåëè÷åíèÿ äèàìåòðà), ñîäåðæàùåãî äàííîå ìíîæåñòâî. Òàêèå òåëàáóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûìè äîïîëíåíèÿìè èñõîäíîãî ìíîæåñòâà äî òåëà ïîñòî-ÿííîé øèðèíû. Äîñòîèíñòâîì ïîëó÷åííîé �îðìóëû ÿâëÿåòñÿ åå ïðîñòîòà. Îäíàêîóêàçàííàÿ �îðìóëà çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè âèäà àëãåáðàè÷å-ñêîé ñóììû è ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè �. Ìèíêîâñêîãî. Òàê êàê ÷àñòî íåîáõîäèìî



ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎ ÒÅË ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ØÈ�ÈÍÛ 133ïîëó÷àòü àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû (èëè åãî ãðàíèöû),òî äàæå ïðè íàëè÷èè óêàçàííîé �îðìóëû ïðè ïîïûòêå àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿóêàçàííûõ òåë âîçíèêàþò ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî äëÿíàõîæäåíèÿ îïîðíîé �óíêöèè ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâíåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è î âû÷èñëåíèè âûïóêëîé îáîëî÷êè ðàçíîñòè îïîðíûõ�óíêöèé èñõîäíûõ ìíîæåñòâ. Êàæäàÿ òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åéíà ãëîáàëüíûé ýêñòðåìóì (íåâûïóêëîé) íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Â íàøåé ðàáîòå[16℄ ïîêàçàíî, êàê ìîæíî ïðåîäîëåòü óêàçàííûå òðóäíîñòè íà ïðèìåðå âû÷èñëåíèÿîïîðíîé �óíêöèè ðåãóëÿðíîãî äîïîëíåíèÿ ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà.Â äàííîé ðàáîòå, îïèðàÿñü íà àïïàðàò âûïóêëîãî àíàëèçà (ñì., íàïðèìåð, [17,18℄), ðàçâèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [19℄. Òàê êàê òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñîäåð-æàùèõ çàäàííîå ìíîæåñòâî, äèàìåòð êîòîðîãî ðàâåí øèðèíå èñêîìûõ òåë, ìîæåòáûòü ìíîãî, òî â ðàáîòå ïîëó÷åí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðàçëè÷íûõ äîïîëíå-íèé ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà äî òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû. Â ñëó÷àåíååäèíñòâåííîñòè äîïîëíåíèÿ ïðåäëîæåíî íåêîòîðîå îïèñàíèå âñåõ òåë ïîñòîÿííîéøèðèíû, ñîäåðæàùèõ èñõîäíîå ìíîæåñòâî, äèàìåòð êîòîðûõ ðàâíÿåòñÿ äèàìåòðóèñõîäíîãî ìíîæåñòâà. 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿÂ ýòîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà èçãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H , õîòÿ ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ áóäóò ñïðàâåäëèâûìè èâ ðå�ëåêñèâíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E .Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ âûïóêëîãî àíàëèçà.Îïîðíîé �óíêöèåé ìíîæåñòâà A ⊂ E íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ âèäà
s (p, A) = sup {〈p, x〉 | x ∈ A} , p ∈ E∗.Øèðèíîé îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ E â íàïðàâëåíèè âåêòîðà p ∈ E∗ , ãäå

‖p‖∗ = 1 , íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
sup {〈p, x〉 | x ∈ A} − inf {〈p, x〉 | x ∈ A} = s (p, A) + s (−p, A) ,òî åñòü îíà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìÿ îïîðíûìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè ê ìíîæå-ñòâó A , îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðó p .Äèàìåòðîì ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíàdiamA = sup{‖x − y‖ | x, y ∈ A}.Ñëåäóÿ Ìèíêîâñêîìó [2, 3℄, íàïîìíèì ïîíÿòèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììû è ãåîìåò-ðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ.Àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé äâóõ ìíîæåñòâ A è B èç E íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîâèäà

A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B} .Ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâà A ∈ E íà ÷èñëî λ ∈ R íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
λA = {λa | a ∈ A} .�åîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ äâóõ ìíîæåñòâ A è B èç E íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî

A ∗ B = {x ∈ E | x + B ⊂ A} .Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó îïîðíîé �óíêöèåé îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà è åãî äèàìåò-ðîì ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.



134 Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ, Ñ.Â. ÑÈÄÅÍÊÎËåììà 1. Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ñïðàâåäëèâà �îðìóëàdiamA = sup{s(p, A) + s(−p, A) | p ∈ E∗, ‖p‖∗ = 1} (1)è âêëþ÷åíèå
A + (−A) ⊂ Bd (0) , (2)ãäå d = diamA , à Bd (0) = {x ∈ E | ‖x‖ ≤ d} îáîçíà÷àåò çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà

d ñ öåíòðîì â òî÷êå 0 .Çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî A ⊂ E íàçûâàåòñÿòåëîì ïîñòî-ÿííîé øèðèíû d > 0 , åñëè åãî øèðèíà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì p ∈ E∗ ïîñòîÿííà èðàâíà ÷èñëó d , òî åñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
s (p, A) + s (−p, A) = d‖p‖∗ ∀p 6= 0. (3)Èç îïðåäåëåíèÿ òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû è ëåììû 1 î÷åâèäíî ñëåäóåòËåììà 2. Îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî W ⊂ E ÿâëÿåò-ñÿ òåëîì ïîñòîÿííîé øèðèíû d > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî

W + (−W ) = Bd (0) . (4)Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ èç ðàâåí-ñòâà (4) ñëåäóþò ðàâåíñòâà
W = Bd (0) ∗ (−W ), (5)

W = Bd (0) ∗ (Bd(0) ∗ W ). (6)Çàìå÷àíèå 1. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæà-ùèå òàêèì ðå�ëåêñèâíûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâàì E , â êîòîðûõ åäèíè÷íûéøàð B1(0) ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòàìè [19,20℄ ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà X , ïðåäñòàâèìîãî ââèäå ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà åäèíè÷íûõ øàðîâ, òî åñòü X =
⋂{B1(y) |

y ∈ Y } , ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî Z òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
X + Z = B1(0). (7)Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [19, 20℄, ê óêàçàííîìó êëàññó ïðîñòðàíñòâ ïðèíàäëå-æàò ïðîñòðàíñòâî R

n , ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà H è íåêîòîðûå äðóãèå áàíàõîâûïðîñòðàíñòâà.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âàæíûì ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî øàð B1(0) ⊂ E ÿâëÿåòñÿïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì (ñì. [19, 20℄), ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
A ⊂ E òàêîãî, ÷òî B1(0) ∗ A 6= ∅ , ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(B1(0) ∗ A) + (B1(0) ∗ (B1(0) ∗ A)) = B1(0). (8)2. Îãðàíè÷åíèÿ íà òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíûÏóñòü çàäàíî íåêîòîðîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî A ⊂ E äèàìåòðà d > 0 . Ñå-ìåéñòâî âñåõ òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñîäåðæàùèõ äàííîå ìíîæåñòâî A ⊂ E èøèðèíà êîòîðûõ ðàâíÿåòñÿ òîìó æå ÷èñëó d > 0 , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W (A) .Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óêàçàííîãî ñåìåéñòâà W (A) îïðåäåëèì äâà ìíîæåñòâà
Md (A) è md (A) âèäà

Md (A) =
⋂

{Bd (x) |x ∈ A}, (9)
md (A) =

⋂

{Bd (x) |A ⊂ Bd (x)}. (10)Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà óêàçàííûõ ìíîæåñòâ.



ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎ ÒÅË ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ØÈ�ÈÍÛ 135Ëåììà 3. Ìíîæåñòâà Md (A) è md (A) óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì:
Md (A) = Bd (0) ∗ (−A) , (11)

md (A) = Bd(0) ∗ (Bd(0) ∗ A), (12)à òàêæå ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
A ⊂ md(A) ⊂ Md (A) . (13)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà ⋂{Bd (y) | y ∈ A} = {x | ∀y ∈ A, ‖x− y‖ ≤ d}ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:1) x ∈ Md (A) ;2) äëÿ ëþáîãî y ∈ A : (x − y) ∈ Bd (0) ;3) x + (−A) ⊂ Bd (0) ;4) x ∈ Bd (0) ∗ (−A) .Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (11) äîêàçàíî.Åñëè A ⊂ Bd (x) , òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ëþáîé òî÷êè èç ìíîæåñòâà Aíå áîëüøå, ÷åì d , òî åñòü x ∈ Md (A) . Îòñþäà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà

md (A) ïîëó÷àåì, ÷òî md (A) =
⋂{Bd (x) |x ∈ Md (A)} , ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî

md (A) = Bd (0) ∗ (−Md (A)) , îòêóäà è èç ðàâåíñòâà (11) î÷åâèäíî ñëåäóåò ðàâåí-ñòâî (12).Èç îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè äëÿ Bd(0) ∗ A ñëåäóåò âêëþ÷åíèå
A + (Bd(0) ∗ A) ⊂ Bd(0) . Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ îïÿòü æå ïî îïðåäåëåíèþãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå A ⊂ Bd(0) ∗ (Bd(0) ∗ A) , òî åñòüñïðàâåäëèâî ëåâîå âêëþ÷åíèå â (13).Èç âêëþ÷åíèÿ (2), �îðìóëû (11) è îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ñëå-äóåò âêëþ÷åíèå A ⊂ Md(A) . Âû÷èòàÿ ïî î÷åðåäè èç øàðà Bd(0) ìíîæåñòâà −Aè −Md(A), â ñèëó ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ è �îðìóë (11) è (12) ïîëó÷àåì ïðàâîåâêëþ÷åíèå â (13).Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíû òåëî W ïîñòîÿííîé øèðèíû è ìíîæåñòâî A îäíîãîè òîãî æå äèàìåòðà d . Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè âêëþ÷åíèÿ A ⊂ W íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü âêëþ÷åíèÿ

md(A) ⊂ W ⊂ Md (A) . (14)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W ∈ W (A) . Äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ W è äëÿ ëþáîéòî÷êè x ∈ A ⊂ W ñëåäóåò, ÷òî ‖x − y‖ ≤ d , òî åñòü y ∈ Bd (x) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
x ∈ A . Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (9) ïîëó÷àåì, ÷òî y ∈ Md (A) , òî åñòü
W ⊂ Md (A) .Èç âêëþ÷åíèÿ A ⊂ W ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Bd(0) ∗ A ⊃ Bd(0) ∗ W , èç êîòîðîãîâ ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Bd(0) ∗ (Bd(0) ∗ A) ⊂ Bd(0) ∗ (Bd(0) ∗ W ) , ÷òîâ ñèëó ëåììû 3 è ðàâåíñòâà (6) âëå÷åò âêëþ÷åíèå md(A) ⊂ W .Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî ïîñòîÿííîé øèðèíû W óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ(14). Òîãäà èç ýòîãî âêëþ÷åíèÿ è ëåììû 3 (âêëþ÷åíèÿ (13)) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå
A ⊂ W .



136 Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ, Ñ.Â. ÑÈÄÅÍÊÎ3. �åãóëÿðíîå äîïîëíåíèåÂ ðàáîòå [15℄ (à çàòåì è â êíèãå [20℄) äîêàçàíà òåîðåìà, ñîäåðæàùàÿ �îðìóëóäëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî èç òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû äëÿ çàäàííîãî îãðàíè÷åííîãîìíîæåñòâà A (áåç óâåëè÷åíèÿ äèàìåòðà).Òåîðåìà 2 [15℄. Åñëè ðå�ëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E òàêîâî, ÷òî âíåì åäèíè÷íûé øàð ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì, òî äëÿ ëþáîãî îãðà-íè÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊂ E , äèàìåòð êîòîðîãî ðàâåí d > 0 , ìíîæåñòâî
W 0 (A) =

1

2
(Md (A) + md (A)) (15)ïðèíàäëåæèò ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ W (A) .Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî W 0 (A) (15) áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíûì äîïîëíåíèåììíîæåñòâà A äî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû òîãî æå äèàìåòðà.Ñëåäñòâèå 1. Îïîðíàÿ �óíêöèÿ òåëà W 0 (A) (15) èìååò âèä

s(p, W 0(A)) =
1

2
(d‖p‖∗ + σ(p) − σ(−p)), (16)ãäå �óíêöèÿ σ(p) åñòü îïîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà Md(A) , ïðè÷åì σ(p) =

= co (d‖p‖∗ − s(−p, A)) , ãäå co f îçíà÷àåò çàìûêàíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè �óíê-öèè f .Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó èçâåñòíîé �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïîðíîé �óíê-öèè ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ ÷åðåç îïîðíûå �óíêöèè ýòèõ ìíîæåñòâ(ñì., íàïðèìåð, [20℄) è â ñèëó ëåììû 3 ïîëó÷àåì, ÷òî s(p, Md(A)) = co (d‖p‖∗−
−s(−p, A)) . Â ñâîþ î÷åðåäü â ñèëó ðàâåíñòâà (8) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

s(p, md(A)) = d‖p‖∗ − s(−p, Md(A)), (17)êîòîðîå â èòîãå è äîêàçûâàåò �îðìóëó (16).Çàìå÷àíèå 2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðíîãî äîïîëíåíèÿìíîæåñòâà äî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êèðàçíîñòè îïîðíûõ �óíêöèé øàðà è äàííîãî ìíîæåñòâà.Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 2 ïîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî W (A) òåë ïîñòîÿííîéøèðèíû, ñîäåðæàùèõ çàäàííîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî A äèàìåòðà d , íå ïóñòî,ïðè÷åì ëþáîå òåëî W ∈ W (A) ñîäåðæèò md (A) è ñîäåðæèòñÿ â Md (A) . Ïîêàæåì,÷òî äàííûå îöåíêè óëó÷øèòü íåëüçÿ, òî åñòü Md (A) � íàèìåíüøåå ïî âêëþ÷åíèþìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïðîèçâîëüíîå òåëî W ∈ W (A) , à md (A) � íàèáîëüøåå ïîâêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â ïðîèçâîëüíîì òåëå W ∈ W (A) .Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
Md (A) =

⋃

{W |W ∈ W (A)}, (18)
md (A) =

⋂

{W |W ∈ W (A)}. (19)Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (9) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y ∈ Md (A) èëþáîé òî÷êè x ∈ A èìååì ‖x−y‖ ≤ d , òî åñòü äèàìåòð ìíîæåñòâà A
⋃{y} áóäåò íåáîëüøå, ÷åì d . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî W 0 (A

⋃{y}) áóäåò ïðèíàäëåæàòü ñåìåéñòâó



ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎ ÒÅË ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ØÈ�ÈÍÛ 137
W (A) è ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíî âûáðàííóþ òî÷êó èç Md (A) . Îáðàòíîå âêëþ÷åíèåñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå ñîîòíîøåíèå äîêàçàíî.Ïóñòü òåïåðü òî÷êà y /∈ md (A) . Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (10) ñóùåñòâóåòòàêîé øàð Bd (z) , êîòîðûé ñîäåðæèò ìíîæåñòâî A , íî íå ñîäåðæèò òî÷êó y . Òîãäàìíîæåñòâî W 0 (A

⋃{z}) ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó W (A) , íî íå ñîäåðæèò òî÷êó y .Îáðàòíîå æå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå ñîîòíîøåíèåäîêàçàíî.Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåé òåîðåìû, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè äëÿ êàæ-äîé ãðàíè÷íîé òî÷êè y ∈ ∂Md(A) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A
⋃{y} , òî ïîëó÷èì,÷òî diam (A

⋃{y}) = diamA = d . Â ñèëó ýòîãî, åñëè îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
Wy = W 0(A

⋃{y}) , òî î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Wy ∈ W (A) . Â ðåçóëüòàòåýòîãî îïðåäåëèì ñåìåéñòâî òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû âèäà
V(A) = {W |W =

m
∑

i=1

λiWyi
, λi > 0,

m
∑

i=1

λi = 1, yi ∈ ∂Md(A), m ∈ N}. (20)Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå V(A) ⊂ W(A) , ïðè÷åì êàæäîå òåëî W ∈
∈ V(A) ñ ïîìîùüþ �îðìóë (15) è (20) ìîæåò áûòü îïèñàíî êîíñòðóêòèâíî.Ñëåäñòâèå 2. Ñåìåéñòâî V(A) òåë ïîñòîÿííîé øèðèíû, ñîäåðæàùèõ ìíî-æåñòâî A , ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ñåìåéñòâà W (A) â òîìñìûñëå, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Md (A) =
⋃

{W |W ∈ V (A)}, (21)
md (A) =

⋂

{W |W ∈ V (A)}. (22)4. Åäèíñòâåííîñòü äîïîëíåíèÿÈñõîäÿ èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåì êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè äîïîë-íåíèÿ äàííîãî ìíîæåñòâà äî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû.Òåîðåìà 4. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A äèàìåòðà d äî òåëà ïîñòîÿííîé øè-ðèíû åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Md (A) =
= md (A) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Md (A) \ md (A) íå ïóñòî.Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y ∈ Md (A) \ W 0 (A) (òàêàÿ òî÷êà, î÷åâèäíî, ñó-ùåñòâóåò, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëó÷èëè áû ðàâåíñòâî Md (A) = md (A)).Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà òåëà W1 = W 0(A

⋃{y}) è W 0(A) ñåìåéñòâà W (A) òàêèå,÷òî y ∈ W1 è y /∈ W 0(A) . Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíåíèå íå åäèíñòâåííî.Òàê êàê äëÿ ëþáîãî W ∈ W (A) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (14) èç òåîðåìû 1, òîâ ñëó÷àå ðàâåíñòâà Md (A) = md (A) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî md (A) = W = Md (A) .Òàêèì îáðàçîì, äîïîëíåíèå åäèíñòâåííî.Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ïðîâåðêà ðàâåíñòâà äâóõ ìíîæåñòâ äîâîëüíî çàòðóäíè-òåëüíà. Ïîýòîìó ïðèâåäåì ðàâíîñèëüíûé êðèòåðèé, áîëåå óäîáíûé äëÿ èñïîëüçî-âàíèÿ.Ñëåäñòâèå 3. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A äèàìåòðà d äî òåëà ïîñòîÿííîéøèðèíû åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàdiamMd (A) = d. (23)



138 Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ, Ñ.Â. ÑÈÄÅÍÊÎÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äîïîëíåíèå åäèíñòâåííî. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 è ïî òåî-ðåìå 4 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî md (A) = W 0 (A) = Md (A) , îòêóäà diamMd (A) = d .Ïóñòü òåïåðü diamMd (A) = d . Òîãäà ïî �îðìóëå (1) èç ëåììû 1 ïîëó÷àåì äëÿëþáîãî p ∈ E∗ íåðàâåíñòâî
s (p, Md (A)) + s (−p, Md (A)) ≤ d‖p‖∗.Â ñâîþ î÷åðåäü, êàê áûëî ïîêàçàíî â òåîðåìå 1, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Md (A) ⊃

⊃ W 0 (A) , îòêóäà äëÿ ëþáîãî p ∈ E∗ ïîëó÷àåì îáðàòíîå íåðàâåíñòâî
s (p, Md (A)) + s (−p, Md (A)) ≥ s(p, W 0(A)) + s(−p, W 0(A)) = d‖p‖∗.Â èòîãå, äëÿ ëþáîãî p ∈ E∗ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî, êîòîðîå â ñèëó ëåììû 2 îçíà÷àåò,÷òî Md (A) ∈ W (A) . Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (17) äëÿ ëþáîãî p ∈ E∗ ñëåäóåòðàâåíñòâî s (p, md (A)) + s (−p, md (A)) = d‖p‖∗ , òî åñòü md(A) ∈ W (A) . Èòàê,

md(A) ⊂ Md (A) è md(A), Md(A) ∈ W (A) , ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè âûïîëíåíèèðàâåíñòâà md(A) = Md (A) , òî åñòü ïî òåîðåìå 4 äîïîëíåíèå äàííîãî ìíîæåñòâàäî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû åäèíñòâåííî.Çàìå÷àíèå 3. Äîïîëíåíèå ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà â R
2 äî òåëà ïîñòîÿí-íîé øèðèíû åäèíñòâåííî, òàê êàê î÷åâèäíî ðàâåíñòâî Md (A) = md (A) . Îäíàêîäîïîëíåíèå ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà â R

3 äî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû óæå íå åäèí-ñòâåííî.Â ñàìîì äåëå ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òåòðàýäð A èç R
3 ñ âåðøèíàìè â òî÷-êàõ v1 = (1, 1, 1), v2 = (−1,−1, 1), v3 = (1,−1,−1) è v4 = (−1, 1,−1). Íåòðóäíîóáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äèàìåòð d äàííîãî òåòðàýäðà ðàâåí 2
√

2 , à äâå òî÷êè x1 =
=

(

0, 0,
√

6 − 1
) è x2 =

(

0, 0, 1−
√

6
) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Md (A) , òî åñòü ïðè-íàäëåæàò êàæäîìó èç øàðîâ Bd(vi) , ãäå i = 1, 2, 3, 4. Îäíàêî ‖x1−x2‖ = 2

√
6−2 >

> d , òî åñòü êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè (23) íå âûïîëíåí. Ïðè ýòîì òåëà ïîñòîÿííîéøèðèíû W 0(A
⋃{x1}) è W 0(A

⋃{x2}) ñîäåðæàò òåòðàýäð A è ðàçëè÷íû.5. Îáùåå îïèñàíèå òåë ïîñòîÿííîé øèðèíûÏîïðîáóåì îïèñàòü âñå ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà W (A) .Íàçîâåì âåêòîð p ∈ E∗ âåêòîðîì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ìíîæåñòâà A ⊂ E , åñëèäëÿ íåãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
s (p, Md (A)) + s (−p, Md (A)) = d‖p‖∗. (24)Êîíóñ R (A) , ñîñòàâëåííûé èç âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ, áóäåì íàçûâàòü êîíóñîì åäèí-ñòâåííîñòè äëÿ ìíîæåñòâà A .Êîíóñ Rc (A) , äîïîëíèòåëüíûé ê êîíóñó åäèíñòâåííîñòè, áóäåì íàçûâàòü êîíó-ñîì íååäèíñòâåííîñòè. Êîíóñ Rc (A) , î÷åâèäíî, ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ p ∈ E∗ ,äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
s (p, Md (A)) + s (−p, Md (A)) > d‖p‖∗. (25)Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 ñåìåéñòâî W (A) ñîñòîèò áîëåå ÷åì èç îäíîãî òåëà ïîñòîÿí-íîé øèðèíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíóñ Rc (A) íå ïóñò.Òåîðåìà 5. Ëþáîìó òåëó W èç ñåìåéñòâà W (A) ìîæíî ñîïîñòàâèòü �óíê-öèþ α : E∗ → [0, 1] , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

s (p, W ) = α (p) s (p, Md (A)) + (1 − α (p)) s (p, md (A)) ∀p ∈ E∗. (26)



ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎ ÒÅË ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ØÈ�ÈÍÛ 139Ïðè ýòîì �óíêöèÿ α íà Rc (A) íåïðåðûâíà, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíà ñ ïîêàçà-òåëåì îäíîðîäíîñòè 0 , òî åñòü
α (λp) = α (p) äëÿ âñåõ λ > 0, (27)è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
α (p) + α (−p) = 1 ∀p ∈ Rc (A) . (28)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 äëÿ êàæäîãî âåêòîðà p ∈ E∗ ïîëó÷àåìíåðàâåíñòâà s(p, md(A)) ≤ s(p, W ) ≤ s(p, Md(A)) , òî åñòü ìîæíî âûáðàòü òàêîåçíà÷åíèå α (p) ∈ [0, 1] , ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå (26). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå,êîãäà îïîðíûå �óíêöèè ìíîæåñòâ md (A) è Md (A) íà ýòîì âåêòîðå p ñîâïàäàþò(òî åñòü p ∈ R (A)), òî âûáèðàåì çíà÷åíèå �óíêöèè α (p) ∈ [0, 1] ïðîèçâîëüíî.Â ñèëó ëåììû 2 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî d‖p‖∗ = s (p, W ) + s (−p, W ) . Ïîäñòàâëÿÿâ íåãî âûðàæåíèå (26), ïîëó÷àåì

d‖p‖∗ = α (p) s (p, Md (A)) + (1 − α (p)) s (p, md (A))+

+ α (−p) s (−p, Md (A)) + (1 − α (−p)) s (−p, md (A)) ,îòêóäà è â ñèëó ðàâåíñòâà (17) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
(α (p) + α (−p) − 1) (s (p, Md (A)) + s (−p, Md (A)) − d‖p‖∗) = 0.Òî åñòü äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p ∈ Rc (A) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî (28).Íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè α íà Rc (A) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïîðíàÿ �óíêöèÿîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà íåïðåðûâíà, è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà p ∈ Rc (A) èç âûðà-æåíèÿ (26) è ðàâåíñòâà (17) ïîëó÷àåì �îðìóëó

α (p) =
s (p, W ) + s (−p, Md (A)) − d‖p‖∗

s (p, Md (A)) + s (−p, Md (A)) − d‖p‖∗
, (29)òî åñòü α (p) åñòü îòíîøåíèå äâóõ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, ïðè÷åì (â ñèëó íåðàâåí-ñòâà (25)) çíàìåíàòåëü íà Rc (A) íå ðàâåí íóëþ.Èç ýòîé æå �îðìóëû ñëåäóåò è ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü �óíêöèè α (p) íà

Rc (A) ñ ïîêàçàòåëåì îäíîðîäíîñòè 0 .Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó òåëó W èç ñåìåéñòâà W (A) ñîîòâåòñòâóåò íåêàÿ ñêà-ëÿðíàÿ �óíêöèÿ. Íàïðèìåð, ðåãóëÿðíîìó äîïîëíåíèþ W 0(A) ñîîòâåòñòâóåò �óíê-öèÿ α (p) ≡ 1/2 .Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå, óâû, ñîâñåì íå î÷åâèäíî. Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè, ïî-ñòîÿíñòâà ñóììû çíà÷åíèé íà ïðîòèâîïîëîæíûõ àðãóìåíòàõ è ïîëîæèòåëüíîé îä-íîðîäíîñòè ñ ïîêàçàòåëåì 0 ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìèóñëîâèÿìè òîãî, ÷òî ýòîé �óíêöèè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå òåëî ïîñòîÿííîé øè-ðèíû. Ïðèäåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ åùå îäíèì óñëîâèåì.Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü çàäàíî çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî A ⊂ E äèà-ìåòðà d . Ïóñòü äàíà �óíêöèÿ α : E∗ → [0, 1] , íåïðåðûâíàÿ è ïîëîæèòåëüíî îä-íîðîäíàÿ ñ ïîêàçàòåëåì 0 íà Rc (A) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (28) è òàêàÿ,÷òî �óíêöèÿ
s (p) = α (p) s (p, Md(A)) + (1 − α (p)) s (p, md (A)) (30)óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

s (p1 + p2) ≤ s (p1) + s (p2) äëÿ âñåõ p1 è p2. (31)Òîãäà �óíêöèÿ s ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé �óíêöèåé íåêîòîðîãî òåëà ïîñòîÿííîé øè-ðèíû èç ñåìåéñòâà W (A) .



140 Å.Ñ. ÏÎËÎÂÈÍÊÈÍ, Ñ.Â. ÑÈÄÅÍÊÎÌíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé α , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 4, îáîçíà-÷èì ÷åðåç A (A) .Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñâîéñòâî.Ñëåäñòâèå 5. Ìíîæåñòâî A (A) âûïóêëî.Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèå ÿâíûõ �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíóñà åäèí-ñòâåííîñòè R (A) èñõîäíîãî ìíîæåñòâà A äèàìåòðà d .Äëÿ ýòîãî äëÿ ëþáîé òî÷êè a ÷åðåç DA (a) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê èç
A , óäàëåííûõ îò òî÷êè a íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå äèàìåòðó d ìíîæåñòâà A , òî åñòü

DA (a) = {x ∈ A | ‖x − a‖ = diamA} = A
⋂

∂Bd(a).×åðåç oneX áóäåì îáîçíà÷àòü âûïóêëóþ êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà X :oneX = {λa | a ∈ co X, λ ≥ 0},ãäå ÷åðåç co X îáîçíà÷åíà âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà X .Ëåììà 4. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
R (A) ⊃

⋃

{one (DA(a) − a) ∪ one (a − DA(a)) | a ∈ A, DA(a) 6= ∅}. (32)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ òî÷êè a ∈ A ñóùåñòâóåò òî÷êà b(a) ∈ DA(a) , òîåñòü b(a) ∈ A è ‖a− b(a)‖ = d . �àññìîòðèì âåêòîð pa = (b(a)−a)/‖b(a)−a‖ . Òîãäàîòñþäà è â ñèëó ëåììû 1 ïîëó÷àåì
s(pa, A) + s(−pa, A) ≥ 〈pa, ba − a〉 = ‖b(a) − a‖ = d ≥ s(pa, A) + s(−pa, A).Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

s(pa, A) + s(−pa, A) = d. (33)Îòñþäà è â ñèëó âêëþ÷åíèÿ A ⊂ Md(A) è �îðìóëû (11) (ïî ëåììå 3) ïîëó÷àåì
s(pa, A) ≤ s(pa, Md(A)) = s(pa, Bd(0) ∗ (−A)) ≤ d − s(−pa, A),îòêóäà â ñèëó (33) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî s(pa, A) = s(pa, Md(A)). Àíàëîãè÷íî ïîëó-÷àåì ðàâåíñòâî s(−pa, A) = s(−pa, Md(A)). Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ è ðàâåíñòâ (24),(33) ïîëó÷àåì, ÷òî pa ∈ R (A) .Òàêèì îáðàçîì, âñå âåêòîðû èç ìíîæåñòâ DA (a) − a è a − DA (a) (åñëè äëÿâûáðàííîãî a ∈ A îíè íå ïóñòû) ïðèíàäëåæàò êîíóñó R (A) . Êðîìå òîãî, âñå âåê-òîðû èç âûïóêëûõ îáîëî÷åê êàæäîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ òàêæå áóäóò ïðèíàäëåæàòüêîíóñó R (A) , òàê êàê ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè ìíîæåñòâà Md (A) , ïðèíàäëåæàùåé êî-íóñó a + one (DA (a) − a) , áóäåò ÷àñòü ñ�åðû ñ öåíòðîì â òî÷êå a è ðàäèóñîì d ,ðàâíûì äèàìåòðó ìíîæåñòâà A .6. �åøåíèå ïðîáëåìû ÄàíöåðàÄëÿ çàäà÷è äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà èç R

n äî òåëà ïîñòîÿííîé øèðèíû â ðàáîòå[21℄ ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà Ë. Äàíöåðà.Ïóñòü A ⊂ R
n � âûïóêëîå ãëàäêîå òåëî. Ñóùåñòâóåò ëè ãëàäêîå âûïóêëîåòåëî ïîñòîÿííîé øèðèíû d = diamA , ñîäåðæàùåå çàäàííîå òåëî A?Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî ðåãóëÿðíîå äîïîëíåíèå W 0(A) äàåò ïîëîæèòåëü-íîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû. Äëÿ ýòîãî íàì åùå ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàòÌ.Â. Áàëàøîâà (ñì. [20, � 4.5 ℄):



ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎ ÒÅË ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ØÈ�ÈÍÛ 141Òåîðåìà 6. Ïóñòü äàíî çàìêíóòîå âûïóêëîå ãëàäêîå òåëî A èç ãèëüáåðòîâàïðîñòðàíñòâà H (ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç îäíîé òî÷êè), è ïóñòü Bd(0) ∗ A 6= ∅ .Òîãäà ìíîæåñòâî md(A) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì òåëîì.Êðîìå ýòîãî î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà (äîêàçàòåëüñòâî ñì. [20,� 4.5 ℄)Ëåììà 5. Ïóñòü äàíû âûïóêëûå çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà A,
B ⊂ H , ïðè÷åì ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì òåëîì. Òîãäà ìíîæåñòâî A+Bòàêæå áóäåò ãëàäêèì òåëîì.Îïèðàÿñü íà �îðìóëó (15) èç òåîðåìû 2, à òàêæå íà ïðèâåäåííûå âûøå òåîðå-ìó 6 è ëåììó 5 ïîëó÷àåì, ÷òî ðåãóëÿðíîå äîïîëíåíèå ïîëîæèòåëüíî ðåøàåò ïðî-áëåìó Ë. Äàíöåðà, òî åñòü îíî ñîõðàíÿåò ãëàäêîñòü òåëà.Íî â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò è äðóãàÿ ïðîáëåìà.Âëå÷åò ëè ãëàäêîñòü òåëà A ãëàäêîñòü ëþáîãî òåëà èç ñåìåéñòâà W (A)?Ïîêàæåì, ÷òî ýòî íå òàê. Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì ïðèìåð â R

2 , äàþùèé îòðèöà-òåëüíûé îòâåò íà ïîñëåäíèé âîïðîñ.Âîçüìåì íà ïëîñêîñòè R
2 ìíîæåñòâî âåðøèí A , B , D , C , E ïðàâèëüíîãîïÿòèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé äëèíû a è äèàìåòðîì d = 2a sin (2π)/5 = a(

√
5 − 1)/2 .Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû ñòîðîíà AB ïàðàëëåëüíà îñè 0y , à òî÷êà C íàõîäèòñÿ ñïðàâàîò AB . Ïðîâåäåì ÷åðåç äâå íåñìåæíûå âåðøèíû óêàçàííîãî ïÿòèóãîëüíèêà D , Eýëëèïñ ñ äëèíàìè ïîëóîñåé d/2 è ε > 0 , ãäå ÷èñëî ε óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ε + a < d. (34)Âìåñòî ïÿòèóãîëüíèêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü íîâîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýòîãîýëëèïñà è òî÷åê A , B , C .Çàìåòèì, ÷òî äèàìåòð íîâîãî ìíîæåñòâà óâåëè÷èëñÿ, òàê êàê ýëëèïñ î÷åâèäíîïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè ðàäèóñà d ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ A è B . Äëÿ èñïðàâëåíèÿýòîãî ñëåãêà ñäâèíåì ýëëèïñ âëåâî ïî îñè Ox íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå δ > 0 òàê,÷òîáû ýëëèïñ îêàçàëñÿ âíóòðè îêðóæíîñòåé ðàäèóñà d ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ A è
B è êàñàëñÿ èõ.Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà δ áóäåò ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ε , òàê êàê ñäâèã ýëëèïñàâëåâî ïî îñè Ox íà ε ðàçìåñòèò ýòîò ýëëèïñ öåëèêîì â îäíîé ñ òî÷êàìè A è Bïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî âûáðîøåííîé äèàãîíàëè ïÿòèóãîëüíèêà DE , òî åñòüîêàæåòñÿ ñòðîãî âíóòðè óêàçàííûõ ðàíåå îêðóæíîñòåé.Ïîêàæåì, ÷òî òåïåðü äèàìåòð ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç ýëëèïñàè òðåõ òî÷åê A , B , C , ðàâåí d .Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, |AC| = |BC| = d , ïîýòîìó äèàìåòð íå ìåíüøå,÷åì d . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëëèïñ ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòåé ðàäèóñà d ñ öåíòðà-ìè â âåðøèíàõ A è B , ïîýòîìó ìàêñèìóì ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê A è B äî òî÷åêýëëèïñà â òî÷íîñòè ðàâåí d . Íàêîíåö, òî÷êà C óäàëåíà îò ýëëèïñà íà ðàññòîÿíèå,íå ïðåâîñõîäÿùåå ε+ a , ÷òî â ñèëó (34) ñòðîãî ìåíüøå d . Òàêèì îáðàçîì, äèàìåòðïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà ðàâåí d .Ïóñòü A′ è B′ � òî÷êè êàñàíèÿ ýëëèïñà è îêðóæíîñòåé ðàäèóñà d ñ öåíòðàìèâ âåðøèíàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà |AA′| = |BB′| = d . Êðîìå òîãî, |AC| =
= |BC| = d . Ïî ëåììå 4 ïîëó÷àåì, ÷òî â êîíóñ åäèíñòâåííîñòè äàííîãî ìíîæåñòâàáóäóò âõîäèòü âåêòîðû èç êîíóñîâ one {A′ − A, C − A} , one {B′ − B, C − B} ,one {A − C, B − C} , à òàêæå âåêòîðà èç êîíóñîâ, ïðîòèâîïîëîæíûõ ýòèì òðåìêîíóñàì.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíóñ one {A′ − A, B′ − B} ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êîíóñàåäèíñòâåííîñòè. Òî åñòü íà ýòîì êîíóñå îïîðíûå òî÷êè ãðàíèöû ëþáîãî òåëà W
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