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Введение 

 

Современные образовательные стандарты образования характеризуются 

усилением фундаментальной составляющей в процессе подготовки выпускни-

ков. Меняется содержание курсов математики и информатики как одних из ба-

зовых дисциплин, ответственных за формирование у обучаемых комплекса 

определенных компетенций, диктуемых его будущей деятельностью и развити-

ем общества. 

Методы дискретной математики позволяют теоретико-множественными, 

логическими или графическими способами формализовать представление раз-

личных управленческих ситуаций, реальных технологических и экономических 

процессов. Дискретная математика представляет раздел математики и инфор-

матики, изучающей свойства различных конечных структур. На представлени-

ях и методах дискретной математики базируются современные информацион-

ные технологии.  

Основными разделами дискретной математики являются теория мно-

жеств, общая алгебра, комбинаторное исчисление, математическая логика, тео-

рия графов, теория алгоритмов, теория автоматов, теория кодирования, сетевое 

планирование.  

В учебном пособии в сжатой и доступной форме изложен материал тео-

рии множеств, алгебры высказываний, теории графов и сетевого планирования 

в объеме, позволяющем учащимся старших классов изучать указанные разделы 

углубленно. Разобрано достаточное количество примеров, иллюстрирующих 

применение теоретического материала. В учебном пособии также предложены 

задания для закрепления изучаемого материала, сопровождаемые ответами. 

Учебное пособие может быть использовано при проведении практических 

занятий и организации самостоятельной работы учащихся, для самообразова-

ния учителя и ученика. 
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Глава 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

 

1.1. Основные понятия 

 

Теоретико-множественные представления – это описание исследуемого 

процесса (системы) средствами теории множеств как множества взаимосвязан-

ных частей (элементов). Связи между элементами задаются через соответствия 

(отношения). 

Первичным понятием теории множеств является понятие «множества», 

на котором строятся все дальнейшие математические конструкции. 

Множеством называется совокупность объектов произвольной природы, 

объединенных по одному или нескольким заданным признакам. Множество 

считается определенным (заданным), если о произвольном объекте можно ска-

зать, принадлежит он данному множеству или нет. Множества принято обозна-

чать заглавными буквами латинского или русского алфавита X, Y, A, B. Объек-

ты, образующие множества, называются элементами множества и обознача-

ются соответствующими малыми буквами x, y, a, b. Элементы множества 

должны быть различными. 

Напомним некоторые используемые обозначения.  

А  В – множество А состоит из части элементов множества В, т. е. мно-

жество А является подмножеством множества В. Принадлежность элемента а 

множеству А обозначают аА, аА – элемент а не принадлежит множеству А. 

Множество, состоящее из конечного числа элементов, называется конеч-

ным, в противном случае – бесконечным.  

Например, N – множество натуральных чисел, R – множество действи-

тельных чисел, Z – множество целых чисел, Q – множество рациональных чи-

сел, C – множество комплексных чисел – бесконечны.  

Число элементов в конечном множестве М называется его мощностью 

и обозначается |M|.  – пустое множество, мощность его равна 0.  

Множества можно задать либо перечислением всех его элементов внутри 

скобок {…} (например, А = {2, 4, 6, 8} – множество четных натуральных чисел, 

меньших 10) либо описанием свойств, которыми должны обладать элементы 

этого множества (например, А = {m / m = 2n, где n – целое, 1  n  4}). Второй 

способ называют также аналитическим описанием множества, используя его 

характеристические свойства. Если каждому элементу множества можно поста-

вить в соответствие порядковый номер (единственным образом), то такое мно-

жество называется счетным. 
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1.2. Операции над множествами 

 

Множества, элементы, отношения характеризуются определенными свой-

ствами и набором допустимых операций над ними. Рассмотрим некоторые опе-

рации над множествами. 

Множества А и В равны (А = В), если А  В и В  А. Другими словами, 

равные множества состоят из одних и тех же элементов.  

А  В  – объединение (или сумма множеств) множеств А и В – это новое 

множество, состоящее из элементов, входящих или в А, или в В (𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵 =

{𝑥 ∈ 𝐶/𝑥 ∈ 𝐴  или  𝑥 ∈ 𝐵}); А  В – пересечение (произведение) множеств А и В – 

множество, состоящее из элементов, входящих и в А, и в В (𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵 =

{𝑥 ∈ 𝐶/𝑥 ∈ 𝐴  и  𝑥 ∈ 𝐵}; А \ В –  разность  множеств А и В – подмножество 

множества А, состоящее из элементов множества А, не входящих в множество В 

(𝐶 = 𝐴\𝐵 = {𝑥 ∈ 𝐶/𝑥 ∈ 𝐴  и  𝑥 ∉ 𝐵}).  

Симметрической разностью множеств A  и B  называется новое множе-

ство, которое состоит из всех элементов множеств 𝐴\𝐵 или 𝐵\𝐴, т. е. 𝐴 + 𝐵 =

(𝐴\𝐵) ∪ (𝐵\𝐴). 

Множество U называется универсальным, если все рассматриваемые 

множества являются его подмножествами.  

Перечисленные операции над множествами графически можно изобра-

зить с помощью диаграмм Эйлера–Венна (рис. 1.1). Построение диаграммы Эй-

лера–Венна заключается в изображении прямоугольника, представляющего 

универсальное множество, круги внутри универсального множества представ-

ляют его подмножества. 

Если A  U, то множествоA = U \ A называется дополнением множества 

А до множества U.  

Декартовым произведением множеств А и В называют множество всех 

упорядоченных пар (𝑎, 𝑏), где а  А, b  В.  Обозначение  𝐴 · 𝐵 = {(𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈

𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}. 

Декартовым квадратом множества А называют декартово 

ние: 𝐴2 = 𝐴 · 𝐴 = {(𝑎, 𝑏)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐴}.  

Декартовым (прямым) произведением множеств А1, А2,…Аn называется 

множество А1
х
А2

х
…

х
Аn из элементов (𝑎1,  𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), где аi – всевозможные эле-

менты из Ai. 
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Рис. 1.1 

Отображением множества А в множество В называется правило, которое 

любому элементу а  А ставит в соответствие единственный элемент b  В. 

Обозначение отображения f: A→B (f – наименование отображения). Элемент  

b = f(a) – это значение отображения f «в точке а» или образ элемента а, а – про-

образ элемента b. 

Замечание. Слова «отображение» и «функция» – синонимы, множество А – 

область определения функции f, множество значений функции f называют обра-

зом отображения f. 

 

1.3. Основные тождества алгебры множеств 

 

1. Коммутативность операций , :     

А  В = В  А, А  В = В  А. 

2. Ассоциативность , :  

А  (В  С) = (А ) В  С; А  (В  С) = (А ) В  С.   

3. Дистрибутивность  относительно :  

А  (В  С) = (А  В)  (А  С).  

Дистрибутивность  относительно :  

А  (В  С) = (А  В)  (А  С).  

4. Законы поглощения:  

А  (В  А) = А; А  (А  В) = А.  

5. А A = U, А A = . 

6. A   = U, A   = . 

7. A  U = A, A  U = U. 
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8. A  A = A, A  A = A. 

9. Закон двойственности (закон де Моргана): 

𝐴 ∪ 𝐵¯ = �̄� ∩ �̄�, 𝐴 ∩ 𝐵¯ = �̄� ∪ �̄�. 

Справедливость перечисленных выше тождеств легко доказывается с по-

мощью принципа равной объемности множеств: показывается, что множества, 

записанные в левой и правой частях равенства, состоят из одних и тех же эле-

ментов. 

 

1.4. Бинарные отношения 
 

Отношения – это один из способов задания взаимосвязей между элемен-

тами множества. Математическое отношение – правило, связывающее два или 

более объекта. 

Бинарные отношения (операции, отображения) – отношения, связываю-

щие пары математических объектов с результатами операций. Бинарное отно-

шение на множестве А – это подмножество множества А
х
А.  

Обозначение бинарного отношения .   А · А. Если элементы х, у  А 

связаны отношением , пишут (х, у)   или х  у. Бинарные (двухместные) от-

ношения используются для определения некоторых взаимосвязей, которыми 

характеризуются пары элементов в множестве А. Например, на множестве  

А – множество людей – может быть задано отношение σ: «работать в одной ор-

ганизации».  

Бинарное отношение  называется:  

– рефлексивным, если для любого а  А имеет место (а, а)  ;  

– симметричным, если для любых а, b  A из (а, b)   следует (b, а)  ;  

– антисимметричным, если ни при каких а, b  A, а  b невозможно од-

новременное выполнение условий (а, b)   и (b, а)  ;  

– транзитивным, если для  а, b, с  А из условий (a, b)  ; (b, c)   

следует (a, c)  .  

Рефлексивное, симметричное, транзитивное бинарное отношение называ-

ется отношением эквивалентности. 

Бинарной (алгебраической) операцией на множестве А называется отоб-

ражение А
х
АА. Каждой упорядоченной паре (а, b) а, b  A, ставится в соот-

ветствие единственный элемент с  A – произведение а и b (с = ab). Термин 

«произведение» носит условный характер: он может означать сумму, разность 

и другие действия. Обозначают а  b, a * b, a + b…Множество А, на котором 

задана операция *, обозначают {A,*}. 
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Свойства алгебраических операций 

 

Пусть на множестве А определены алгебраические операции: * и ┴. 

Алгебраическая операция *, определенная на множестве А, называется:  

– коммутативной, если для  х, у  А справедливо: х * у = у * х; 

– ассоциативной, если для  х, у, z  А справедливо:  

(x * y) * z = x * (y*); 

– дистрибутивной относительно операции , если для любых элементов 

x, y, z  A справедливо: x * (y ┴ z) = (x * y) ┴ (x * z) и (x ┴ y) * z = (x * z) ┴ (y * z). 

 

1.5. Примеры 

 

1. Пусть множество A  состоит из натуральных чисел, меньших 170. За-

дать множество A  аналитически с помощью характеристического свойства. 

Решение. Свойство, которым обладает любой элемент данного множе-

ства, – «быть натуральным числом, меньшим 170». Таким образом, 

ем: 𝐴 = { 𝑥 |   𝑥 ∈ 𝑁,  𝑥 < 170}, где х – элемент множества. 

2. Пусть F – множество сотрудников фирмы, А – множество сотрудников 

старше 40 лет; В – множество сотрудников со стажем работы более 10 лет;  

С – множество менеджеров фирмы. Охарактеризовать множества B̄,  

𝐴 ∪ (𝐵 ∩ �̄�), В \ С.  

Решение. B̄ – множество сотрудников со стажем работы, не превышаю-

щим 10 лет.  

𝐴 ∪ (𝐵 ∩ �̄�) – множество сотрудников старше 40 лет, не являющихся ме-

неджерами, со стажем более 10 лет.  

В \ С – множество сотрудников со стажем работы более 10 лет, не рабо-

тающих менеджерами. 

3. Пусть U = {1, 2, 3, 4}, A = {1, 3, 4}, B = {2, 3}, C = {1, 4}. 

лить Ā ∪ B̄, 𝐴 ∩ �̄�. 

Решение. Ā ∪ B̄ = (U \ A) ∪ (U \ B) = {2} ∪ {1, 4} = {1, 2, 4}, 𝐴 ∩ �̄� = {1, 4}. 

4. 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, ℎ}, 𝐵 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Найти 𝐴 · 𝐵 

Решение. 𝐴 · 𝐵 = {(𝑎, 1), (𝑎, 2), . . . , (ℎ, 8)}.  

5.  X = : 0 1 ,x x  𝑌 = {𝑦 ∶ 1 ≤ 𝑦 ≤ 2}. Найти X · Y. 

Решение.  X · Y имеет вид (рис. 1.2). 
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                                       Рис. 1.2 

 

6. Даны множества 𝐴 = {𝑎,  𝑏,  𝑐,  𝑓} и 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}. Найти перечис-

лением элементов множества: 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵, 𝐴\𝐵, 𝐵\𝐴, 𝐴 + 𝐵. 

Решение. 

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓}, 𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 

𝐴\𝐵 = {𝑓}, 𝐵\𝐴 = {𝑑, 𝑒}, 𝐴 + 𝐵 = {𝑑, 𝑒, 𝑓}. 

 

7. Найти мощность множеств А, В, С, D, если  

𝐴 = { 𝑥| (2𝑥2 − 9𝑥 + 4)(𝑥 − 3) = 0,  𝑥 ∈ 𝑁},   

 

𝐵 = { 𝑥| (2𝑥2 − 9𝑥 + 4)(𝑥 − 3) = 0,  𝑥 ∈ 𝑄}, 

 

𝐶 = { 𝑥| 𝑥2 + 1 < 0,  𝑥 ∈ 𝑅},  𝐷 = { 𝑥| sin𝑥 ≤ 2,  𝑥 ∈ 𝑁}. 

Решение. Множество А образуют натуральные корни уравнения 

(2𝑥2 − 9𝑥 + 4)(𝑥 − 3) = 0.  

Один из корней уравнения 𝑥1 = 3 является натуральным числом. Для 

нахождения других корней решим уравнение 2𝑥2 − 9𝑥 + 4 = 0 и получим  

𝑥2 = 4, 𝑥3 = 1/2. 

Корень 𝑥3 = 1/2  А, так как не является натуральным числом. Значит, 

множество состоит из двух элементов 𝐴 = {3, 4} и его мощность|𝐴| = 2. 

Множество В состоит из рациональных корней уравнения 2𝑥2 − 9𝑥 + 4 = 0. 

Так как 1/2 ∈ 𝑄, то 𝐵 = { 1/2, 3, 4} и |𝐵| = 3. 

Неравенство 𝑥2 + 1 < 0, определяющее множество С, не может быть вы-

полнено ни при каком 𝑥 ∈ 𝑅. Поэтому С = ∅ и его мощность |𝐶| = 0. 

Так как для любого 𝑥 выполнено неравенство sin𝑥 ≤ 1, а тем 

лее sin𝑥 ≤ 2, то множество D состоит из всех натуральных чисел  

𝐷 = {1, 2, 3,  … } и является бесконечным множеством. 

 

1 

2 

1 

Х 

Y 
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8. Определить множества 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵, 𝐴\𝐵, 𝐵\𝐴, если A = (−3;   5),  

B = [−5;   3]. 

Решение. Множества А и В можно задать с помощью неравенств: 

𝐴 = (−3;  5) = { 𝑥 |  − 3 < 𝑥 < 5,  𝑥 ∈ 𝑅}, 

 

𝐵 = [−5;  3] = { 𝑥 |  − 5 ≤ 𝑥 ≤ 3,  𝑥 ∈ 𝑅}. 

 

Объединение 𝐴 ∪ 𝐵 и пересечение 𝐴 ∩ 𝐵 являются полуинтервалами: 

𝐴 ∪ 𝐵 = [−5;  5) = { 𝑥 |  − 5 ≤ 𝑥 < 5,  𝑥 ∈ 𝑅},  

 

𝐴 ∩ 𝐵 = (−3;  3] = { 𝑥 |  − 3 < 𝑥 ≤ 3,  𝑥 ∈ 𝑅}. 

 

𝐴\𝐵 = (3;  5), 𝐵\𝐴 = [−5;   − 3]. 

 

9. Используя диаграммы Эйлера–Венна, доказать, что для любых мно-

жеств А и В справедливо равенство: A B = �̄� ∪ �̄�. 

Решение. Построим диаграмму Эйлера–Венна, изобразив множества А 

и В кругами. Пусть А и В – подмножества универсального множества U, изоб-

ражаемого прямоугольником (рис. 1.3а). 

Заштрихуем на диаграмме множество A B  – дополнение к пересечению 

A и B (рис. 1.3б). 

 

  
а б 

Рис. 1.3. Изображение множеств A и B (а),  

A B  (б) 

 

Выполним графически действия в правой части равенства. Построим до-

полнения множеств A и B (рис. 1.4а и 1.4б), затем объединение этих дополне-

ний (рис. 1.4в). 
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а б 

 
в 

Рис. 1.4. Изображение множеств �̄� (а), �̄� (б), 

А̄ ∪ �̄� (в) 
 

 

Последняя диаграмма (рис. 1.3в) совпадает с диаграммой множества A B  

(рис. 1.3б). Поэтому A B  = �̄� ∪ �̄� (состоят из одних и тех же элементов), что 

и требовалось доказать. 

10. R – множество действительных чисел. Декартов квадрат R
2
 – множе-

ство всех упорядоченных пар действительных чисел, т. е. множество всех точек 

координатной плоскости. 

11. Определить, какими свойствами обладает отношение 𝑅 = {(𝑎, 𝑏): 

𝑎 ≤ 𝑏}, заданное на множестве натуральных чисел. 

Решение. Отношение рефлексивно, не антирефлексивно, так как справед-

ливо а ≤ а, если а  N. 

Несимметрично (2 ≤ 3 – верно, 3 ≤ 2 – неверно). 

Антисимметрично, так как если а ≤ b и  b ≤ а, то a = b. 

Транзитивно, так как если а ≤ b и  b ≤ c, то а ≤ с. 

12. Доказать, что на множестве невырожденных матриц n-го порядка 

(n1) матричное сложение не является бинарной операцией, а матричное умно-

жение – бинарная операция. 

Решение. Для доказательства первого утверждения приведем пример двух 

невырожденных матриц, сумма которых является вырожденной матрицей. 

Например, 𝐴 = (
2 3
5 −2

), 𝐵 = (
2 −1

−5 2
). Определитель матрицы А, detA = –19, 

матрицы В, detВ = –1, т. е. А и В – невырожденные матрицы. Определитель мат-

рицы С, detC = 0, где С = А + В. Следовательно, матрица С является  

вырожденной. 
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Докажем второе утверждение. Пусть А и В – невырожденные матрицы  

n-го порядка, т. е. detA  0, debB  0. Матрица С = АВ имеет порядок n и невы-

рождена, так как detC = detAdetB. Следовательно, матричное умножение – би-

нарная операция. 

13. На каком из множеств определена бинарная операция деления для 

всех ненулевых элементов множества: 

1) рациональных чисел;            

2) вырожденных матриц 2-го порядка; 

3) многочленов степени меньше, чем n;        

4) натуральных чисел. 

Решение. По определению бинарной операции, если 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 и существу-

ет 𝑎 ∗  𝑏 = 𝑐, то с  М. Это условие выполняется только для рациональных  

чисел. 

14. Какими из свойств обладает отношение перпендикулярности (), за-

данное на множестве всех прямых на плоскости.  

Решение. Отношение , заданное на множестве всех прямых на плоско-

сти, не рефлексивно (a не перпендикулярна а для любой прямой а); симметрич-

но (если а  b, то и ba), не транзитивно (для любых прямых а, b, с из условий 

а  b и b  с не следует а  с), не антисимметрично (из а  b и b  a не следует 

b = a). 

15. Доказать, что на множестве R бинарная операция, заданная 

лой 𝑎 ∘ 𝑏 =
𝑎+𝑏

2
, коммутативна, но не ассоциативна. 

Решение. Докажем выполнение условия коммутативности на R: 𝑎 ∘ 𝑏 =
𝑎+𝑏

2
=

𝑏+𝑎

2
= 𝑏 ∘ 𝑎.  

Проверим ассоциативность: (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 =
𝑎+𝑏

2
+𝑐

2
=

𝑎+𝑏+2𝑐

4
 и 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐) =

𝑎+
𝑏+𝑐

2

2
=

2𝑎+𝑏+𝑐

4
. То есть при 𝑎 ≠ 𝑐 (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐 ≠ 𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐). Следовательно, опе-

рация не ассоциативна.  

16. Определить, какая из перечисленных операций на множестве действи-

тельных чисел удовлетворяет свойству ассоциативности: 

1) 𝑎 + 𝑏;  2) 𝑎𝑏 – 𝑎;  3) 𝑎 + 2𝑏;  4) 𝑎 ⋅ 𝑏2. 

Решение. Только для последней операции выполняется условие ассоциа-

тивности 𝑎 ⋅ 𝑏2 = 𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑏 = (𝑎 ⋅ 𝑏) ⋅ 𝑏 = 𝑎 ⋅ (𝑏 ⋅ 𝑏). 
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1.6. Упражнения для закрепления материала 

 

1. А = {1, 2}, B = {2, 3}, C = {1, 3}.  

Найти: а) А  В  С;  б) А  В  С;  в) А \ (В  С);  г) (А \ В)  С;   

д) (А  В) \ (А  С).   

2. U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}; A = {1, 2, 3}; B = {1, 3, 5, 6}; C = {4, 5, 6}.  

Найти множества: а) А \ С; б) В \ С; в) С \ В; г) А \ В; д) А  В; е) В  А; 

ж) А  С; з) (С  А) \ (С  А). 

3. Пусть А = {x  N| 2 < x  6}, B = {x  N| 1 < x < 4}, C = {x  N| x
2
 – 4 = 0}.  

Найти множества: а) В  С;    б) А  В  С; в) А  В  С;   г) В · С; д) С · В. 

4. Докажите включения: а) А  (В \ С)  (А  В) \ С; б) (А  С) \ В   

(А \ В)  С. 

5. На множестве людей заданы отношения: а) R((a, b): a – сын b};  

б) R((a, b): a живет в одном городе с b}. Определить, какими свойствами обла-

дают эти отношения. 

 

Ответы 

 

1. а) А  В  С = {1, 2, 3}; б) А  В  С = {1}; в) А \ (В  С) = ;   

г) (А \ В)  С = {1, 3};  д) (А  В) \ (А  С) = .  

2. а) А \ С = {1, 2, 3}; б) В \ С = {1, 3}; в) С \ В = {4}; г) А \ В = {2};  

д) А  В = {1, 3, 4, 5, 6}; е) В  А = {5, 6}; ж) А  С = ; з) (С  А) \ (С  А) = 

{1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

3. а) В  С = {x  N| 2 < x < 4}; б) А  В  С = {2}; в) А  В  С = {x  N| 

1 < x  6};   г) В · С = {(x, y)  R
2
| (2, 2), (2, 3)}; д) С · В = {(x, y)  R

2
| (2, 2), (2, 3)}. 

4. а) не рефлексивно, антирефлексивно, не симметрично, антисимметрич-

но, не транзитивно; б) рефлексивно, не антирефлексивно, симметрично, не ан-

тисимметрично, транзитивно. 
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Глава 2. АЛГЕБРА ВЫСКАЗЫВАНИЙ.  

ФОРМУЛЫ ЛОГИКИ ВЫСКАЗЫВАНИЙ.  

РАВНОСИЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ  

ЛОГИКИ ВЫСКАЗЫВАНИЙ 

 

2.1. Основные понятия 

 

Логические представления позволяют формализовано описать исследуе-

мый процесс (явление) в виде совокупности сложных высказываний, состав-

ленных с помощью логических связок из простых высказываний. Логические 

представления и их составляющие подчиняются определенным свойствам и до-

пускают некоторые преобразования над ними (операции), разработанные 

в формальной (математической) логике. 

Математическая логика представляет собой формальный математический 

аппарат, изучающий различные способы логических рассуждений. Современ-

ная математическая логика включает два основных раздела: алгебру высказы-

ваний, теорию предикатов.  

В основе математической логики лежит понятие «высказывание». 

Высказыванием называется любое повествовательное предложение, о ко-

тором в данной ситуации можно сказать, истинно оно или ложно.  

В логике высказываний интересуются не содержанием, а только истинно-

стью или ложностью высказываний.  

Высказывания обозначаются переменными a, b, c, x, y, p, q и т. д. Поста-

вим в соответствие высказыванию переменную а, которая принимает значе-

ние 1, если высказывание истинно, и 0, если высказывание ложно. 

Таким образом, высказывание а может принимать значения 1 или 0, т. е. 

оно является дискретной переменной (принимает отдельно взятые значения) 

а = {0, 1}. Такую переменную называют логической или булевой переменной. 

Высказывание называется простым (элементарным), если оно является 

неделимым целым (аналогично элементу множества). Простое высказывание не 

содержит логических связок. Высказывание называется сложным (составным), 

если оно образовано из простых высказываний с помощью логических связок 

(логических операций).  
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2.2. Основные логические связки (операции,  

логические функции) логики высказываний.  

Формулы логики высказываний 

 

Составные высказывания будем получать из простых с помощью основ-

ных логических операций: отрицания, конъюнкции, дизъюнкции, импликации 

и эквивалентности. 

1. Конъюнкция (операция «и», логическое произведение) а  b, или a  b, или 

ab высказываний a, b: высказывание с истинное, только если a и b истинны, т. е.:  

c = 𝑎 ∧ 𝑏 = {
1, если 𝑎 = 1, 𝑏 = 1,

0, в остальных случаях.
 

a  b равносильно записи: a и b. 

Логические операции удобно изображать с помощью таблиц истинности. 

Каждой строке этой таблицы взаимно однозначно соответствует набор состав-

ляющих высказываний и соответствующее значение составного высказывания. 

Наборы из нулей и единиц, соответствующих составляющим высказываниям 

в каждой строке таблицы, располагаются в порядке возрастания. 

 

Таблица истинности конъюнкции: 

а b a  b 

0 0 0 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 1 

 

2. Дизъюнкция (операция «или», логическая сумма) a  b высказываний a, 

b: высказывание с ложное, только если ложны оба высказывания а и b, т. е.: 

c = 𝑎 ∨ 𝑏 = {
0, если    𝑎 = 0, 𝑏 = 0,

1, в остальных случаях.
 

аb равносильно записи a или b. 

 

Таблица истинности а  b: 

а b a  b 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 
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3. Импликация (логическое следование, влечение) a  b высказываний a, b: 

высказывание с ложное только тогда, когда a истинно, b ложно, т. е.: 

 c = 𝑎 ⇒ 𝑏 = {
0, если   𝑎 = 1, 𝑏 = 0,

1, в остальных случаях.
  

a  b равносильно записи: из а следует b или a влечет b. 
 

Таблица истинности a  b: 

а b a  b 

0 0 1 

0 1 1 

1 0 0 

1 1 1 

 

3. Отрицание (инверсия)а( а) высказывания а: высказывание а  истин-

но, если а ложно, и ложное, если а истинно, т. е.:  

𝑎 ¯ = {
0, если 𝑎 = 1,
1, если 𝑎 = 0.

   

а равносильно записи: не а. 
 

Таблица истинности а: 

а а 

0 1 

1 0 

 

4. Эквивалентность (равнозначность) а  b (а  b) высказываний а, b: 

высказывание с истинно тогда и только тогда, когда а, b оба истинны или лож-

ны, т. е.:  

c = 𝑎 ⇔ 𝑏 = {
1, если 𝑎 = 1, 𝑏 = 1 или 𝑎 = 0, 𝑏 = 0,

0, в остальных случаях.
   

a b  соответствует записи: а тогда и только тогда, когда b.  
 

Таблица истинности a b : 

а b a b  

0 0 1 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 1 
          

5. Неравнозначностью (исключающим «или», сложением по модулю 2, 

антиэквивалентность) высказываний a и b называется высказывание, истин-
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ное, когда значения a и b не совпадают, ложное – в противном случае. Понима-

ется в разделительном смысле. 
 

c = 𝑎 ⊕ 𝑏 = {
1, если   𝑎 ≠ 𝑏,

0, в остальных случаях.
 

 

Таблица истинности 𝑎 ⊕ 𝑏: 

а b 𝑎 ⊕ 𝑏 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0 

 

Читается «либо a, либо b».  

Буквы, обозначающие высказывания, логические связки и скобки состав-

ляют алфавит языков логики высказываний. С помощью элементов алфавита 

можно построить различные логические формулы.  

Формулами логики высказываний называются высказывания, составлен-

ные из переменных высказываний p1, p2, ...., pn,  соединенных знаками логиче-

ских операций, и принимающие конкретное значение при подстановке вместо 

переменных высказываний конкретных значений. 

Формула, составленная в алфавите логики высказываний с помощью ло-

гических операций , , , ,  называется словом, если любая высказыва-

тельная переменная является формулой. Подформулой формулы F(p1, p2, ...., pn) 

называется любое слово F(p1, p2, ...., pn), само являющееся формулой. 

Формула высказываний называется тавтологией (тождественно истин-

ной), если она принимает истинное значение при подстановке вместо перемен-

ных высказываний любых конкретных высказываний. Формула высказываний 

называется противоречием (тождественно ложной), если она принимает лож-

ное значение при подстановке вместо переменных высказываний любых кон-

кретных высказываний. 

Логическую операцию 𝑎 ⊕ 𝑏 можно выразить формулой, используя знаки 

основных логических операций , , , , .  

Формула q = F(p1, p2, ...., pn) определяет булеву функцию n переменных, 

если она содержит кроме переменных и скобок только знаки , , , , . 

Приведем пример, в котором используется понятие булевой функции.  

Пример. Составным элементом нервной системы является нейрон. Это 

устройство предназначено для того, чтобы не пропускать слабые возбуждения 

и передавать достаточно регулярные и сильные.  
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Одна из моделей нейрона. Нейрон 𝑁 имеет n входов, по которым в неко-

торый момент времени t могут поступать возбуждения. Если в момент t более h 

входов возбуждены, то на выход нейрона поступает возбуждение, в противном 

случае оно не поступает. Обозначим входы нейрона 𝑥1, …,𝑥𝑛. Будем говорить, 

что вход 𝑥𝑖  принимает значение 0 в момент t, если он не возбужден в этот мо-

мент, и значение 1, если 𝑥𝑖 возбужден в момент t. Состояние выхода 

𝐴ℎ(𝑥1,   … , 𝑥𝑛) однозначно определяется соотношением входов и числом h. Бу-

дем считать 𝐴ℎ(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 1, если среди значений 𝑥1, … , 𝑥𝑛 более h равняется 

1; 𝐴ℎ(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 0, если среди значений 𝑥1, … , 𝑥𝑛 не более h равняется 1.  

То есть 𝐴ℎ(𝑥1, … , 𝑥𝑛) является булевой функций n переменных. 

При вычислении значения булевой функции логические операции вычис-

ляются в указанном порядке (при отсутствии скобок): инверсия, конъюнкция, 

дизъюнкция, исключающее или, импликация, эквивалентность. Операции одно-

го приоритета выполняются слева направо. Порядок действий изменяется с по-

мощью скобок. 
 

2.3. Равносильные формулы логики высказываний.  

СДНФ, СКНФ 
 

Пусть булева функция задана таблицей истинности. Построим соответ-

ствующую ей формулу. 

В качестве примера построим формулу по табл. 2.1.   
 

Таблица 2.1 

 

 

 

 

 

 
 

Для построения формулы можно предложить такой алгоритм: выберем 

строки, соответствующие истинным значениям булевой функции, т. е. строки, 

где   F(p1, p2) = 1. 

Первой строке ставим в соответствие формулу p1  p2, четвертой – 

p1 p2, тогда формула будет иметь вид:  

F (p1, p2) = (p1  p2)  (p1 p2). 

Легко проверить, что табл. 2.1 является таблицей истинности для постро-

енной формулы.  

р1 p2 F(p1, p2) 

0 0 1 

0 1 0 

1 0 0 

1 1 1 
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Таким образом, F(p1, p2) построена как дизъюнкция конъюнкций. С дру-

гой стороны, табл. 2.1 реализует формулу 𝐹(𝑝1, 𝑝2) = 𝑝1 ⇔ 𝑝2. 

Мы увидели, что одну и ту же логическую функцию можно задать раз-

личными формулами. Такие формулы называются равносильными или эквива-

лентными.  

Элементарной конъюнкцией называется конъюнкция нескольких пере-

менных, взятых с отрицанием или без отрицания, причем среди переменных 

могут быть одинаковые.  

Элементарной дизъюнкцией называется дизъюнкция нескольких пере-

менных, взятых с отрицанием или без отрицания, причем среди переменных 

могут быть одинаковые. 

Дизъюнкцию элементарных конъюнкций называют дизъюнктивной нор-

мальной формой (ДНФ). Всякую конъюнкцию элементарных дизъюнкций 

называют конъюнктивной нормальной формой (КНФ). 

Совершенной ДНФ (СДНФ) называется ДНФ, в которой нет равных эле-

ментарных конъюнкций и все они содержат одни и те же переменные, причем 

каждую переменную только один раз (возможно, с отрицанием).   

Совершенной КНФ (СКНФ) называется КНФ, в которой нет равных эле-

ментарных дизъюнкций и все они содержат одни и те же переменные, причем 

каждую переменную только один раз (возможно, с отрицанием). Для перемен-

ных X, Y, Z справедливо: 
 

Название Примеры 

Элементарная  

дизъюнкция 

X V X 

X V Z 

X V Y V Z 

Элементарная  

конъюнкция 

X  X 

X  Z 

X  Y  X  

ДНФ 
XX V XYZ 

XY V Y V XZ 

КНФ 
(X V Y V X)  (X V Z) 

X  (X V Y)  (Y V Z) 

СДНФ XYZ V XYZ 

СКНФ (X V Y V Z)  (X V Y V Z) 
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Покажем, как по таблице истинности можно получить СДНФ и СКНФ. 

Пусть логическая функция задана табл. 2.2.  
 

Таблица 2.2 

X Y F(X, Y) 

0 0 0 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0 

 

Тогда 

СДНФ | СКНФ 

1. Отметим строки таблицы, выходы которых равны:  

1  

X Y f(X, Y) 

0 0 0 

0 1 1* 

1 0 1* 

1 1 0 
 

| 

0  

X Y f(X, Y) 

0 0 0* 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0* 
 

2. Выписываем для отмеченных строк комбинацию переменных через знак  

конъюнкции () | дизъюнкции (V) 

Расставим знаки операции отрицания по правилу: 

если переменная равна 1, то пи-

шем саму переменную, если она 

равна 0, то пишем ее отрицание. 

(X  Y) для 2-й строки 

(X  Y) для 3-й строки  

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

если переменная равна 0, то пи-

шем саму переменную, если она 

равна 1, то пишем ее отрицание. 

(X V Y) для 1-й строки 

(X V Y) для 4-й строки  

3. Все полученные выражения связываем операцией  

дизъюнкция 

(X  Y) V (X  Y)  

| 

| 

| 

| 

конъюнкция 

(X V Y)  (X V Y)  
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Простейшие равносильности: 

 

1. Законы двойного отрицания: aa  . 

2. Законы коммутативности: а  b = b  a, а  b = b  a. 

3. Законы ассоциативности: 

(а  b)  c = a  (b  c); (a  b)  c = a  (b  c). 

4. Законы дистрибутивности: а  (b  c) = (a  b)  (a  c);  

a  (b  c) = (a  b)  (a  c). 

5. Законы де Моргана:a b a b a b a b     ; .  

6. Законы поглощения: а  a = a;    a  a = a. 

7. а  1 = a, a  1 = 1. 

8.  a  0 = 0; a  0 = a. 

9. a a = 0; a a = 1. 

10. a  b =a  b. 

11. Закон контрацепции (правило перевертывания): 

 a  b =b  a. 

12. a  b = (a  b)  (b  a) = (a  b) (a b). 

13. a b=a b  . 

Покажем, что СДНФ и СКНФ, полученные по табл. 2.2, эквивалентны. 

Для этого преобразуем СКНФ по правилам алгебры логики:  

(X V Y)  (X V Y) = XX V XY V XY V YY = XY V X  Y.  

Рассуждение (высказывание) называется логически правильным, если 

формула, представляющая его, тождественно истинна.   

 

2.4. Примеры 

 

1. Представить логическими формулами высказывания: 

1) «Сегодня понедельник или вторник»; 2) «Идет дождь или снег»; 

3) «Если идет дождь, то крыши мокрые. Дождя нет, а крыши мокрые»; 4) «Что 

в лоб, что по лбу». 

Решение. 1) a – Сегодня понедельник, b – Сегодня вторник. Сегодня по-

недельник или вторник – a  b; 

2) a – Идет дождь, b – Идет снег. Идет дождь или снег – ab; 

3) a – Идет дождь, b – Крыши мокрые. Если идет дождь, то крыши мок-

рые. Дождя нет, а крыши мокрые – (a → b) ∧ (¬a ∧ b); 

4) а  – В лоб, b – По лбу. Что в лоб, что по лбу – a  b. 
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2. Упростить формулы: 

а) F = (p1  p2)  ((p2  p3) (p1  p2  p3). 

Решение.  

Удалить всюду логическую операцию «»: 

F = (р1  р2)  ((р2  р3)((р1  р2)  р3). 

Используем закон де Моргана:  

F = р1  р2  р2  р3  р1  р2  р3. 

Применим свойство дистрибутивности:  

F = (р1  р1)  р2  р2  р3  р3. 

(р1  р1) = 1, следовательно, F = р2  р2  р3  р3; 

Еще раз применяем свойство дистрибутивности: 

F = р2  (р2  р3)  (р3  р3) =р2  (р2  р3). 

Применим свойство ассоциативности: 

F = (р2  р2)  р3 = 1. 

б) F = (р1  р2)  (р3  р4)  (р1  р2)  (р3  р4). 

Решение. Применяем действия, аналогичные предыдущему примеру:  

F = (р1  р2)  (р3  р4)  (р1  р2)  (р3  p4) = р1  р2  (р3  р4)   р1  

р2  (р3  р4) = (р1  р1)  р2  (р3  р4) = р2  (р3  р4). 

3. Записать СДНФ и СКНФ для функции, заданной таблицей истинности.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение.  

a) формула СДНФ: F(a, b, c) = a  b  c  a  b  c  a  b  c  a 

 b  c; 

 

a b c F(a, b, c) 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 1 

1 0 1 0 

1 1 0 0 

1 1 1 1 
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б) формула СКНФ: F (a, b, c|) = (a  b  c)  (a  b  c)  (a  b  c)  

(a  b  c). 

4. Построить таблицу истинности для формулы F = ¬(𝑎 → ¬𝑏) ∧ 𝑐. 

Решение.  Определим порядок выполнения операций в формуле 

¬
3

  (𝑎 →
2

 ¬
 1

𝑏) ∧
4

𝑐. 

 

𝑎 b  𝑐 ¬𝑏 
𝑎
→ ¬𝑏 

¬(𝑎
→ ¬𝑏) 

¬(𝑎
→ ¬𝑏) ∧ 𝑐 

0 0 0 1 1 0 0 

0 0 1 0 1 0 0 

0 1 0 0 1 0 0 

0 1 1 0 1 0 0 

1 0 0 1 1 0 0 

1 0 1 1 1 0 0 

1 1 0 0 0 1 0 

1 1 1 0 0 1 1 
 

2.5. Упражнения для закрепления материала 
 

1. Какое из выражений не является высказыванием? 

а) А – В; б)  Ā ; в) A => B => С; г) А. 

2. Из определения логической формулы определить, являются ли форму-

лами выражения, и объяснить почему. 

а) (((𝐴 ∨ 𝐵) → ¬𝐶) ∼ 𝐷) ∧ ((𝐴 ⊕ 𝐶) → ¬𝐷); 

б) ((𝐴 ⊕ ¬𝐵) → 𝐶) ∼ (𝐷 ∧→ 𝐵). 

3. Записать логическими формулами высказывания:  

а) Если поздно ложишься спать и пьешь много кофе, то с утра либо болит 

голова, либо плохое настроение. 

б) Если небо облачное, то идет дождь, а если небо ясное, то дождя не будет.  

4. Выбрать верные формулы для высказываний:  

а) Если студент не занимается, то он не сдаст экзамен»: 

1) 𝑎 → 𝑏; 2) 𝑎 → 𝑏; 3) 𝑎 ∼ 𝑏; 4) 𝑎 ∼ 𝑏; 

б) Число 14 делится на 7 и не делится на 8: 

1) 𝑎 ∧ 𝑏; 2) 𝑎 ∨ 𝑏; 3) 𝑎 ∨ 𝑏; 4) 𝑎 ∧ 𝑏. 

5. Даны два высказывания: А – «Сегодня на ужин будет суп», В – «Сего-

дня на ужин будет пюре». Какое из высказываний соответствует формуле a b ?  

1) «Сегодня на ужин будет суп только вместе с пюре»; 

2) «Сегодня на ужин будет суп и пюре»; 
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3) «Если сегодня на ужин будет суп, то будет и пюре»; 

4) «Сегодня на ужин будет суп или пюре». 

6. Записать логической формулой высказывание: «Если фирма продолжа-

ет выпуск товара и ориентирована на существующий рынок, то для нее целесо-

образна либо стратегия «малого корабля», либо «экономия издержек». Такой 

подход эффективен, если интенсивный маркетинг – стратегический хозяй-

ственный фактор, но слабая сторона фирмы. Если интенсивный маркетинг – 

сильный стратегический фактор и сильная сторона фирмы, то ей следует вы-

брать стратегию захвата новых рынков сбыта товара». 

7. Записать формулами логики высказываний два определения равенства 

множеств.  

Определение 1. Множества X и Y равны, если для любого элемента a из 

условия, что a принадлежит X, следует a принадлежит Y, если a не принадле-

жит X, следует a не принадлежит Y. 

Определение 2. Множества X и Y равны, если для любого элемента a из 

условия, что a принадлежит X, следует a принадлежит Y, если a принадлежит Y, 

следует a принадлежит X. 

8.  Какая формула равносильна операции 𝑥 ∼ 𝑦? 

1) �̄� ∧ 𝑦 ∨ 𝑥 ∧ �̄� ; 2) 𝑥 ∧ 𝑦 ∨ �̄� ∧ �̄� ; 3) �̄� ∨ 𝑦 ; 4) (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (�̄� ∨ �̄�). 

9. Какая из таблиц истинности соответствует высказыванию ā ∧ b? 

 

1)         2)  

 

3)  4)  

 

10. Упростить формулу 𝑎 ⊕ 𝑏 ⇒ 𝑐 ∨ 𝑎 ∧ 𝑎 ∧ 𝑏. Проверить преобразова-

ние, составив таблицу истинности формулы 𝑎 ⊕ 𝑏 ⇒ 𝑐 ∨ 𝑎 ∧ 𝑎 ∧ 𝑏. 
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11. С помощью таблиц истинности проверить, являются ли эквивалент-

ными высказывания: 

а)𝑓1 = 𝑎 ∧ (𝑏 ⇒ 𝑐) и 𝑓2 = (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑐); 

б) 𝑓1 = 𝑎 ⇒ (𝑏 ⊕ 𝑐) и 𝑓2 = (𝑎 ⇒ 𝑏) ⊕ (𝑎 ⇒ 𝑐); 

в) 𝑓1 = 𝑎 ∧ (𝑏 ⇒ 𝑐) и 𝑓2 = (𝑎 ∧ 𝑏) ⇒ (𝑎 ∧ 𝑐); 

г) 𝑓1 = 𝑎 ∨ (𝑏 ⇒ 𝑐) и 𝑓2 = (𝑎 ∨ 𝑏) ⇔ (𝑎 ∨ 𝑐). 

12. Доказать эквивалентность формул:  

𝑓1 = (𝑎 ∧ 𝑏 ∨ (𝑎 ⇒ 𝑏 ∧ 𝑐)) ⇔ (𝑎 ⇒ 𝑏) ⇒ 𝑐; 

𝑓2 = (𝑎 ⇒ 𝑏) ⊕ (𝑏 ⊕ 𝑐). 

13. Упростить формулу 𝑎 ⇒ 𝑏 ∧ 𝑐 ∨ 𝑏 при заданных значениях логических 

переменных: 

а) а = 0; б) а = 1; в) b = 0; г) b = 1; д) с = 0; е) с = 1. 

14. Проверить правильность рассуждения: 

«Если Марианна не дочь дона Педро, то либо Хосе Игнасиас – отец Ма-

рианны, либо Луис Альберто не ее брат. Если Луис Альберто – брат Марианны, 

то Марианна – дочь дона Педро и Хосе Игнасиас лжет. Если Хосе Игнасиас 

лжет, то либо Луис Альберто не брат Марианны, либо Хосе Игнасиас ее отец. 

Следовательно, Марианна – дочь Педро».  

15. Из предложенных формул найти СДНФ функции (𝑥 ⇔ 𝑦) ∧ 𝑧.  

1) (𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧) ∨ (�̄� ∧ �̄� ∧ �̄�); 2) (𝑥 ∧ �̄� ∧ 𝑧) ∨ (�̄� ∧ �̄� ∧ 𝑧); 

3) (�̄� ∧ 𝑦 ∧ �̄�) ∨ (�̄� ∧ �̄� ∧ 𝑧); 4) (𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧) ∨ (�̄� ∧ �̄� ∧ 𝑧). 

16. Найдите СДНФ и СКНФ функции, заданной таблицей истинности, 

и упростите. 

a b c f 

0 0 0 1 

0 0 1 0 

0 1 0 0 

0 1 1 1 

1 0 0 0 

1 0 1 1 

1 1 0 0 

1 1 1 1 
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17. Найдите СДНФ и СКНФ функции, заданной таблицей истинности, 

и упростите 

a b c f 

0 0 0 1 

0 0 1 1 

0 1 0 0 

0 1 1 0 

1 0 0 0 

1 0 1 1 

1 1 0 0 

1 1 1 0 

 

18. Логическую функцию f = (𝑎 ⇔ 𝑏) ⇒ ((𝑎 ∨ 𝑐) ∧ 𝑏) представить в виде 

СДНФ. 

19. Логическую функцию f = 𝑎 ∨ 𝑏 ⇒ 𝑎 ∧ 𝑐 ∧ 𝑏 представить в виде СДНФ и 

упростить. 

 

Ответы 

 

1. а) 2.  а) выражение является формулой; б) не является формулой.  

3. а)  𝑎 ∧ 𝑏 → 𝑐 ∨ 𝑑; б)  (𝑎 → 𝑏) ∧ (𝑎 → 𝑏). 4. а) 2); б) 4). 5. 4). 6. (𝑎 ∧ 𝑏 →

(𝑐 ∼ 𝑑)) ∧ (𝑒 ∧ 𝑓 → (𝑐 ∼ 𝑑)) ∧ ((𝑒 ∧ ℓ) → 𝑚). 7. ((𝑎 → 𝑏) ∧ (¬𝑎 → ¬𝑏)) → 𝑐; 

((𝑎 → 𝑏) ∧ (𝑏 → 𝑎)) → 𝑐. 8. 2). 9. 2). 10. 1). 11. а) да; б) нет; в) нет; г) да. 13. а) 1; 

б) 𝑐 ∧ 𝑏; в) a ; г) 𝑎 ⇒ 𝑐; д) 𝑎 ∨ 𝑏; е) 1. 15. 4). 16. 𝑏 ∧ 𝑐 ∨ 𝑏 ∧ (𝑎 ⇔ 𝑐). 17. 𝑏 ∧

(𝑎 ∨ (𝑎 ∧ 𝑐)). 18. 𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑐 ∨ 𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑐 ∨ 𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑐 ∨ 𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑐 ∨ 𝑎 ∧ 𝑏 ∧ 𝑐. 19. 𝑎 ∧ 𝑏. 
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Глава 3. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ 

 

3.1. Основные понятия 

 

Теория графов широко используется в различных областях науки и тех-

ники, в экономике и социологии. На языке теории графов легко формулируют-

ся и решаются многие задачи управления, в том числе задачи сетевого плани-

рования, управления, анализа и проектирования различных организационных 

структур, задачи принятия решений в условиях неопределенности.  

Теория графов – раздел дискретной математики, использующий геомет-

рический подход к изучению объектов. 

Различные процессы, системы или явления удобно представлять в виде 

диаграмм (графов), т. е. в виде совокупности объектов двух видов: точек – вер-

шин, соответствующих реальным исследуемым объектам, и соединяющих вер-

шины линий – ребер, реализующих существующие связи между объектами. 

При этом, как правило, несущественны геометрические свойства ребер и вза-

имное расположение вершин на плоскости.  

Например, на рис. 3.1, изображен граф, в котором точки – вершины гра-

фа – можно интерпретировать как города, а линии, соединяющие вершины, – 

ребра – как дороги, соединяющие эти города. 

 

 

                                    

Рис. 3.1 

 

Основы теории графов были заложены Л. Эйлером при разработке за-

мкнутого маршрута при движении по мостам в Кенигсберге. В Кенигсберге по-

середине реки находится два острова. Острова соединяются между собой 

и с берегами реки семью мостами. Если каждый отделенный участок суши обо-

значить точкой, а каждый мост изобразить «ребром», то получится следующая 

схема (рис. 3.2). 
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Рис. 3.2 

 

Эйлер решил популярную в то время задачу: можно ли спланировать про-

гулку таким образом (обойти граф), чтобы по каждому мосту пройти только 

один раз и вернуться в начальное положение? Он нашел критерий существова-

ния в графе специального маршрута (так называемого эйлерова цикла).  

Точку (вершину) назовем четной, если из нее выходит четное число ре-

бер, и нечетной в противном случае. Решение Эйлера состояло в следующем. 

Граф можно «обойти», если число нечетных вершин равно 0 или 2. В задаче 

о мостах все четыре вершины являются нечетными, поэтому обойти все мосты, 

побывав на каждом ровно один раз, нельзя. 

В дальнейшем инженер-электрик Кирхгоф развил теорию графов и разра-

ботал теорию деревьев для решения систем линейных уравнений, описываю-

щих работу электрических цепей, а химик Кэли использовал теорию графов для 

решения задач органической химии при изучении изомеров углеводородов 

с заданным числом атомов.  

Дадим математическое определение графа. 

Графом G = {V, E} называется совокупность множества V = {a1, a2, ..., an} 

(множество точек – вершин графа) и множества Е = {(ai, aj)}, i, j = 1, 2, … n  

(множество неупорядоченных или упорядоченных пар его вершин). Неупоря-

доченные пары вершин называются ребрами и изображаются отрезками кри-

вых, упорядоченные пары вершин называются дугами или направленными реб-

рами, изображаются направленными отрезками кривых (направление указыва-

ется стрелочкой, направленной от вершины, называемой началом дуги, к вер-

шине, называемой концом).  

Граф G можно рассматривать как бинарное отношение множеств V, E.  

Граф, содержащий только ребра, называется неориентированным или  

н-графом, граф, содержащий только дуги – ориентированным или орграфом. 

Если пара вершин соединена двумя или более ребрами (дугами), такие ребра 

(дуги) называются кратными (параллельными). Дуга (или ребро), которая 

начинается и оканчивается в одной и той же вершине, называется петлей. 
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Вершины, соединенные ребром (или дугой), называются смежными. Реб-

ро (дуга) (ai, aj) инцидентно вершинам ai и aj, если оно соединяет эти вершины. 

Вершины ai, aj – смежные или инцидентные ребру (ai, aj). Два ребра называют-

ся смежными, если они инцидентны одной вершине. Вершины, не инцидент-

ные ни одному из ребер, называются изолированными. 

Как уже говорили, граф можно представить в пространстве графически 

множеством точек, соответствующих вершинам, соединенных линиями, соот-

ветствующих ребрам (дугам), так называемой диаграммой графа. В орграфе 

дуги это линии со стрелочкой, в н-графе ребра на диаграмме изображаются от-

резками прямых или дугами линий.  

Граф, имеющий кратные ребра, называется мультиграфом, не имеющий 

кратных ребер – простым графом.  

Степенью (валентностью) вершины ai,  (ai) неориентированного графа 

G называется число ребер, ей инцидентных. Вершина называется нечетной 

(четной), если ее степень – нечетное (четное) число.  

Для вершин орграфа определяются две локальные степени: 1(ai) – число 

дуг, выходящих из вершины; 2(ai) – количество дуг, входящих в вершину.   

Граф называется конечным, если множество его элементов (вершин и ре-

бер) конечно. Граф без петель и кратных ребер называется полным, если каждая 

пара вершин соединена ребром.  

Пример ориентированного графа G = (V, E), V = {v1, v2, v3, v4}, E = {x1 = 

(v1, v2), x2 = (v1, v2), x3 = (v2, v2), x4 = (v2, v3)} приведен на рис. 3.3.  Вершина v4 – 

висячая. 
 

 

Рис. 3.3 

 

На рисунке 3.4 изображен неориентированный граф G = (V, Е), V = {v1, v2, 

v3, v4, v5}, Е = {x1={v1, v2}, x2 = {v2, v3}, x3 = {v2, v4}, x4 = {v3, v4}}. 
 

 

Рис. 3.4 
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Приведем примеры полных графов: 

 

1. Полный граф с одной вершиной (рис. 3.5). 

 

 

Рис. 3.5 

 

2. Полный граф с двумя вершинами (рис. 3.6). 

 

 

 

 

Рис. 3.6 

 

3.   Полный граф с пятью вершинами (рис. 3.7). 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 3.7 

 

Граф  G = {V, E} называется двудольным, если множество его вершин V 

разбивается на два непересекающихся подмножества V1  и V2  (V = V1 + V2), 

причем каждое ребро графа имеет один конец из V1, другой – из V2 . 

 

Двудольный граф называется полным, если каждая вершина одного под-

множества соединена ребром с каждой вершиной другого подмножества.  

Пример полного двудольного графа (рис. 3.8). 

 

 

 

 

 
 

Рис. 3.8 
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Дополнением графа G называется граф 𝐺, имеющий те же вершины, что 

и граф G, и содержащий только те ребра, которые нужно добавить к графу G, 

чтобы получить полный граф. 

Подграфом Ga графа G называется граф, в который входит лишь часть 

вершин графа G вместе с дугами (ребрами), их соединяющими.  

Частным графом Gb называется граф, в который входит лишь часть дуг 

(ребер) графа G вместе с вершинами, их соединяющими. Например, карта шос-

сейных дорог – это граф, дороги Казани – это подграф, главные дороги – част-

ный граф. 

В орграфе источником называется вершина, для которой 1(ai) > 0, 2(ai) = 0, 

стоком называется вершина, для которой 1(ai) = 0, 2(ai) > 0. 

Каждому неориентированному графу можно поставить в соответствие 

ориентированный граф с тем же множеством вершин, в котором каждое ребро 

может быть заменено двумя ориентированными дугами, инцидентными тем же 

вершинам и имеющими противоположные направления. 

Пусть G – неориентированный граф.  

Маршрутом в графе G = {V, E}, V = {a1, a2, ..., an}, E = {e12 = (a1, a2),.. ek–1k 

= (ak–1, ak)} называется такая последовательность ребер М = {e12, e23, ..., ek–1k}, 

что  два соседних ребра имеют общую инцидентную вершину, а1 – начальная, 

аk – конечная вершины. Длиной маршрута называется число ребер маршрута. 

Маршрут М называется цепью, если все его ребра различны, и простой цепью, 

если все его вершины, кроме, может быть, первой и последней, различны. Га-

мильтоновой цепью называется простая цепь, содержащая все вершины графа. 

Цепь называется циклом, если ее первая и последняя вершины совпадают, про-

стым циклом, если все ее вершины, кроме первой и последней, различны. 

Например, для графа на рис. 3.9а имеем: abdbe – маршрут, но не цепь, 

abcdbe – цепь, но не простая, abe – простая цепь.   

 
 

Для графа на рисунке 3.9а acbdeba – цикл, но не простой, acdeba – про-

стой цикл. В частности, любая петля является циклом. 

Граф называется связным, если любая пара его вершин соединяется це-

пью. В противном случае граф называется несвязным. 

          а)                                               б)               

Рис. 3.9 
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Например, граф на рис. 3.9а – связный, на рис. 3.9б – несвязный. 

Будем говорить, что маршрут соединяет первую и последнюю вершины. 

Если существует маршрут, то последняя его вершина называется достижимой 

из первой вершины. Таким образом, граф связанный, если любая его вершина 

достижима из любой другой вершины. Несвязный граф распадается на не-

сколько частей, каждая из которых является связным графом. Эти части назы-

ваются компонентами связности графа. 

Ребро называется циклическим, если оно входит хотя бы в один цикл гра-

фа. В противном случае ребро называется ациклическим. 

Утверждение. Если у связного графа удалить циклическое ребро, то 

вновь полученный граф останется связным, а если удалить ациклическое ребро, 

то граф распадется на два компонента связности. 

Связный неориентированный мультиграф называется эйлеровым, если 

существует цикл, содержащий все ребра графа (эйлеров цикл). 

Неориентированный связанный мультиграф G эйлеров тогда и только то-

гда, когда степени его вершин четны. 

Связный неориентированный граф G называется гамильтоновым, если 

существует простой цикл, проходящий через каждую вершину графа (гамиль-

тонов цикл).  

Утверждение. Число всех гамильтоновых контуров в полном графе на n  

вершинах равно ( 1)n  . 

Связный неориентированный конечный граф без циклов (в частности, без 

петель и кратных ребер) называется деревом (связный граф, у которого все реб-

ра ациклические). Несвязный неориентированный граф без циклов называется 

лесом, а его связные компоненты – деревьями.  

Любая часть леса или дерева также является лесом или деревом. Любая 

цепь в таком графе является простой.  

Например, на рис. 3.10а граф – дерево, на рис. 3.10б – лес. 

 

 

 

 

              а)                                           б)  

 

Рис. 3.10 
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Свойства деревьев 

 

1. Чтобы простой связный граф был деревом, необходимо и достаточно, 

чтобы число вершин было больше числа ребер на один. 

2. Чтобы граф был деревом, необходимо и достаточно, чтобы любые две 

вершины его соединялись единственным маршрутом. 

3. Граф будет деревом тогда и только тогда, когда добавление любого но-

вого ребра приводит к появлению ровно одного цикла. 

 

Остовом графа G = {V, E} называется дерево H = {V, E*}, E*  E. 

Остов – дерево, содержащее все вершины графа и какие-то из его ребер. 

Для неориентированного графа справедливы утверждения:  

1. Если конечный граф без петель имеет n вершин и m ребер, то 

 ∑ ρ
𝑖

= 2𝑚𝑛
𝑖=1 . 

2. Число нечетных вершин любого графа – четно. 

3. В любом графе с n вершинами (n > 2)  всегда найдутся не менее двух 

вершин с одинаковыми степенями. 

Теперь пусть G – ориентированный граф (орграф).  

Путем в орграфе G = {V, E} называется последовательность ориентиро-

ванных ребер, в которой конец каждого предыдущего ребра совпадает с нача-

лом следующего, кроме, может быть, последнего. Контуром в орграфе называ-

ется замкнутый путь, в котором вершины не повторяются (кроме первой и по-

следней). Орграф, в котором нет ни одного контура, называется бесконтурным. 

Как уже было сказано ранее, длиной маршрута (пути) в графе (орграфе) 

называется количество ребер (дуг), входящих в него. 

Маршрут (путь) из вершины 𝑎𝑖 в вершину 𝑎𝑘 при 𝑎𝑖 ≠ 𝑎𝑘 называется ми-

нимальным, если он имеет наименьшую длину среди всех маршрутов (путей) 

графа (орграфа) из 𝑎𝑖 в 𝑎𝑘. 

Если на множестве ребер (дуг) Е графа (орграфа) определена некоторая 

функция L, называемая весовой, такая, что 𝐿 : 𝐸 → 𝑅, где R – множество дей-

ствительных чисел, то граф (орграф) называется нагруженным или взвешен-

ным. Другими словами, в нагруженном графе (орграфе) каждому ребру (дуге) 

𝑒 ∈ 𝐸 поставлено в соответствие некоторое действительное число 𝐿(𝑒), называ-

емое длиной или весом ребра (дуги).  

Длиной маршрута (пути) в нагруженном графе (орграфе) называется сум-

ма длин ребер (дуг), входящих в этот маршрут (путь), при этом длина каждого 

ребра (дуги) учитывается столько раз, сколько раз она входит в маршрут (путь). 
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Минимальным маршрутом (путем) в нагруженном графе (орграфе) из 

вершины 𝑎𝑖 в вершину 𝑎𝑘 при 𝑎𝑖 ≠ 𝑎𝑘 называется маршрут (путь), длина кото-

рого принимает наименьшее значение по сравнению с длинами всех маршрутов 

(путей) из 𝑎𝑖 в 𝑎𝑘.  

При решении ряда практических задач требуется определить в данном 

графе маршрут, обладающий определенным заданным свойством, например, 

имеющий минимальную или максимальную длину из всех существующих 

маршрутов, соединяющих те же вершины. 

Опишем одно из возможных решений задачи о нахождении минимально-

го пути в нагруженном орграфе 𝐺(𝑉, 𝐸), где 𝑉 = {𝑎1,  𝑎2, … , 𝑎𝑛}. 

Матрицей длин дуг нагруженного орграфа 𝐺(𝑉, 𝐸) называется квадратная 

матрица 𝐶(𝐺) порядка 𝑛, элементы которой находятся по следующему правилу: 

𝑐𝑖𝑗 = {
𝐿(𝑎𝑖 , 𝑎𝑗),  если (𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) ∈ 𝐸;

∞,  если (𝑎𝑖 , 𝑎𝑗) ∉ 𝐸.
 

Под величиной λ𝑖
(𝑘)

, где 𝑖 = 1,  2, … ,  𝑛, 𝑘 = 0,  1,  2, …, понимается длина 

минимального пути из вершины 𝑎1 в вершину 𝑎𝑖, содержащего не более 𝑘 дуг. 

Если же в орграфе такого пути нет, т. е. если вершина 𝑎𝑖 не достижима из вер-

шины 𝑎1, то λ𝑖
(𝑘)

= ∞. 

Значения λ𝑖
(𝑘)

 вычисляются с помощью рекуррентных формул: 

1) 0
)(


k
i , если 1,0  ik ; 

 

2)   ( 1) ( )

1
min 0; min

 
   k k

i j ji
j n

c , если 1,,2,1  ik  ; 

 

3) 
 )1(k

i , если nik ,,3,2,0  ; 

 

4)  ( 1) ( )

1
min

 
   k k

i j ji
j n

c , если nik ,,3,2,,2,1    

и записываются в виде таблицы, где i  – номер строки, k  – номер столбца. 

При этом сначала определяются все 
)0(

i , далее с помощью рекуррентных фор-

мул вычисляются 
)1(

i , 
)2(

i  и т. д. 

Алгоритм Форда–Беллмана позволяет по таблице величин 
)(k

i определять 

минимальный путь в нагруженном орграфе G  из вершины 1a  в любую дости-

жимую вершину, например 
1i

a  ( 11 i ), и заключается в следующем: 
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1) построить матрицу длин дуг орграфа 𝐺; 

2) построить таблицу значений )(k
i , где ni ,,2,1  , 1,,1,0  nk  ; 

3) по таблице значений 
)(k

i  найти величину )1(

1

 n
i ; если 

 )1(

1

n
i , то вер-

шина 
1i

v  не достижима из вершины 1v  и работа алгоритма на этом заканчивает-

ся, иначе перейти к шагу 4; 

4) найти наименьшее число дуг 1k  из условия 
)1()(

1

1

1




n
i

k
i ; 1k  – мини-

мальное число дуг, за которое вершина 1i
v  достигается из вершины 1v ; 

5) последовательно определить номера вершин 132 1
,,, kiii  , которые при-

сутствуют в искомом пути, из условий 
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6) искомый минимальный путь запишется в виде 

1 3 2 11 1
1 k ki i i i ia a a a a a . 

Замечания: 

– этот алгоритм можно применять также к решению задачи нахождения 

минимального пути из вершины 1a  в вершину 
1i

a  с заданным количеством дуг 0k , 

тогда в пункте 3 алгоритма нужно находить и анализировать величину 
)( 0

1

k
i ;  

– при решении задачи для нахождения максимального пути предвари-

тельно надо перейти к орграфу с противоположными величинами длин дуг, за-

тем при получении величины искомого пути снова поменять знак на противо-

положный; 

– если рассматривается задача нахождения минимального пути в мульти-

графе, то из кратных дуг выбирают дуги, которые имеют наименьшую длину. 

 

3.2. Различные способы задания графов.  

Матрицы смежности и инцидентности 
 

Граф можно задать аналитически (как бинарное отношение множеств), 

геометрически (диаграммой графа) или матричным способами (матрицей 

смежности или матрицей инцидентности).  
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Аналитическое и графическое задания графа мы уже видели ранее.  

Матрицей смежности графа G = (V, E), V = {a1, a2, ..., an} называется 

квадратная матрица (ij), n-го порядка, столбцам и строкам которой соответ-

ствуют вершины графа. Для неориентированного графа число ij равно числу 

ребер, инцидентных ai и aj. Для орграфа ij равно числу ребер с началом в ai 

и концом в aj. 

Граф считается полностью заданным, если нумерация его ребер и вершин 

зафиксирована.  

Два графа равны, если множества их вершин и ребер (дуг) совпадают.  

Один и тот же граф можно изобразить разными диаграммами. Такие диа-

граммы называются изоморфными. Графы, отличающиеся только нумерацией 

вершин, называются изоморфными.  

Матрицей инцидентности графа G = (V, E) называется матрица (ε𝑖𝑗) 

размера m×n (m – число вершин, n – число ребер), столбцам и строкам которой 

соответствуют вершины и ребра. На пересечении i-й вершины и j-го ребра для 

неориентированного графа ставится 1, если они инцидентны, 0 – если нет; для 

орграфа: –1, если вершина – начало дуги, 1 – если конец, 0 – если вершина 

и дуга не инцидентны, если дуга – петля, проставляется любое другое число. 

 

3.3. Примеры применения теории графов 

 

3.3.1. Алгоритм Краскала 

 

Рассмотрим следующую задачу. Нужно построить сеть дорог, соединяю-

щих n  определенных городов так, чтобы из каждого города можно было бы до-

браться до любого другого города. Предположим, что для каждой пары городов 

известна стоимость строительства дороги между ними. Как построить дерево, 

соединяющее эти n  городов, чтобы общая стоимость строительства была ми-

нимальной? 

Алгоритм решения данной задачи известен под названием алгоритма 

Краскала. 

Задача о соединении городов сводится к нахождению остова наименьше-

го веса. 

Теорема . Пусть 𝐺 – связный граф. Тогда следующая процедура приво-

дит к решению задачи о соединении городов: 

1. Выберем ребро 𝑒1, обладающее в 𝐺 наименьшим весом. 
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2. Определим по индукции последовательность ребер 𝑒2, 𝑒3, . . . , 𝑒𝑛−1 та-

ким образом, что на каждом шаге выбирается ребро, отличное от предыдущих, 

не образующее циклов с множеством предыдущих ребер и обладающее среди 

таких ребер наименьшим весом. 

Полученный подграф 𝑇 графа 𝐺, ребрами которого являются 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛−1, 

и есть требуемое дерево. 

Проиллюстрируем этот алгоритм на примере. 

Пусть матрица стоимостей строительства дорог между шестью городами 

имеет вид:  

 

 1 2 3 4 5 6 

1  13 14 12 15 16 

2   9 7 5 6 

3    8 11 10 

4     1 2 

5      2 

6       

 

Знак  обозначает, что дороги нет. 

Требуется найти остов наименьшего веса. 

Сначала выбираем ребро 1 (4,5)e   наименьшего веса 1. Далее берем реб-

ро 2 (4,6)e   наименьшего веса 2. Следующим ребром наименьшего веса является 

ребро (5,6) . Но оно образует цикл с предыдущими двумя ребрами. Поэтому мы 

его пропускаем и берем следующее ребро наименьшего веса 3 (2,5)e  . Далее ре-

бра (2,6)  и (2,4)  образуют циклы с предыдущими ребрами. Мы их пропускаем 

и берем ребро 4 (3,4)e  . Ребра (2,3) , (3,6)  и (3,5)  мы взять не можем, поэтому сле-

дующим ребром, удовлетворяющим условиям алгоритма, будет ребро 5 (1,4)e  . 

Ребра 1 2 3 4 5, , , ,e e e e e  образуют остов наименьшего веса 28. Соответствующий план 

дорог изображен ниже. 

 

Рис. 3.11 

1

2

3

4

5

6
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3.3.2.  Метод ветвей и границ. Задача коммивояжера 

 

Метод ветвей и границ применяется для решения задачи, которую часто 

называют задачей коммивояжера. 

Имеется 𝑛 пунктов. Нужно обойти все пункты и вернуться в исходный 

пункт. Для каждой пары пунктов А и В задана «стоимость» пути из А в В. Тре-

буется найти простой цикл, проходящий через все пункты с наименьшей сум-

марной стоимостью. Очевидно, не имеет значения, из какого пункта начинать 

маршрут. 

Метод ветвей и границ во многих случаях позволяет сократить полный пе-

ребор всех вариантов при решении задачи коммивояжера.  

Суть этого метода рассмотрим на следующем примере. 

Пусть дана следующая матрица стоимостей путей между пятью пунктами. 

 

 1 2 3 4 5 

1  30 40 15 6 

2 10  18 7 9 

3 20 30  0 10 

4 25 10 35  5 

5 9 8 7 6  

 

Элемент 𝑎𝑖𝑗 этой матрицы равен стоимости переезда из пункта 𝑖 

в пункт 𝑗. Матрица не обязательно должна быть симметричной, например, если 

пункты 𝑖 и 𝑗 соединяет улица с односторонним движением, а роль стоимости 

переезда играет время, то элементы 𝑎𝑖𝑗 и 𝑎𝑗𝑖 будут разными.  

Опишем алгоритм решения задачи. Из каждой строки данной матрицы 

вычтем минимальный элемент. 

 

 1 2 3 4 5 

1  24 34 9 0 

2 3  11 0 2 

3 20 30  0 10 

4 20 5 30  0 

5 3 2 1 0  
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Сумма элементов, которые мы вычли, равна 1 6 7 0 5 6 24h       . По-

скольку в каждом контуре имеется ребро с началом в каждой из вершин, то 

стоимость каждого из возможных маршрутов уменьшилась на одну и ту же ве-

личину 24, и поэтому оптимальный маршрут для этих двух матриц будет одним 

и тем же. 

Теперь совершим аналогичную операцию для столбцов матрицы. 
 

 1 2 3 4 5 

1  22 33 9 0 

2 0  10 0 2 

3 17 28  0 10 

4 17 3 29  0 

5 0 0 0 0  

 

Сумма элементов, которые мы вычли, равна 2 6h  . Величина 

1 2 30h h h    называется константой приведения. В результате этих двух опе-

раций стоимость каждого маршрута уменьшилась на 30, и поэтому оптималь-

ный маршрут останется неизменным. 

Далее вычислим элементы матрицы, равные нулю: 

(1;5), (2;1), (2;4), (3;4), (4;5), (5;1), (5;2), (5;3), (5;4) . 

Для каждого такого элемента найдем сумму наименьших элементов 

в данной строке и столбце, за исключением самого этого элемента (который 

равен 0). Получим следующие значения: 9, 0, 0, 10, 3, 0, 3, 10, 0. Среди этих чи-

сел выбираем наибольшее. Это наибольшее равно 10 и соответствует ребрам  

(3;4) и (5;3). Выберем первое из них и разобьем множество всех маршрутов на 

2 группы: первая группа А – это те из них, которые не содержат ребро (3;4), 

а вторая В – те, которые содержат. Суммарная стоимость маршрутов группы А 

не менее 40. Поэтому оптимальный маршрут имеет смысл искать среди марш-

рутов группы В. Из матрицы вычеркнем 3-ю строку и 4-й столбец. Эле-

мент (4;3) при этом заменяем на ∞, так как гамильтонов контур не может со-

держать двух одинаковых ребер. 

 

 1 2 3 5 

1  22 33 0 

2 0  10 2 

4 17 3  0 

5 0 0 0  
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Так как в каждой строке и каждом столбце есть 0, то константа приведе-

ния равна 0. Опять выписываем элементы, равные 0, и соответствующие им 

числа: 

(1;5), (2;1), (4;5), (5;1), (5;2), (5;3)

22 2 3 0 3 10  

Производим ветвление по ребру (1; 5). Маршруты группы В делим на две 

группы: группа ВА – маршруты, не содержащие ребро (1; 5) (их стоимость не 

менее 30 + 22 = 52), и маршруты группы ВВ – содержащие ребро (1; 5). Из мат-

рицы вычеркиваем 1-ю строку и 5-й столбец. Элемент (5; 1) заменяем на ∞. 

 

 1 2 3 

2 0  10 

4 17 3  

5  0 0 

 

После приведения получим матрицу 

 

 1 2 3 

2 0  10 

4 14 0  

5  0 0 

 

Маршруты группы ВВ имеют стоимость не менее 33. Выписываем ребра, 

соответствующие нулям, и их числа 

(2;1), (4;2), (5;2), (5;3)

24 14 0 10
 

Производим ветвление по ребру (2 ; 1). К группе ВВА относим маршруты, 

не содержащие ребра (2 ; 1). Их стоимость не менее 33 + 24 = 57. К маршру-

там группы ВВВ отнесем те, которые содержат ребро (2 ; 1).  

Стягиваем матрицу  

 

 2 3 

4 0  

5 0 0 
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Осталось взять ребра (4 ; 2) и (5 ; 3). Мы получили гамильтонов контур 

1 → 5 → 3 → 4 → 2 → 1. 

Его стоимость равна 33. Так как минимальные стоимости маршрутов 

групп А, ВА, ВВА больше, то этот маршрут будет оптимальным. 

 

3.4. Примеры 

 

1. Задать матрицы смежности графов. 

 

 

 

 

 

 

 

Решение. Матрицы смежности графов, соответственно, имеют вид:  

 

1) и 2) 























01010

10100

01010

10101

00010

,  3) 

0 1 0 0
0 1 2 0
1 1 0 1
0 0 0 0















 . 

 

Графы 1 и 2 изоморфны. 

 

2. Записать матрицы инцидентности графов 3.12 1) и 3.12. 3). 

Решение. 

 

Матрица инцидентности графа 1.  

 

 1 2 3 4 5 

a 1 0 0 0 0 

b 1 1 1 0 0 

c 0 1 0 1 0 

d 0 0 0 1 1 

e 0 0 1 0 1 

 

 

1)                            2)                                      3) 

 

Рис. 3.12 
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Матрица инцидентности графа 3. 

  

 1 2 3 4 5 6 7 

a 0 –1 0 0 0 1 0 

b 2 1 –1 –1 1 0 0 

c 0 0 1 1 –1 –1 –1 

d 0 0 0 0 0 0 1 

 

3. Для орграфа 𝐺(𝑉, 𝐸), представленного на рис. 3.13, указать инцидент-

ные вершины и дуги, смежные дуги, вершины и определить степени всех  

вершин. 

 

 

Рис. 3.13 

 

Решение. Для дуги 𝑒1 инцидентными вершинами являются 𝑣1 и 𝑣2, для  

𝑒2 – 𝑣2 и 𝑣3, для 𝑒3 – 𝑣1 и 𝑣3, для 𝑒4 – 𝑣3 и 𝑣4. 

Смежные вершины: 𝑣1 и 𝑣2, 𝑣2 и 𝑣3, 𝑣3 и 𝑣4, 𝑣1 и 𝑣3. 

Смежные дуги: 𝑒1 и 𝑒2, 𝑒1 и 𝑒3, 𝑒2 и 𝑒3, 𝑒2 и 𝑒4, 𝑒3 и 𝑒4. 

Степени вершин: ρ
1

(𝑣1) = 2, ρ
2

(𝑣1) = 0; ρ
1

(𝑣2) = 0, ρ
2

(𝑣2) = 2; 

ρ
1

(𝑣3) = 2, ρ
2

(𝑣3) = 1; ρ
2

(𝑣4) = 1, ρ
1

(𝑣4) = 0. 

 

4. Привести примеры цепей, циклов для графа 𝐺(𝑉, 𝐸), изображенного на 

рис. 3.14. 

 
 

Рис. 3.14 

 

Решение. 𝑣1𝑒1𝑣2𝑒4𝑣4𝑒3𝑣3 – маршрут длины три, соединяющий 

ны 𝑣1 и 𝑣3; это простая цепь, так как все ребра и вершины попарно различны;  

𝑣2𝑒2𝑣3𝑒3𝑣4𝑒4𝑣2 – замкнутый маршрут длины три; это простой цикл, так как все 

ребра и вершины попарно различны; 𝑣1𝑒1𝑣2𝑒4𝑣4𝑒3𝑣3𝑒2𝑣2 – маршрут длины че-
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тыре, соединяющий вершины 𝑣1 и 𝑣2; это цепь, которая не является простой 

(вершина 𝑣2 встречается дважды). 

5. Найти минимальный путь из вершины 𝑣1 в вершину 𝑣4 для нагружен-

ного и ненагруженного орграфов (рис. 3.15). 

 

 

а б 

Рис. 3.15 

 

Решение. Рассмотрим нагруженный орграф (рис. 3.15а). Выпишем длины 

всех дуг: 𝐿(𝑣1𝑣2) = 1, 𝐿(𝑣2𝑣3) = 3, 𝐿(𝑣3𝑣4) = 5, 𝐿(𝑣1𝑣4) = 12. 

Всего путей из вершины 𝑣1 в 𝑣4 два: либо 𝑣1𝑣2𝑣3𝑣4, либо  𝑣1𝑣4.  

Определим длины путей, как суммы длин входящих в них дуг 

𝐿(𝑣1𝑣2𝑣3𝑣4) = 1 + 3 + 5 = 9, 𝐿(𝑣1𝑣4) = 12. 

Минимальным путем из вершины 𝑣1 в вершину 𝑣4 является путь 

𝑣1𝑣2𝑣3𝑣4, длина которого равна 9. 

Для ненагруженного орграфа, изображенного на рис. 3.15б, длины анало-

гичных путей определяются числом входящих в них дуг: 

𝐿(𝑣1𝑣2𝑣3𝑣4) = 3, 𝐿(𝑣1𝑣4) = 1. 

Следовательно, минимальным путем из вершины 𝑣1 в вершину 𝑣4 являет-

ся путь 𝑣1𝑣4, длина которого равна 1. 

 

6. Записать матрицу длин дуг орграфа, изображенного на рис. 3.15а. 

Решение. Так как орграф содержит четыре вершины, то матрица длин 

дуг 𝐶(𝐺) будет размера 4 × 4. Элементами матрицы являются значение длины 

дуги, если соответствующая дуга принадлежит графу, и символ бесконечности 

∞, если такой дуги в орграфе нет. Матрица нагруженного орграфа имеет вид 

 

1 12

3
C(G)

5

  
 
   
   
 
    

. 
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7. Определить минимальный путь из вершины 𝑣1 в вершину 𝑣6 в нагру-

женном орграфе G, изображенном на рис. 3.16. 

 

 

 

Рис. 3.16 

 

Решение. Построим  матрицу длин дуг нагруженного орграфа G, в кото-

рой припишем шесть столбцов вида (λ1
(𝑘),  λ2

(𝑘),  … , λ6
(𝑘)), где  

𝑘 = 0,  1,  2,  3,  4,  5, которые будем определять, используя рекуррентные соот-

ношения для вычисления величины 
)(k

i . 

 

Матрица длин дуг и таблица величин )(k
i  имеет вид: 

 

 1v  2v  3v  4v  5v  6v  )0(
i  )1(

i  )2(
i  )3(

i  )4(
i  )5(

i  

1v      5 5 2 12 0 0 0 0 0 0 

2v            2     7 5 5 5 

3v    2           5 3 3 3 3 

4v    2           5 4 4 4 4 

5v      1 2       2 2 2 2 2 

6v                12 12 9 7 7 

 

Величина λ6
(5) = 7 выражает длину минимального пути из 𝑣1 в 𝑣6 

в нагруженном орграфе G. 

Найдем минимальное число 𝑘1 ≥ 1, при котором выполняется равенство 

λ6
(𝑘1) = λ6

(5)
. Из таблицы получаем, что 𝑘1 = 4. Таким образом, минимальное 

число дуг в пути среди всех минимальных путей из 𝑣1 в 𝑣6 в нагруженном ор-

графе G равняется 4. 
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Определим теперь последовательность номеров 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3,  𝑖4, 𝑖5, где 

𝑖1 = 6 (по условию задачи). Из таблицы получаем, что в качестве такой после-

довательности необходимо взять номера 6, 2, 3, 5, 1, так как 

.220

;312

;523

;725

)1(
515

)0(
1

)2(
353

)1(
5

)3(
232

)2(
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c

c

c

c

 

Тогда 𝑣1𝑣5𝑣3𝑣2𝑣6 – искомый минимальный путь из 𝑣1 в 𝑣6 в нагружен-

ном орграфе 𝐷, причем он содержит минимальное число дуг среди всех воз-

можных минимальных путей из 𝑣1 в 𝑣6. 

 

3.5. Упражнения для закрепления материала  

 

1. Cреди изображенных графов найти: а) ориентированные; б) неориенти-

рованные; в) полные; г) изоморфные; д) мультиграфы; е) дополнение к графу 

G4. Описать каждый граф. 

  

 

 

 

 

 

 

 

1                 2 

 

 

 

4                   3     

         G1 

1            2 

         

 

 

3              4 
 
          G3 

        1 

 

 

 

2            3         4 

              G2 

 1           2 

 

 

 

 3                 4 

           G4 

1                 2 

 

 

 

4                   3     

         G5 

  1                2 

 

 

 

    3                     4 

              G6 

1            2 

         

 

 

3              4 
 
          G7 

1                  2 

 

 

 

 3                 4 

           G8 

1                 2 

 

 

 

4                   3     

         G9 

        1 

 

 

 

2            3         4 

              G10 

 1                 2 

 

 

 

 3                 4 

           G12 

1            2 

         

 

 

3              4 
 
          G11 
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2. Определить степени вершин графов. 

 

 

                              

 

3. Выбрать матрицу смежности графа, изображенного на рисунке. 

1)       2)  

3)     4)  

 

4. Выбрать матрицу инцидентности, соответствующую орграфу, изобра-

женному на рисунке: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1)                      

 

 

2)  

 

1                 2 

 

 

 

4                   3     

         G1 

 1                 2 

 

 

 

 3                 4 

           G2 
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3)     

 

 

  4)  

 

5. Определить граф, заданный матрицей инцидентности:  

 

  

 

1)             2)  

 

3)         4)  

 

 

 

 

6.  Матрица смежности графа G, изображенного на рисунке, имеет вид…  

 

1)       2)      3)      

4)  
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7. Реализацией неориентированного графа со множеством вершин  

V = {1, 2, 3, 4} и ребер E = {(1, 2); (2, 3); (2, 4); (2, 2)} является…  

 

1)     2)        3)   

4)  

 

8. На рисунке изображен граф выполнения комплекса некоторых работ. 

Стрелки обозначат операции, вершины – события, характеризующие окончание 

одних работ и начало других. Задать граф различными способами.  

 

 

 

 

 

 

 

9. Девять шахматистов проводят турнир в один круг (каждый должен 

сыграть с остальными по одному разу). Покажите, опираясь на теорию графов, 

что в любой момент найдутся два шахматиста, сыгравшие одинаковое число 

партий.  
 

10. Девять человек проводят шахматный турнир в один круг. В некото-

рый момент времени оказалось, что двое сыграли одинаковое число партий. 

Докажите, что тогда либо один участник не сыграл ни одной партии, либо один 

сыграл все партии.  
 

11. Может ли так случится, что в компании из 6 человек каждый знаком 

с двумя и только двумя сотрудниками.  

 

12. Семеро студентов, разъезжаясь на каникулы, договорились, что каж-

дый пошлет электронное письмо трем остальным. Может ли оказаться, что 

каждый получит письма от тех, кому написал сам? 

           2                    е                      5      

 

      а                     d                                             f 

 

1                                                                                      6 

 

    b        

        3                    c                                        g 

                                                               4 
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13. Из некоторого пункта выехало 5 машин разного цвета: белая, черная, 

красная, синяя, зеленая. Черная едет впереди синей, зеленая – впереди белой, 

но позади синей, красная впереди черной. Какая машина едет первой, какая по-

следней? 

 

14. Изоморфны ли графы G1 и G2? 

 

 

15. Записать матрицу смежности и инцидентности графа.  

 

 

16. По матрице смежности, приведенной ниже, построить граф и записать 

матрицу инцидентности.  

 

 1 2 3 4 

1 0 2 0 0 

2 0 0 1 0 

3 1 0 0 1 

4 3 1 0 0 

 

 

 

G1                                                                       G2 

                                      с 

                       3                                      3 

 

а                          6                             7                           d 

 

      1                                                                         4 

 

           b                              5                             e 
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17. Для ориентированного графа, изображенного на рисунке, полный путь 

может иметь вид…  

 

1)   ;   2)  ;    3) ; 

4) . 

 

18. Матрицей инцидентности: I =  задан граф…  

 

 

1)     2)  

3)     4)  

 

 

19.  Циклом на графе G, изображенном на рисунке ниже, является 

маршрут … 

 

 

 

 

 

 

 

 

1) 1231; 2) 12543; 3) 12541; 4)145341. 
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20. Решите задачи о соединении городов с помощью алгоритма Краскала, 

если дана следующая матрица стоимостей строительства дорог:  
 

1)  

 1 2 3 4 5 6 

1  12 5 4 7 6 

2   11 13 14 15 

3    2 8 3 

4     9 2 

5      10 

6       

2) 

 1 2 3 4 5 6 

1  10 3 6 3 7 

2   10 9 10 10 

3    4 3 7 

4     5 7 

5      8 

6       

3) 

 1 2 3 4 5 6 

1  6 7 9 8 7 

2   8 7 9 6 

3    6 3 7 

4     8 4 

5      10 

6       

4) 

 1 2 3 4 5 6 

1  1 2 3 4 5 

2   6 7 1 2 

3    3 4 5 

4     6 7 

5      1 

6       
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Ответы 

 

1. а) G7, G9 – G12; б) G1 – G6, G8; в) G1, G2; г) G1, G2; д) G6, G11; е) G5. 2. Для 

графа G1: (1) = 3,  (2) = 4, (3) = 3, (4) = 3. Для графа G2: 1(1) = 2. 2(1) = 1,  

1(2) = 3, 2(2) = 1, 1(3) = 1, 2(3) = 2, 1(4) = 1, 2(4) = 3. 3.  4). 4.  4).  5. 1).  

6. 2). 7. 2). 8. а) V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, E = {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (4, 6), 

(5, 6)};  

б) матрица инцидентности 

 

 (1,2) (1,3) (2,4) (2,5) (3,4) (4,6) (5,6) 

1 –1 –1 0 0 0 0 0 

2 1 0 –1 –1 0 0 0 

3 0 1 0 0 –1 0 0 

4 0 0 1 0 1 –1 0 

5 0 0 0 1 0 0 –1 

6 0 0 0 0 0 1 1 

 

в) матрица смежности 

 

 1 2 3 4 5 6 

1 0 1 1 0 0 0 

2 0 0 0 1 1 0 

3 0 0 0 1 0 0 

4 0 0 0 0 0 1 

5 0 0 0 0 0 1 

6 0 0 0 0 0 0 

 

11. Может. 12. Нет. В графе не может быть нечетного числа вершин не-

четной степени. 13. Первая – красная, последняя – белая. 14. Изоморфны.  

15. Матрица смежности   

 a b c d e 

a 0 1 1 0 0 

b 1 0 1 0 1 

c 1 1 0 1 1 

d 0 1 1 0 0 

e 0 1 1 1 0 
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Матрица инцидентности 

 

 1 2 3 4 5 6 7 

a 1 1 0 0 0 0 0 

b 1 0 0 0 1 1 0 

c 0 1 1 0 0 1 1 

d 0 0 1 1 0 0 0 

e 0 0 0 1 1 0 1 

 

16.   

 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 1 –1 0 0 0 –1 –1 –1 

2 –1 –1 0 1 –1 0 0 0 0 

3 0 0 1 –1 0 1 0 0 0 

4 0 0 0 0 1 –1 1 1 1 

 

17. 3). 18. 1). 19. 3).  

 

20. 1)                                               2)   

 

 

 

 

 

 

 

3)                                                  4)         

 

 

 

 

 

 

   

 

 

1 

4 

5 

6 

2 

3 

1 

4 
5 

2 

3 

6 

 1 
 2 

 3 
 4 

 5  6 

 3  2 

 1 

 5 
 6 

 4 
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Глава 4. ЭЛЕМЕНТЫ СЕТЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 

 

4.1. Основные понятия. Структурное планирование 

 

Сетевое планирование – один из методов управления и организации 

больших систем, сложных комплексов работ, проектов, программ. Это могут 

быть, например, научно-исследовательские работы с участием нескольких ор-

ганизаций, разработка автоматизированной системы бухгалтерского учета, 

строительство большого объекта, освоение производства новой машины, пла-

нирование и осуществление космических исследований и т. д. В основе сетево-

го моделирования лежит изображение планируемого комплекса работ в виде 

сетевого графика – ориентированного графа без контуров. Использование ме-

тодов сетевого планирования позволяет выяснить, когда необходимо начинать 

и заканчивать выполнение отдельных операций, как задержка хода выполнения 

той или иной операции повлияет на время завершения всего проекта. 

Сетевое планирование состоит из трех этапов: 

– структурное планирование, 

– календарное планирование;  

– оперативное управление. 

На этапе структурного планирования программа (проект) разбивается на 

определенные операции (работы). После определения видов, продолжительно-

сти работ и связей между ними строится ориентированный граф, который 

называется сетевым графом (сетевой график или сетевая модель).  

На этапе календарного планирования строится календарный график, опре-

деляющий моменты начала и окончания каждой операции, взаимосвязи с дру-

гими операциями программы. 

Оперативное управление процессом реализации программы включает ис-

пользование сетевого и календарного графика для составления периодических 

отчетов о ходе выполнения программы. 

Конечный результат сетевого планирования – выявление и мобилизация 

резервов времени и материальных ресурсов, улучшение технических показате-

лей планирования программы, повышение эффективности управления. 

Сетевой граф – это совокупность упорядоченных множеств: множества 

событий – вершин графа – и множества работ – дуг (операций), отображающих 

технологическую взаимосвязь между событиями (вершинами). Под работой 

понимаются любые действия, сопровождающиеся затратами ресурсов и време-

ни, приводящие к достижению определенного заданного результата. Событие – 
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результат (промежуточный или конечный) выполнения одной или нескольких 

работ – является предпосылкой для выполнения работ, следующих за ним.  

Работы подразделяются на виды: 

– действительные (реальные) – требующие затрат времени и ресурсов; 

– работы-ожидания – потребляют только время, ресурсов для них не 

требуется; 

– фиктивные – не требуют затрат времени и ресурсов. 

Фиктивные работы вводятся искусственно, чтобы реализовать связь меж-

ду результатами других работ сетевой модели. 

Работы изображаются стрелками (ребрами графа), которые соединяют 

вершины, изображающие события. Начало и окончание любой работы описы-

ваются парой событий, которые называются начальным и конечным событиями. 

Поэтому для указания конкретной работы используют так называемый код ра-

боты (𝑖, 𝑗) (ребро графа), где i – начальное событие, j – конечное.  

Особенность сетевого графика в том, что он имеет только одно исходное 

событие (исток сети) и только одно завершающее событие – окончание всех 

работ. Если сетевой граф содержит несколько начальных вершин, то можно до-

бавить еще одну вершину и соединить ее дугами со всеми начальными верши-

нами: граф будет иметь одну начальную вершину. Аналогично вводится конеч-

ная вершина, из которой не выходит ни одна дуга (рис. 4.1). 
 

i j
работа (i,j)

начальное конечное
событие событие  

 

Рис. 4.1 

 

Событие считается наступившим, когда закончатся все входящие в него 

работы. Работы, выходящие из некоторого события, не могут начаться, пока не 

будут завершены все работы, входящие в это событие.  

Путем в сетевом графике называется непрерывная последовательность 

работ, связывающая любые два события. 

Под длиной пути из события i в событие j понимают сумму продолжи-

тельностей работ, составляющих этот путь. 

Критическим путем называют путь наибольшей длины между началь-

ным и завершающим событиями.  Он определяет общую продолжительность 

выполнения комплекса работ. Все остальные пути короче критического и по-

этому имеют резервы времени.  
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Правила построения сетевых моделей: 

– сеть чертится слева направо, каждое событие с большим порядковым 

номером изображается правее предыдущего; 

– стрелки направлены слева направо, длина стрелки не зависит от време-

ни выполнения работы; 

– для действительных работ используются сплошные, а для фиктивных 

и работ-ожиданий – пунктирные стрелки; 

– каждая работа должна быть представлена только одной стрелкой; 

– между одними и теми же событиями не должно быть параллельных ра-

бот (работ с одинаковыми кодами); 

– желательно избегать пересечения стрелок; 

– не должно быть висячих событий (промежуточных событий, не имею-

щих предшествующих событий), кроме исходного; 

– не должно быть тупиковых событий (промежуточных событий, не име-

ющих последующих событий), кроме завершающего; 

– не должно быть циклов. 

Для устранения параллельности работ вводят дополнительное событие 

и фиктивную работу таким образом, чтобы конечные события работ различа-

лись (рис. 4.2). 

K

L
L

K

 

Рис. 4.2 

 

4.2. Календарное планирование 

 

Основным временным параметром сетевого графика является продолжи-

тельность критического пути. На этапе календарного планирования определяют-

ся моменты начала и окончания каждой работы и других временных характери-

стик сетевого графа. Это позволяет проанализировать сетевую модель, выявить 

критические работы, определяющие срок выполнения проекта, провести оптими-

зацию использования ресурсов (временных, финансовых, исполнителей). 

Расчет критического пути состоит из двух этапов. Первый называется 

прямым проходом. Вычисления начинаются с исходного события и продолжа-

ются до тех пор, пока не достигнут завершающего события. На этом этапе для 

каждого события вычисляется ранний срок его наступления. На втором этапе, 

называемым обратным проходом, вычисления начинаются с завершающего со-



 57 

бытия и продолжаются, пока не будет достигнуто исходное событие. Для каж-

дого события определяется поздний срок его наступления.  

Временные параметры событий вписывают в вершины сетевого графика 

(рис. 4.3).  

Введем обозначения: 

– 𝑇p(𝑖) – ранний срок наступления события i, минимально необходимый 

для выполнения всех работ, которые предшествуют событию i;   

– 𝑇п(𝑖) – поздний срок наступления события i, превышение которого вы-

зовет аналогичную задержку наступления завершающего события сети;  

– 𝑅(𝑖) = Тп(𝑖) − Тр(𝑖) – резерв события i, другими словами – время, на 

которое может быть отсрочено наступление события i без нарушения сроков 

завершения проекта в целом. 

 

i Tр(i)

Tп(i)R(i)

 
 

Рис. 4.3  
 

Ранние сроки свершения событий 𝑇p(𝑖) рассчитываются от исходного (И) 

к завершающему (З) событию следующим образом: 

1) для исходного события  𝑇p(И) = 0; 

2) для всех остальных событий I 
 

 
 

   р р
k,i

T i [T k t k ,i ]max


  , 

где максимум берется по всем работам (𝑘, 𝑖), входящим в событие i; 𝑡(𝑘, 𝑖) – 

длительность работы (k, i) (рис. 4.4). 
 

i Tр(i)

...

1k

2k

)k(T 1р

)k(T 2р

)i,k(t 1

)i,k(t 2

 
 

Рис. 4.4 
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Поздние сроки свершения событий 𝑇п(𝑖) рассчитываются от завершаю-

щего к исходному событию: 

1) для завершающего события 𝑇п(З) = 𝑇p(З); 

2) всех остальных событий 

 
п п

i, j

T (i) [T (j) t(i, j)]min


  , 

где минимум берется по всем работам (𝑖, 𝑗), выходящим из события i; 𝑡(𝑘, 𝑖) – 

длительность работы (k, i) (рис. 4.5). 

 

...

)i(Tп

1j

2j

)j(T 1п

)j(T 2п

i

)j,i(t 1

)j,i(t 2

 

Рис. 4.5 

 

Временные параметры работ рассчитываются, используя ранние и позд-

ние сроки событий: 

– 𝑇р н(𝑖, 𝑗) = 𝑇р  (𝑖) – ранний срок начала работы; 

– 𝑇р о(𝑖, 𝑗) = 𝑇р  (𝑖) + 𝑡(𝑖, 𝑗) – ранний срок окончания работы; 

– 𝑇по(𝑖, 𝑗) = 𝑇п(𝑗) – поздний срок окончания работы; 

– 𝑇пн(𝑖, 𝑗) = 𝑇п(𝑗) − 𝑡(𝑖, 𝑗) – поздний срок начала работы;  

– 𝑅п(𝑖, 𝑗) = 𝑇п(𝑗) − 𝑇р  (𝑖) − 𝑡(𝑖, 𝑗) – полный резерв работы показывает 

максимальное время, на которое можно увеличить длительность работы (𝑖, 𝑗) 

или отсрочить ее начало, чтобы не нарушился срок завершения проекта  

в целом; 

– 𝑅–(𝑖, 𝑗) = 𝑇р  (𝑗) − 𝑇р  (𝑖) − 𝑡(𝑖, 𝑗) – свободный резерв работы показывает 

максимальное время, на которое можно увеличить продолжительность работы 

(𝑖, 𝑗) или отсрочить ее начало, не меняя ранних сроков начала последующих 

работ. 

Как уже отмечалось ранее, путь в сетевом графе – это такая последова-

тельность работ, что конечное событие одной работы совпадает с начальным 

событием следующей за ней работы. Полный путь – это путь от исходного до 

завершающего события. Критический путь – максимальный по продолжитель-

ности полный путь. Работы, лежащие на критическом пути, называют критиче-



 59 

скими. Критические работы имеют нулевые свободные и полные резервы. Под-

критический путь – полный путь, ближайший по длительности к критическо-

му пути. 

При поиске критических путей на сетевом графике используются условия 

его критичности: 

– необходимое условие – нулевые резервы событий, лежащих на критиче-

ском пути; 

– достаточное условие – нулевые полные резервы работ, лежащих на 

критическом пути. 

Для анализа временных параметров сетевых моделей используют график 

привязки, отображающий взаимосвязь выполняемых работ во времени. По вер-

тикальной оси графика привязки откладываются коды работ, по горизонталь-

ной оси – отрезки, соответствующие длительностям работ (раннее начало 

и раннее окончание работ). При этом необходимо помнить, что работа (𝑖, 𝑗) 

может выполняться только после того, как будут выполнены все предшеству-

ющие ей работы (𝑘, 𝑖).  

Как уже было отмечено ранее, признаком критической работы являются 

нулевые значения резервов времени. Это означает, что каждая последующая 

критическая работа будет начинаться строго в момент окончания предыдущей 

критической работы. Вследствие этого сдвиг любой из работ критического пути 

обязательно приведет к увеличению первоначальной длительности проек-

та (𝑇кр). Кроме того, критический путь является полным, т. е. соединяет исход-

ное и завершающее события сети. Поэтому на графике привязки первая из ра-

бот критического пути всегда начинается в исходном событии сети с нулевого 

(начального) момента времени, а последняя из работ критического пути всегда 

завершается позже всех остальных работ сети в завершающем событии. 

Правило определения критического пути на графике привязки (все 

найденные работы выписываются последовательно справа налево): 

1) найти и выписать работу (i, j), которая заканчивается позже всех 

остальных. Это последняя работа критического пути (ее конечное событие име-

ет номер завершающего события сети); 

2) из всех работ сети (k, i), конечное событие которых i совпадает 

с начальным событием i работы (i, j), найденной в п. 1, выбрать и выписать ту, 

которая на графике вплотную примыкает к работе (i, j); 

3) из всех работ сети (l, k), конечное событие которых k совпадает 

с начальным событием k работы (k, i), найденной в п. 2, выбрать и выписать ту, 

которая на графике вплотную примыкает к работе (k, i); 
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4) продолжать п. 3 до тех пор, пока не будет найдена исходная работа се-

ти, т. е. начинающаяся в нулевой момент времени (ее начальное событие будет 

иметь номер исходного события сети, например, 1). 

Если в сетевой модели несколько критических путей, то, выполняя выше-

описанные действия, можно обнаружить несколько работ, удовлетворяющих 

описанным требованиям. В таком случае необходимо продолжать поиск по 

каждой из таких работ в отдельности. В сложных сетевых моделях подобные 

разветвления могут привести к большим затратам времени на поиск критиче-

ски путей. 

 

4.3. Примеры 

 

Проиллюстрируем сказанное выше на примерах. 

1. Требуется построить сетевую модель программы опроса общественно-

го мнения, включающую следующие виды работ: 

– разработку анкет (1 день), 

–  распечатку анкет (0,5 дня),  

– прием на работу (2 дня),  

– обучение персонала (2 дня), 

– выбор опрашиваемых лиц (2 дня), 

– рассылку анкет (1 день),   

– анализ полученных данных (дней). 

Решение. В условии примера определено содержание работ и продолжи-

тельность работ, но не указаны взаимосвязи между ними.  

Введем обозначение работ:  

А – разработка анкет;   

В – распечатка; 

С – прием на работу; 

D – обучение персонала; 

E – выбор опрашиваемых лиц; 

F – рассылка анкет; 

G – анализ полученных данных. 

Проанализируем смысл каждой работы, выясним связи между ними. 

Исходной работой сетевого графика является «прием на работу» (С). Пе-

ред выполнением работ по опросу общественного мнения сотрудников необхо-

димо обучить персонал (D). Перед рассылкой анкет (F) их надо разработать (A), 

распечатать (B) и выбрать опрашиваемых лиц (E), причем работу с анкетами 
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и выбор лиц можно выполнять одновременно. Завершающей работой проекта 

является анализ полученных данных (G), который нельзя выполнить без пред-

варительной рассылки анкет (F). В результате этих рассуждений построим се-

тевой граф и пронумеруем события модели (рис. 4.6). 
 

C D E F G

A B

1 2 3

4

5 6 7
 

 

Рис. 4.6 
 

2. Компания разрабатывает строительный проект. Данные по основным 

операциям проекта представлены в табл. 4.1. Нужно построить сетевую модель 

проекта, определить критические пути сетевой модели и проанализировать, как 

влияет на ход выполнения проекта задержка работы D на 4 недели. 
 

Таблица 4.1 

 

Название Непосредственно 

предшествующие  

операции 

Длительность, 

недели 

A – 4 

B – 6 

C A, B 7 

D B 3 

E C 4 

F D 5 

G E, F 3 

 

Решение. Построим сетевую модель и рассчитаем временные параметры 

событий (рис. 4.7).  

Согласно необходимому условию критического пути, два полных пути 

сетевой модели 𝐿1 = 1, 2, 3, 4, 6, 7 и 𝐿2 = 1, 3, 4, 6, 7 могут быть критическими. 

Проверим достаточное условие критичности для работ (1,2) и (1,3): 
 

𝑅п(1,2) = 𝑇п(2) − 𝑇р(1) − 𝑡(1,2) = 6 − 0 − 6 = 0; 

 

𝑅п(1,3) = 𝑇п(3) − 𝑇р(1) − 𝑡(1,2) = 6 − 0 − 4 = 2. 
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Как видно, путь 𝐿2, начинающийся с работы (1,3), не является критиче-

ским, так как, например, работа (1,3) не является критической. Работа (1,3) 

имеет ненулевой полный резерв, а значит, может быть задержана с выполнени-

ем, что недопустимо для критических работ. 

Таким образом, построенная сетевая модель имеет единственный крити-

ческий путь 𝐿кр = 1, 2, 3, 4, 6, 7 длительностью 𝑇 ′
кр = 20 недель. За выполнени-

ем работ этого пути необходим особый контроль, так как любое увеличение их 

длительности нарушит срок выполнения проекта в целом. 

Работа D или (2,5) не является критической, ее полный резерв равен 

3 неделям. Это означает, что при задержке работы в пределах 3 недель срок вы-

полнения проекта не будет нарушен. Поэтому если согласно условию работа D 

задержится на 4 недели, то весь проект закончится на 1 неделю позже. 
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Рис. 4.7 

 

2. По данным о кодах и длительностях работ в днях (табл. 4.2) нужно по-

строить график привязки сетевой модели, определить критические пути и их 

длительность. Определите свободные и полные резервы каждой работы, от-

метьте на графике привязки свободные резервы работ.   

 

Таблица 4.2 

 

(i, j) 1,2 1,3 1,4 1,5 2,3 3,6 3,7 4,5 4,6 5,7 6,7 

t(i, j) 

дни 
3 3 2 10 2 5 9 10 6 1 4 
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Решение. Определим критические пути.  

1. Построим график привязки (рис. 4.8). 
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Рис. 4.8 
 

2. Будем искать критические пути (справа налево), начиная с работ, за-

вершающих проект. На графике привязки две работы (6,7) и (3,7) заканчивают-

ся позже остальных в завершающем событии с номером 7.  

Запишем работы, определенные как критические, справа налево 
 

               𝐿кр1
=. . . (6, 7); (4.1) 

𝐿кр2
=. . . (3, 7). 

3. Найдем критическую работу из 𝐿кр1
, предшествующую (6,7). Код рабо-

ты должен оканчиваться на 6. Таких работ две – (4,6) и (3,6). Только одна из 

них, работа (3,6), по времени своего окончания вплотную «примыкает» на гра-

фике к началу работы (6,7). Допишем слева найденную критическую работу 

(3,6) к выражению (4.1): 

𝐿кр1
=. . . (3,6) ;  (6,7). (4.2) 

 

4. Найдем критическую работу из 𝐿кр1
, предшествующую (3,6). Код рабо-

ты должен оканчиваться на 3. Работ две – (2,3) и (1,3). Только работа (2,3) по 

времени своего окончания вплотную «примыкает» на графике к началу работы 

(3,6). Допишем слева найденную критическую работу (2,3) к выражению (4.2): 

𝐿кр1
=. . . (2,3) ;  (3,6) ;  (6,7). (4.3) 
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5. Найдем критическую работу из 𝐿кр1
, предшествующую (2,3). Код рабо-

ты должен оканчиваться на 2. Работа (1,2) по времени окончания вплотную 

«примыкает» на графике к началу работы (2,3). С этой работы начинается кри-

тический путь 𝐿кр1
: 𝐿кр1

= (1,2) ;  (2,3) ;  (3,6) ;(6,7). 

 

6. Аналогичный поиск работ критического пути 𝐿кр2
 приводит к резуль-

тату 𝐿кр2
= (1,2) ;  (2,3) ;  (3,7). 

В другой форме записи: 𝐿кр1
= 1, 2, 3, 6, 7 и 𝐿кр2

= 1, 2, 3, 7. 

 

7. Для наглядности выделим на графике привязки критические работы 

жирной линией. 

Теперь займемся поиском резервов работ. 

1. Для найденных критических работ впишем в табл. 4.3 нулевые значения 

свободного и полного резервов. Рассмотрим некритические работы, начиная 

с конца табл. 4.3. 
 

Таблица 4.3 

 

𝑖, 𝑗 𝑡(𝑖, 𝑗) 𝑅с(𝑖, 𝑗) 𝑅п(𝑖, 𝑗) Критичность 

1,2 3 0 0 Критическая 

1,3 3 2 2 – 

1,4 2 0 1 – 

1,5 10 2 3 – 

2,3 2 0 0 Критическая 

3,6 5 0 0 Критическая 

3,7 9 0 0 Критическая 

4,5 10 0 1 – 

4,6 6 2 2 – 

5,7 1 1 1 – 

6,7 4 0 0 Критическая 
 

2. Работа (5,7) заканчивается в 13-й день, а завершающее событие 7 сети, 

в которое она входит, наступает лишь в 14-й день. То есть если работа (5,7) за-

держится на 1 день, то это не повлияет на срок выполнения проекта (𝑇кр = 14 

дней). Поскольку (5,7) – завершающая работа сети, то ее полный и свободный 

резервы равны 𝑅п(5,7) = 𝑅с(5,7) = 1. 

3. Работа (4,6) заканчивается в 8-й день, а последующая работа (6,7) 

начинается в 10-й день. То есть работа (4,6) может задержаться на 2 дня и это 

никак не повлияет на время начала последующей работы (6,7), т. е. 𝑅𝑐(4,6) = 2.  
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Полный резерв работы складывается из собственного свободного резерва 

и минимального из полных резервов непосредственно следующих работ. 

За работой (4,6) следует только критическая работа (6,7) с нулевым пол-

ным резервом.  

Поэтому 𝑅п(4,6) = 𝑅с(4,6) + 𝑅п(6,7) = 2 + 0 = 2. 

4. Работа (4,5) заканчивается в 12-й день, и тогда же начинается следую-

щая работа (5,7) (задержка выполнения работы (4,5) приведет к задержке нача-

ла работы (5,7)). Значит, работа (4,5) не имеет свободного резерва 𝑅𝑐(4,5) = 0. 

Но если сдвинуть во времени работу (4,5) на 1 день, то работа (5,7) также сдви-

нется на 1 день, и это не нарушит срок выполнения проекта, так как у рабо-

ты (5,7) есть временной резерв.  

Таким образом, 𝑅п(4,5) = 𝑅с(4,5) + 𝑅п(5,7) = 0 + 1 = 1. 

5. Работа (1,5) заканчивается в 10-й день, а последующая работа (5,7) 

начинается в 12-й день. То есть работа (1,5) может задержаться на 2 дня и это 

не повлияет на время начала последующей работы (5,7), т. е. 𝑅𝑐(1,5) = 2. Кро-

ме того, так как последующая работа (5,7) имеет резерв в 1 день, то работу (1,5) 

можно сдвинуть на 3 дня, и это не нарушит сроков проекта (см. рис. 8.4), т. е. 

𝑅п(1,5) = 𝑅с(1,5) + 𝑅п(5,7) = 2 + 1 = 3. 

6. Работа (1,4) заканчивается во 2-й день, и тогда же начинаются рабо-

ты (4,5) и (4,6). То есть работа (1,4) не имеет свободного резерва времени 

𝑅𝑐(1,4) = 0. Поскольку после работы (1,4) следуют две работы с различными 

полными резервами, то 𝑅п(1,4) = 𝑅𝑐(1,4) + min  [𝑅п(4,5) ; 𝑅п(4,6)] = 0 +

min[1 ; 2] = 0 + 1 = 1. 

7. Работа (1,3) заканчивается в 3-й день, следующие за ней работы (3,6) 

и (3,7) начинаются в 5-й день, т. е. 𝑅𝑐(1,3) = 2. Поскольку обе последующие 

работы критические, то полный и свободный резервы работы (1,3) совпадают: 

𝑅п(1,3) = 𝑅𝑐(1,3) + min  [𝑅п(3,6) ; 𝑅п (3,7)] = 2 + min[0 ; 0] = 2 + 0 = 2. 

8. Ненулевые свободные резервы работ обозначены на графике привязки 

фигурными скобками (рис. 4.8). 
 

4.4. Упражнения для закрепления материала 
 

1. Постройте сетевую модель, включающую работы A, B, C, ..., L, отобра-

жающую последовательность работ: 

1) A, B и C – исходные операции проекта; 

2) A и B предшествуют D; 

3) B предшествует E, F и H; 

4) F и C предшествует G; 

5) E и H предшествуют I и J; 
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6) C, D, F и J предшествуют K; 

7) K предшествует L. 
 

2. Построить сетевую модель разработки и производства станков, исполь-

зуя упорядочение работ из табл. 4.4.  

  

Таблица 4.4 
 

Работа 

Непосредственно 

предшествующие 

работы 

A – составление сметы затрат – 

B – согласование оценок A 

C – покупка собственного оборудования B 

D – подготовка конструкторских проектов B 

E – строительство основного цеха D 

F – монтаж оборудования C, E 

G – испытание оборудования F 

H – определение типа модели D 

I – проектирование внешнего корпуса D 

J – создание внешнего корпуса H, I 

K – конечная сборка G, J 

L – контрольная проверка K 
 

3. Построить сетевую модель, используя упорядочение работ из табл. 4.5. 

Определить критический путь и резервы работ.  
 

Таблица 4.5 
 

Название Непосредственно предшествующие работы 
Длительность,  

ед. времени 

A – 2 

B – 10 

C – 8 

D A, B 4 

E B, C 3 

F C 1 

G D, E 9 

H F, G 7 
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4. Найдите нарушения правил построения сетевых графиков в сетевой 

модели на рис. 4.9. 
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Рис. 4.9 

 

5. Используя данные о предшествующих работах (табл. 4.8), перечислите 

работы, которые неверно отображены на сетевом графике (рис. 4.10), устраните 

найденные ошибки. 
  

 

Таблица 4.8 

 

Название Непосредственно 

предшествующие 

работы  

A – 

B D 

C B, F, G 

D – 

E B, F, G 

F A, N 

G – 

H C, L 

I B, G 

J I, M 

K H, I, M 

L I, M 

M D 

N – 
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Рис. 4.10 

 

6. Определите критические пути и указанные параметры работ в сетевой 

модели (рис. 4.11): Rc(1,5), Rп(1,5). 
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Рис. 4.11 
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3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Критический путь 1-4-5-6-7, его длина 30. 

 

4. Стрелочки должны быть направлены слева направо; отсутствует стре-

лочка между 8 и 9; два раза встречается цифра 6 в нумерации состояний; два 

раза указана работа В; есть параллельные работы; два раза работа Н; два завер-

шающих события; нет начального события. 

 

5.   

 

 

6. Lкр = 1, 2, 3, 4, 6, 7. Rc(1,5) = 15, Rп(1,5) = 17. 
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