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Аннотация

В работе исследована возможность повышения эффективности расчета линейных
волн в упругом теле за счет применения одной из UNO-модификаций классического
метода С.К. Годунова, имеющей второй порядок точности. При построении UNO-схем
повышенного порядка точности требование монотонности заменяется условием невозрас-
тания полной вариации. Оценка эффективности предлагаемой UNO-модификации осу-
ществляется путем сравнения результатов ее применения для расчета ряда одномерных и
двумерных задач о распространении линейных волн в упругом теле и их взаимодействии
с поверхностью тела с точными решениями и результатами расчетов методом С.К. Году-
нова. Показано, что применение схемы UNO позволяет более чем на порядок снизить
затраты компьютерных ресурсов.
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Введение

Для численного исследования волн в сплошных средах широко применяется
классический метод С.К. Годунова [1] (например, в газовой динамике [2, 3], дина-
мике упруго-пластических тел [4–6] и др.). В этом методе внутри каждой ячейки
расчетной сетки значения искомых функций задачи (плотности, импульса, энер-
гии и т. д.) предполагаются постоянными (среднеинтегральными по объему). Вели-
чины, используемые при разностной аппроксимации пространственных производ-
ных на гранях ячеек, определяются в результате решения задачи о распаде раз-
рыва (задачи Римана), обусловленной различием состояния среды в примыкаю-
щих к грани ячейках. При выполнении условия Куранта [7] схема С.К. Годунова
является устойчивой и монотонной. Вместе с тем она имеет первый порядок ап-
проксимации, что может привести к сильному размазыванию скачков, контактных
разрывов и других особенностей решения в областях с большими градиентами.

В настоящей работе изучается возможность повышения эффективности рас-
чета линейных волн в упругом теле за счет применения применения одной из
UNO-модификаций (UNO – Uniformly Non Oscillatory, равномерно безосцилляци-
онной) классического метода С.К. Годунова, имеющей второй порядок точности.
Идеология построения таких схем изложена в [8]. Реализация одной из них для ис-
следования волновых задач газовой динамики и динамики жидкости представлена
в работах [9–11].

При построении UNO-схем повышенного порядка точности требование монотон-
ности заменяется условием убывания (невозрастания) полной вариации (условием
TVD – Total Variation Diminishing [12]). При этом, в отличие от TVD-схем, где TVD-
условие выполняется строго, в UNO-схемах допускается его нарушение, но лишь
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на уровне погрешностей аппроксимации (то есть требуется выполнять асимптоти-
чески с измельчением расчетной сетки).

Достигнуть второго порядка точности по времени можно по-разному, например,
применяя методы Рунге –Кутты [13]. В настоящей работе с этой целью использу-
ются выражения временны́х производных искомых функций через их простран-
ственные производные [14]. Эти выражения позволяют вычислить значения иско-
мых функций на следующем полуслое по времени в центре ячеек сетки и по обе
стороны каждой из их граней. Значения этих функций на самих гранях находятся
как решения задачи Римана. Далее рассчитываются численные потоки через гра-
ницы ячеек. Расчет значений на следующем временном слое осуществляется по
явной схеме. При вычислении значений производных по пространственным пере-
менным в ячейке используются ограничители. Применяемый в схеме UNO ограни-
читель включает в себя аппроксимации производных как первого, так и второго
порядков.

Оценка эффективности предлагаемой UNO-модификации осуществляется пу-
тем сравнения результатов ее применения для расчета ряда одномерных и двумер-
ных задач о распространении линейных волн в упругом теле и их взаимодействии
между собой и с поверхностью тела с результатами расчетов этих задач классиче-
ским методом С.К. Годунова.

1. Постановка задачи

Изучается возможность повышения эффективности расчета линейных волн
в упругом теле по сравнению с классическим методом С.К. Годунова за счет при-
менения одного из вариантов его UNO-модификации второго порядка точности.
Рассматривается случай двумерных волн. В качестве расчетной области тела при-
нимается прямоугольник [xl ≤ x ≤ xr]× [yb ≤ y ≤ yt] с границами, параллельными
осям декартовой системы координат x, y . Распространение линейных волн в такой
области описывается следующими уравнениями:
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Здесь t – время, ρ – плотность, u , v – компоненты скорости по осям x и y ,
Sxx , Syy , Sxy – компоненты девиатора S тензора напряжений σ , Sxx = σxx + P ,
Syy = σyy +P , Sxy = τxy , P – всестороннее (гидростатическое) давление, σxx , σyy ,
τxy – компоненты тензора σ , λ , µ – параметры Ламе, K = λ+2/3µ – коэффициент
объемного расширения.

Наличие волн в расчетной области обусловлено либо начальным состоянием
тела в этой области, либо тем или иным воздействием на границы области. Пред-
полагается, что границами расчетной области могут быть «жесткие стенки», «сво-
бодные поверхности» или «искусственные границы».

1. На жесткой стенке задается скорость. Пусть, например, верхняя граница
y = yt является жесткой стенкой. Тогда в пределах этой границы

u(t, x, yt) = U(t, x), v(t, x, yt) = V (t, x),

где U(t, x) , V (t, x) – заданные функции.
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2. На свободной поверхности задаются нормальные и касательные напряжения.
Пусть, например, нижняя граница y = yb является свободной поверхностью. Тогда
в пределах этой границы

σyy(t, x, yb) = −p(t, x), Sxy(t, x, yb) = τ(t, x),

где p(t, x) , τ(t, x) – заданные функции.
3. Искусственные границы используются для исключения из рассмотрения уда-

ленных частей тела, влияние которых на расчетную область тела незначительно.
Искусственная граница определяется условием отсутствия возмущений, приходя-
щих к этой границе с ее внешней стороны. Такие условия обычно называют неотра-
жающими [15]. Их математическая формулировка будет представлена в следующем
разделе.

2. Методика расчета

2.1. Векторная форма уравнений динамики линейных волн и рима-
новы инварианты. Для описания расчетных схем, применяемых в настоящей
работе, систему (1) удобно представить в следующем виде:
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Важную роль в предлагаемой методике играет решение одномерной задачи
о распаде разрыва, основанное на инвариантах Римана. Кроме того, инварианты
Римана используются при аппроксимации краевых условий, а также при получе-
нии точных аналитических решений одномерных задач, что полезно для оценки
эффективности численного метода.

Если в системе (1) исключить все производные по y , то получится система,
описывающая одномерные волны в направлении x . В этом случае инварианты
Римана имеют вид
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(5)

Для полученной аналогичным образом системы, описывающей одномерные волны
в направлении y , инварианты Римана задаются выражениями
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(6)

В обоих случаях скорости пространственного перемещения инвариантов I1, I2

равны нулю, инварианты I3, I5 перемещаются со скоростями c1 и c2 соответ-
ственно, а инварианты I4, I6 – со скоростями −c1 и −c2 соответственно.
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2.2. Аппроксимация уравнений. Расчетная область покрывается равно-
мерной прямоугольной сеткой с шагами hx в направлении x и hy в направлении y .
Значения параметров qik, Il ≤ i ≤ Ir, Kb ≤ k ≤ Kt с целыми индексами отно-
сятся к центрам ячеек, а с полуцелыми (qi±1/2,k , qi,k±1/2 ) – соответственно к их
вертикальным и горизонтальным граням.

Рассматриваемая UNO-модификация метода С.К. Годунова для системы (2)
состоит из трех шагов.

Шаг 1. Вычисление искомых значений qik в ячейках расчетной сетки на полу-
целом временном слое
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∆tn

2
,

где n – номер временного слоя, ∆tn – шаг по времени.
Для расчета входящей в это соотношение производной по времени используется

полученное из (2) выражение этой производной через пространственные производ-
ные
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Тогда значение производной (∂q/∂x)n
ik вычисляется по формуле
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Аналогично (∂q/∂x)n
ik вычисляется и (∂q/∂y)n

ik .
Шаг 2. Расчет потоков через границы между ячейками
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где аргументы функций f и g вычисляются как решение задачи о распаде разрыва,
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Поток f (3) зависит от четырех аргументов u, v, σxx, Sxy . Решение задачи
о распаде разрыва для этих величин, используя выражения (5) и опуская все ин-
дексы, за исключением L и R , запишем в виде
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,
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Соответственно, решение задачи о распаде разрыва для четырех аргументов потока
g (4), используя выражения (6) и опуская все индексы, за исключением B и T ,
получаем в виде
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Шаг 3. Расчет искомых значений вектора qn+1
ik на новом временном слое по

явной конечно-разностной схеме
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2.3. Аппроксимация граничных условий. Для аппроксимации гранич-
ных условий вдоль каждой из четырех границ расчетной области вводится при-
мыкающий к ней с внешней стороны слой фиктивных ячеек. Для левой границы
xIl−1/2,k = xl – это слой ячеек c x-координатой центра xIl−1,k = xl − hx/2 , для
правой границы xIr+1/2,k = xr – слой ячеек c x -координатой центра xIr+1,k =
= xr + hx/2 , для нижней границы yi,Kb−1/2 = yb – слой ячеек c y -координатой
центра yi,Kb−1 = yb − hy/2 , для верхней границы yi,Kt+1/2 = yt – слой ячеек
c y -координатой центра yi,Kt+1 = yt + hy/2 . Значения параметров в фиктивных
ячейках, а также на их гранях, совпадающих с границей расчетной области, вычис-
ляются с использованием соответствующих этой границе краевых условий, а также
значений параметров в смежных с фиктивными ячейками реальных ячейках рас-
четной области.
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1. Жесткая стенка. Пусть жесткой стенкой является левая граница xIl−1/2,k =
= xl . Тогда параметры, необходимые для расчета потока через грани ячеек, опре-
деляются в фиктивных ячейках при t = tn и t = tn+1/2 следующим образом:

uIl−1,k = 2U(t, yk)− uIl,k, vIl−1,k = 2V (t, yk)− vIl,k,

(σxx)Il−1,k = (σxx)Il,k, (Sxy)Il−1,k = (Sxy)Il,k.

а параметры на совпадающих с границей гранях ячеек при t = tn+1/2 имеют вид

u
Il−1/2,k = U(t, yk), v

Il−1/2,k = V (t, yk),

(σxx)Il−1/2,k =
[
uIl−1/2R,k − U(t, yk)

]
ρc1 − (σxx)Il−1/2R,k,

(Sxy)Il−1/2,k =
[
vIl−1/2R,k − V (t, yk)

]
ρc2 + (Sxy)Il−1/2R,k,

где величины с индексом R вычисляются по формуле (7).
2. Свободная поверхность. Пусть свободной поверхностью является верхняя

граница yi,Kt+1/2 = yt . Тогда параметры, необходимые для расчета потока че-
рез грани ячеек, определяются в фиктивных ячейках при t = tn и t = tn+1/2

следующими выражениями:

ui,Kt+1 = ui,Kt , vi,Kt+1 = vi,Kt − 2
p(t, xi) + (σyy)i,Kt

ρc1
,

(σyy)i,Kt+1 = (σyy)i,Kt , (Sxy)i,Kt+1 = 2τ(t, xi)− (Sxy)i,Kt

и на совпадающих с границей гранях ячеек при t = tn+1/2 следующими:

(σyy)i,Kt+1/2 = −p(t, xi), (Sxy)i,Kt+1/2 = τ(t, xi),

ui,Kt+1/2 = ui,Kt+1/2B +
τ(t, xi)− (Sxy)i,Kt+1/2B

ρc2
,

vi,j = vi,Kt+1/2B −
p(t, xi) + (σyy)i,Kt+1/2B

ρc1
,

где величины с индексом B вычисляются по формуле (10).
3. Искусственная граница. Пусть искусственной границей является нижняя сто-

рона расчетной области yi,Kb−1/2 = yb . Как отмечалось выше, на искусственных
границах ставятся условия отсутствия возмущений, приходящих к ним с их внеш-
ней стороны. В случае нижней границы эти условия математически можно пред-
ставить следующим образом:

(I3)i,Kb−1/2 − (I3)b,0 = 0, (I5)i,Kb−1/2 − (I5)b,0 = 0,

где индексы b, 0 относятся к значениям параметров, соответствующим начальному
(фоновому) состоянию тела со стороны нижней границы.

Отсюда параметры, необходимые для расчета потока через грани ячеек, опре-
деляются в фиктивных ячейках при t = tn и t = tn+1/2 по формулам

ui,Kb−1/2 = 0.5
(

ui,Kb
+ ub,0 +

(Sxy)i,Kb
− (Sxy)b,0

ρc2

)
,

vi,Kb−1/2 = 0.5
(

vi,Kb
+ vb,0 +

(σyy)i,Kb
− (σyy)b,0

ρc1

)
,
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(σyy)i,Kb−1/2 = 0.5 [ρc1(vi,Kb
− vb,0) + (σyy)i,Kb

+ (σyy)b,0] ,

(Sxy)i,Kb−1/2 = 0.5 [ρc2(ui,Kb
− ub,0) + (Sxy)i,Kb

+ (Sxy)b,0] .

На искусственной границе при t = tn+1/2 получаем

uKb−1 = ub,0 +
(Sxy)Kb

− (Sxy)b,0

ρc2
, vKb−1 = −vKb

+ 2vi,Kb−1/2,

(σyy)Kb−1 = (σyy)Kb
, (Sxy)Kb−1 = (Sxy)Kb

.

Граничные условия на других жестких стенках, свободных поверхностях и ис-
кусственных границах реализуются аналогичным образом.

Следует отметить, что приведенный способ аппроксимации искусственных гра-
ниц имеет первый порядок точности в отличие от аппроксимаций жестких стенок и
свободных поверхностей, которые имеют второй порядок. Такая точность на искус-
ственных границах представляется достаточной, так как по своему смыслу такие
границы отделяют несущественное дальнее поле тела от представляющего инте-
рес ближнего поля, рассматриваемого как расчетная область, где динамика тела
может определяться, например, воздействием на поверхности тела, которые могут
быть как жесткими стенками, так и свободными поверхностями.

3. Расчет одномерных задач

3.1. Распространение волн от поверхности тела. Предполагается, что
тело занимает полупространство y ≥ 0 . Его состояние при t = 0 определяется
заданными значениями инвариантов

I1 = I1,0, I2 = I2,0, I3 = I3,0, I4 = I4,0, I5 = I5,0, I6 = I6,0,

где I3,0, I4,0, I5,0, I6,0 – некоторые константы.
Рассматриваются два случая распространения одномерных волн от границы

тела y = 0 . В первом случае граница является жесткой стенкой и

u(t, 0) = uΓ(t), v(t, 0) = vΓ(t),

где uΓ(t) и vΓ(t) – заданные функции. Индекс Γ здесь и далее указывает на
отнесение к границе. Во втором случае граница тела y = 0 является свободной
поверхностью и

σy(t, 0) = −pΓ(t), Sxy(t, 0) = τΓ(t),

где pΓ(t) и τΓ(t) – заданные функции.
Распространение волн в обоих случаях описывается в терминах инвариантов

следующим образом:

y > c1t : I3 = I3,0, I4 = I4,0, I5 = I5,0, I6 = I6,0.

c2t < y ≤ c1t : I3 = I3,Γ(t− y/c1), I4 = I4,0, I5 = I5,0, I6 = I6,0,

0 < y ≤ c1t : I3 = I3,Γ(t− y/c1), I4 = I4,0, I5 = I5,Γ(t− y/c2), I6 = I6,0,

где граничные значения инвариантов задаются в случае жесткой стенки выраже-
ниями

I3,Γ = −I4,0 + 2vΓ, I5,Γ = I6,0 + 2uΓ,

а в случае свободной поверхности – выражениями

I3,Γ = I4,0 +
2pΓ

ρc1
, I5,Γ = I6,0 +

2τΓ

ρc2
.
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Рис. 1. Распределения всестороннего давления P в теле в два момента времени t1 и
t2 при изменении скорости (a) и давления (b) на поверхности тела y = 0 по законам,
указанным на вставках. Черные линии – аналитическое решение, красные – схема UNO,
зеленые – классический метод С.К. Годунова

В качестве расчетной области принимается отрезок 0 ≤ y ≤ R , правая граница
которого y = R является искусственной, на ней ставятся неотражающие условия.
В рассматриваемых промежутках времени они сводятся к приравниванию значе-
ний всех необходимых для реализации граничных условий параметров значениям
этих параметров в соответствующих приграничных ячейках.

На рис. 1 представлены результаты расчетов двух задач о распространении волн
от поверхности тела y = 0 . В первой задаче (рис. 1, a) граница y = 0 является
жесткой стенкой,

uΓ(t) = 0, vΓ(t) = v∗ > 0.

Во второй задаче (рис. 1, b) граница y = 0 является свободной поверхностью,

pΓ(t) =

{
p∗ > 0, если 0 ≤ t ≤ t∗

0, если t > t∗
, τΓ(t) = 0.

В обоих случаях в начальный момент времени все инварианты равны нулю, так
что при t = 0

u(0, y) = v(0, y) = 0, Sxx(0, y) = Syy(0, y) = Sxy(0, y) = P (0, y) = 0.

В расчетах использовалась равномерная сетка из 100 ячеек.
На рис. 1 видно, что в обеих задачах схема UNO дает результат, значительно

более близкий к точному решению, чем метод С.К. Годунова, который довольно
сильно «размазывает» скачки. Со временем из-за накопления вычислительных по-
грешностей отклонение численных решений от точных увеличивается. В результате
во второй задаче метод С.К. Годунова к моменту t = t2 заметно «подрезает» экс-
тремум волны (более чем на 15%).

3.2. Взаимодействие волн с границей. Рассматриваемые в данном раз-
деле задачи и их численная реализация отличаются от задач предыдущего раздела
главным образом тем, что в начальный момент времени t = 0 в теле в направлении
его границы y = 0 распространяются волны, определяемые начальным распреде-
лением инвариантов

I4 = I4,0(y), I6 = I6,0(y).

Здесь I4,0(y), I6,0(y) – заданные функции, определяющие профили волн, распро-
страняющихся со скоростями −c1 и −c2 соответственно.
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Рис. 2. Взаимодействие волны с жесткой стенкой и с волной, образованной на этой поверх-
ности: (a) – начальное распределение всестороннего давления P в теле и закон изменения
скорости v на жесткой стенке; (b), (c) – распределения P в моменты времени t1 и t2 соот-
ветственно, t2 > t1 > 0 . Стрелочки указывают направление движения волн. Обозначения
кривых те же, что и на рис. 1

Тогда аналитическое решение данных задач в терминах инвариантов имеет в об-
ластях

y > c1t (A), c2t < y ≤ c1t (B), 0 < y ≤ c2t (C)

следующий вид:

A : I3 = I3,0, I4 = I4,0(y + c1t), I5 = I5,0, I6 = I6,0(y + c2t),
B : I3 = I3,Γ(t− y/c1), I4 = I4,0(y + c1t), I5 = I5,0, I6 = I6,0(y + c2t),
C : I3 = I3,Γ(t− y/c1), I4 = I4,0(y + c1t), I5 = I5,Γ(t− y/c2), I6 = I6,0(y + c2t).

На рис. 2–4 приведены результаты расчетов рассматриваемых задач при на-
чальных данных, определяемых по формулам

P (0, y) = p(y), Sxy(0, y) = τ(y), I1,0 = 0, I2,0 = 0, I3,0 = 0, I4,0 = 0.

С учетом этого при t = 0 имеем

Sxx(0, y) =
2µ

3λ + 2µ
p(y), Syy(0, y) = − 4µ

3λ + 2µ
p(y),

u(0, y) =
τ(y)
ρc2

, v(0, y) = −3p(y)
ρc1

λ + 2µ

(3λ + 2µ)
.

На рис. 2 приведены результаты расчетов для начальных данных

p(y) =

{
p∗ > 0, если y > R/2,

0, если y ≤ R/2,
τ(y) = 0
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Рис. 3. Взаимодействие волны с подвижной жесткой стенкой и волной, образованной на
этой стенке: (a) – начальное распределение скорости u в теле и закон ее изменения на
поверхности тела; (b), (c) – распределения u в моменты времени t1 и t2 соответственно,
t2 > t1 > 0 . Стрелочки указывают направление движения волн. Обозначения кривых те
же, что и на рис. 1

и граничных условий

uΓ(t) = 0, vΓ(t) =

{
v∗ > 0, если t < t∗,
0, если t ≥ t∗.

В этой задаче реализуется взаимодействие волны с жесткой стенкой и с обра-
зованным на ней импульсом. На рис. 2 видно, что к моменту t1 уже практически
завершилось взаимодействие возбужденного на поверхности тела импульса с пе-
редним фронтом распространяющейся к поверхности тела волны. В промежутке
t1 < t < t2 указанный фронт достиг поверхности тела и отразился от нее. Кроме
того, видно, что схема UNO намного лучше воспроизводит точное решение. Чис-
ленное решение, полученное с помощью метода С.К. Годунова, значительно боль-
ше «размазывает» фронты волн. В результате этого начиная с некоторого времени
возникает «подрезка» амплитуды возбужденного на поверхности тела импульса,
которая со временем все более увеличивается (в момент t2 она составляет 47%).

На рис. 3 приведены результаты расчетов для начальных данных

p(y) = 0, τ(y) =

{
p∗ > 0, если 0.5R < y < 0.8R,

0, если y ≤ 0.5R или y ≥ 0.8R

и граничных условий

uΓ(t) =

{
−u∗(u∗ > 0), если t < t∗

0, если t ≥ t∗
, vΓ(t) = 0.

Такими условиями описывается взаимодействие волны с жесткой стенкой и об-
разованным на ней импульсом. Из рис. 3 видно, что к моменту t1 в результате
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Рис. 4. Взаимодействие импульса с неподвижной свободной поверхностью: начальное рас-
пределение давления P в теле (a) и его распределения в один из моментов до начала
взаимодействия с поверхностью тела (b) и в один из моментов после начала взаимодей-
ствия (c) . Стрелочки указывают направление движения волн. Обозначения кривых те
же, что и на рис. 1

«воздействия» на поверхность тела в ее окрестности сформировалась волна, ухо-
дящая от поверхности тела со скоростью c2 навстречу распространяющейся в ее
сторону также со скоростью c2 волне, определяемой начальными условиями. Через
некоторое время эти волны начинают взаимодействовать. К моменту t2 их взаи-
модействие уже завершилось. Кроме того, к этому моменту передний фронт рас-
пространяющейся к поверхности тела волны уже отразился от нее. Видно, что и
в этой задаче численное решение схемы UNO значительно ближе к точному. Чис-
ленное решение, полученное с помощью метода С.К. Годунова, намного сильнее
«размазывает» фронты волн и заметно «подрезает» амплитуду возбужденного на
поверхности тела импульса. В момент t2 «подрезка» составляет около 33%.

На рис. 4 приведены результаты расчетов для начальных данных

p(y) = 0, τ(y) =

{
p∗ > 0, если 0.5R < y < 0.8R,

0, если y ≤ 0.5R или y ≥ 0.8R,

и граничных условий
pΓ(t) = 0, τΓ(t) = 0.

В этом случае моделируется взаимодействие волны с неподвижной свобод-
ной поверхностью. На рис. 4 видно, что взаимодействие начинается в интервале
t1 < t < t2 . Рисунок показывает, что и в этой задаче схема UNO дает по сравне-
нию с методом С.К. Годунова значительно более близкое к точному численное ре-
шение. В частности, и здесь в решении UNO-схемы нет накопленного к моменту t2
большого «размазывания» фронтов волны и «подрезки» ее амплитуды, что наблю-
дается в численном решении, полученном с использованием метода С.К.Годунова,
где, в частности, подрезка составляет около 4%.
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Рис. 5. Динамика импульсов внутри тела и их взаимодействие с неподвижной жесткой
стенкой: начальные распределения скоростей u и v в теле (a) и их распределения в один
из моментов до начала их взаимодействия со стенкой (b) и в один из моментов после нача-
ла взаимодействия (c) . Стрелочки указывают направление движения волн. Обозначения
кривых те же, что и на рис. 1

На рис. 5 представлены результаты расчетов задачи при следующих начальных
данных:

P (0, y) =

{
p∗ > 0 при 0.67R < y < 0.93R,

0 при y ≤ 0.67R или y ≥ 0.93R,

Sxy(0, y) =

{
0.1p∗ при 0.33R < y < 0.53R,

0 при y ≤ 0.33R или y ≥ 0.53R,

u(0, y) = −Sxy(0, y)
ρc2

, v(0, y) =
P (0, y)

ρc1
, Sxx(0, y) = 0, Syy(0, y) = 0

и следующих граничных условиях

uΓ(t) = 0, vΓ(t) = 0.

С помощью этой задачи описываются распространение в теле продольной и по-
перечной волн и их взаимодействие с неподвижной жесткой стенкой. В начальный
момент t = 0 продольная волна определяется профилем скорости v , а поперечная
волна – профилем скорости u . Обе волны распространяются в направлении поверх-
ности тела со скоростями c1 и c2 соответственно, c1 > c2 . К моменту t1 продольная
волна догоняет поперечную. К моменту t2 продольная волна уже отразилась от
поверхности тела, тогда как поперечная волна еще находится в процессе взаимо-
действия с поверхностью. Видно, что и здесь, как и в предыдущих задачах, схема
UNO значительно меньше «размазывает» фронты обеих волн и лучше описывает
их взаимодействие с поверхностью тела.
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Рис. 6. Удар по части поверхности тела (область удара закрашена черным): (a) – изоли-
нии σi , вычисленные на сетке 100× 100 методом С.К. Годунова (черные кривые) и UNO
(красные); (b) – изолинии σi , вычисленные методами С.К. Годунова на сетке 800 × 800
(черные кривые) и UNO – на сетке 100 × 100 (красные); (c) – распределения σi вдоль
плоскости симметрии x = 0 , вычисленные методом UNO на сетках 100× 100 , 200× 200 ,
400 × 400 , 800 × 800 и 1600 × 1600 (результаты на трех последних сетках графически
совпадают)

4. Расчет двумерной задачи

Для иллюстрации работоспособности и эффективности UNO-схемы в двумер-
ном случае рассматривается следующая задача удара по поверхности тела. При
t ≤ 0 тело, представляющее собой, как и ранее, упругое полупространство y ≥ 0 ,
находится в покое при

u(0, y) = v(0, y) = 0, Sxx(0, y) = Syy(0, y) = Sxy(0, y) = P (0, y) = 0.

Поверхность тела является свободной, при этом

σy(t, 0) = 0, Sxy(t, 0) = 0.

В начальный момент времени по части поверхности тела осуществляется ударное
воздействие, реализующееся в повышении давления до p∗ > 0 , что в граничном
условии выражается следующим образом

σy(t, 0) = p∗ при − 1/3R ≤ x ≤ 1/3R.

Данная задача имеет плоскость симметрии x = 0 . C учетом этого в качестве
расчетной области принимается квадрат [0 ≤ x ≤ R] × [−R ≤ y ≤ 0] , верхняя
граница которого y = 0 является свободной поверхностью, левая x = 0 – непо-
движной жесткой стенкой, а правая x = R и нижняя y = −R – искусственными
границами.

Работоспособность и эффективность UNO-схемы иллюстрирует рис. 6, где при-
веден фрагмент расчетной области с изолиниями интенсивности напряжений σi

и распределение σi в этом фрагменте вдоль плоскости симметрии задачи x = 0 .
Интенсивность напряжений σi рассчитывается по формуле

σi =
√

3(σ2
x + σ2

z + σxσz + τ2
xy).

Видно, что рассматриваемая UNO-схема намного экономичнее метода С.К. Го-
дунова. Действительно, метод С.К. Годунова позволяет получить численное реше-
ние, аналогичное рассчитанному по UNO-схеме на сетке 100× 100 , лишь на сетке
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800×800 . Это означает, что при решении двумерных задач рассматриваемая UNO-
схема более чем в 64 раза эффективнее метода С.К. Годунова.

Рис. 6, c демонстрирует быструю сходимость результатов расчетов по схеме
UNO при измельчении сетки.

Заключение

Представлены основные положения методики расчета динамики линейных
волн в упругом теле и их взаимодействия с поверхностью тела на основе UNO-
модификации классического метода С.К. Годунова, имеющей второй порядок точ-
ности по пространству и времени. В отличие от TVD-модификаций, где TVD-
ограничение выполняется строго, в данной модификации это ограничение выпол-
няется приближенно с точностью до аппроксимации уравнений динамики волн.
В результате второй порядок аппроксимации сохраняется в том числе и в областях
локальных экстремумов решения.

Исследованы работоспособность и эффективность предложенной методики
на ряде одномерных задач, имеющих точное аналитическое решение. Это задачи
о распространении в теле возмущений, образованных на его поверхности, задачи
о взаимодействии возмущений с поверхностью тела, а также задачи о взаимо-
действии возмущений в теле между собой и с поверхностью тела. Поверхность
тела моделировалась и как подвижная и неподвижная жесткие стенки, и как
свободная поверхность. Наряду с точными решениями, для оценки работоспособ-
ности и эффективности предлагаемой методики применялось также и сравнение с
результатами расчетов классическим методом С.К. Годунова. Показано, что на ана-
логичных сетках UNO-схема дает результаты намного ближе к точным решениям.
В частности, ширина размазывания резких фронтов волн при использовании UNO-
схемы намного меньше. В результате к концу рассмотренных интервалов времени
метод С.К. Годунова, как правило, приводил к значительной «подрезке» ампли-
туды волн, тогда как в численных решениях UNO-схемы этого не наблюдалось.

Работоспособность и эффективность предлагаемой методики в двумерных зада-
чах проиллюстрированы на примере динамики приповерхностного слоя тела при
ударном воздействии на часть его поверхности. Показано, что по сравнению с ме-
тодом С.К. Годунова рассматриваемая UNO-схема позволяет снизить затраты
компьютерных ресурсов на расчет этой задачи более чем на порядок (примерно
в 60 раз).
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Abstract

The classical Godunov method is widely used for the numerical study of waves in continuous
media. If the Courant condition is satisfied, the Godunov scheme is stable and monotonous.
However, due to its first order of accuracy it can lead to rather large smearing of jumps, contact
discontinuities, and other features of the solution in the domains where the solution gradients
are great.

In this paper, the possibility of increasing the efficiency of computation of linear waves in
an elastic body by applying one of the second-order accurate UNO modifications of the classical
Godunov method has been studied. In that UNO modification, the monotonicity requirement
is replaced by the TVD condition, and all the parameters inside each grid cell are assumed
linear rather than constant as they are in the Godunov method. The TVD condition is met
just on the level of approximation. To derive the second order of accuracy in time, the time
derivatives of the unknown functions have been expressed in terms of their spatial deriva-
tives. Those expressions allow to calculate the next half-time-layer values of the unknown
functions at the center of the grid cells and on both sides of the cell boundaries. The values
of the unknown functions on the boundaries themselves have been found by solving the cor-
responding Riemann problems. Subsequently, numerical flows across the cell boundaries have
been computed. Computation of the values at the next time layer has been carried out by
an explicit scheme. Some limiters for the values of the spatial derivatives have been introduced.
The present UNO scheme limiters use approximations to both the first and second derivatives.

The efficiency of the proposed UNO modification has been estimated by computing a num-
ber of one- and two-dimensional problems on propagation of linear waves in an elastic body
and their interaction with each other and with the surface of the body. The results of
those computations have been compared with the exact solutions and the results of applying
the Godunov method. It has been shown that the UNO scheme considered allows one to reduce
computational costs by more than a factor of ten.

Keywords: UNO scheme, Godunov scheme, efficiency of difference schemes, linear wave,
elastic body

Figure Captions

Fig. 1. Distributions of the uniform pressure P in the body at two moments of time t1
and t2 upon changes in the velocity (a) and pressure (b) at the body surface y = 0 following
the laws on the insertions. Black lines – analytical solution, red lines – UNO scheme, green
lines – classical Godunov method.

Fig. 2. The interaction of the wave with the rigid wall and with the wave, which is formed
at this surface: (a) – initial distribution of the uniform pressure P in the body and the velocity
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defect law v on the rigid wall; (b), (c) – distributions of P at the moments of time t1 and
t2 , respectively, t2 > t1 > 0. Arrows show the direction in which the waves move. The curves
are designated in the same way as in Fig. 1.

Fig. 3. The interaction of the wave with the mobile rigid wall and the wave which is formed
in this wall: (a) – initial distribution of the velocity u in the body and the law of its defect
at the body surface; (b), (c) – distributions u at the moments of time t1 and t2 , respectively,
t2 > t1 > 0. Arrows show the direction in which the waves move. The curves are designated
in the same way as in Fig. 1.

Fig. 4. The interaction of the wave with the mobile rigid wall and the wave which is formed
on this wall: (a) – initial distribution of the velocity u in the body and the law of its defect
at the body surface; (b), (c) – distributions u at the moments of time t1 and t2 , respectively,
t2 > t1 > 0. Arrows show the direction in which the waves move. The curves are designated
in the same way as in Fig. 1.

Fig. 5. The dynamics of impulses inside the body and their interaction with the non-mobile
rigid wall: initial distributions of the velocities u and v in the body (a) and their distributions
at one of the moments before their interaction with the wall (b) and at one of the moments
after the onset of interaction with (c) . Arrows show the direction in which the waves move.
The curves are designated in the same way as in Fig. 1.

Fig. 6. Impact on the part of the body surface (the area of the impact is colored in black):
(a) – isolines σi , computation on the grid 100 × 100 by the Godunov (black curves) and
UNO (red curves) methods; (b) – isolines σi , computed by the Godunov method on the grid
800 × 800 (black curves) and by the UNO method on the grid 100 × 100 (red curves); (c) –
distributions σi along the symmetry plane x = 0 calculated by the UNO method on the grids
100× 100, 200× 200, 400× 400, 800× 800, and 1600× 1600 (the results on the latter three
grids coincide graphically).
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