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Аннотация

Настоящая работа посвящена исследованию возможностей использования математи-
ческого аппарата гидрогазодинамики, в частности дифференциальных уравнений парабо-
лического типа и методов стохастического моделирования для объяснения особенностей
поведения цен на финансовом рынке. В работе представлена описывающая процесс изме-
нения рыночных цен эконометрическая модель, в основе которой находится дифференци-
альное уравнение движения жидкостей и газов Бюргерса. Структура модели позволяет
учитывать традиционные закономерности рыночной динамики, в частности связанные
с особенностями поведения участников торгов, а также контролировать стохастические
ценовые эффекты, связанные с присутствием локального линейного тренда. Тестирова-
ние модели, проведенное на минутных данных рынка обменного курса фунта стерлингов
к доллару США за весь 2017 г., подтвердило возможности ее использования для прогно-
зирования котировок рассмотренной валютной пары с точностью, измеренной процентом
верных направлений прогноза и равной 57.2%, в свою очередь, величина соответствую-
щего показателя для рассмотренной в целях сравнения модели случайного блуждания
составила 49.8%.
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Введение

Зачастую определенные наработки математического аппарата, используемые
в области естественнонаучных исследований, могут быть применены для описа-
ния процессов, происходящих на финансовых рынках. Примером может служить
известная модель случайного блуждания (RW) [1], описывающая процесс стоха-
стического движения физических частиц. Данная модель, появившаяся в науч-
ной литературе более ста лет назад, по настоящий момент времени продолжает
пользоваться значительной популярностью в области академических исследова-
ний прогнозирования поведения финансовых рядов [2]. Существуют исследования,
например [3], демонстрирующие преимущества модели случайного блуждания пе-
ред традиционными моделями временных рядов, в частности, такими как ARIMA
и GARCH.

Целью настоящей работы является демонстрация возможностей примене-
ния математического аппарата гидрогазодинамики для описания динамических
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особенностей поведения цен на финансовом рынке. В современной литературе
представлено множество исследований, основные результаты которых свидетель-
ствуют о схожести свойств процессов гидрогазодинамики со свойствами процесса
изменчивости цен на финансовом рынке. В качестве примера можно привести
работу [4], в которой авторы предложили модель динамики цены произвольно
выбранного торгового актива, базирующуюся на аналогиях между физическим
процессом аннигиляции частиц с античастицами и процессом проведения тран-
закций между рыночными ордерами одинакового объема на покупку и продажу.
Другим примером является работа [5], иллюстрирующая схожие свойства процес-
са флуктуации скорости турбулентного течения жидкости, обладающего высоким
числом Рейнольдса, с процессом изменения последовательных доходностей индекса
S&P. Полученные в этой работе результаты свидетельствуют о нестационарности
и негауссовских свойствах обоих рассмотренных процессов. Необходимо также от-
метить исследование [6], представляющее сравнительный анализ статистических
свойств флуктуации величины скорости течения жидкостей и газов, находящихся
в турбулентном состоянии, и вариации доходностей финансового рынка. Авторами
исследования было показано, что формы функций плотности распределения по-
добных процессов зависят от выбора временного горизонта следующим образом:
соответствующие функции имеют острый пик при высокой частоте дискретизации
данных по времени и стремятся к гауссову виду при ее снижении.

Таким образом, отмеченные работы позволяют убедиться в возможностях про-
ведения аналогий между физическими процессами, в частности в области гидро-
газодинамики, и процессом изменения цен на финансовом рынке, для описания ко-
торого можно использовать соответствующий математический аппарат, адаптируя
его к учету традиционных рыночных закономерностей. В свою очередь, существует
ряд исследований, например [7, 8], свидетельствующих о том, что для адекватного
моделирования поведения цен на финансовом рынке можно использовать диффе-
ренциальные уравнения параболического и гиперболического типов. Разностные
схемы для этих уравнений могут быть получены с помощью случайного блужда-
ния, использование которого представляет собой традиционный подход в рамках
существующей концепции эффективного рынка [9]. Однако на практике популяр-
ностью пользуются дифференциальные уравнения именно параболического типа,
в общем виде моделирующие процесс теплопроводности, броуновского движения,
а также течения жидкостей и газов. Наиболее известным применением уравне-
ния данного типа является построенная на его основе модель Блэка –Шоулза [10],
используемая для оценки опционов.

В настоящей работе будет представлена модель динамики финансового рынка,
базирующаяся на дифференциальном уравнении параболического типа и реализу-
ющая естественнонаучный подход к описанию процесса изменения рыночных цен,
схожего по свойствам с физическим процессом течения жидкостей и газов. Модель
учитывает основные характеристические особенности рыночного ценообразования,
а также позволяет применять любые методы эконометрической оценки, что делает
ее удобной для реального практического использования.

Спецификация модели

За основу представляемой модели была взята модель Джаблонска –Капассо –
Морале (JCM – Jablonska–Capasso–Morale) [11], которая базируется на использова-
нии дифференциального уравнения жидкостной динамики Бюргерса [12] и системы
стохастических уравнений Капассо –Бианчи [13]. В общем виде модель JCM может
быть представлена следующим образом:

dpk
t = [θt · (gt − pk

t ) + γt · (z(k, pt)− pk
t ) + ξt · (b(k, pt)− pk

t )]dt + εk
t , (1)
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где элемент pk
t представляет собой цену участника k , выставляемую им в мо-

мент времени t , компонента (z(k, pt)−pk
t ) , содержащая элемент z(k, pt) = M(pt)×

× [E(pt)−M(pt)] , использующий величины моды M(pt) и среднего значения E(pt)
цен всех участников торгов в момент времени t , описывает эффект рыночного це-
нообразования, связанный с явлением открытия участниками рынка позиций в со-
ответствии с текущей тенденцией движения цены. Участники рынка, демонстриру-
ющие подобное поведение, называются чартистами (chartists), совершающими, как
показано в работе [14], приблизительно 75% от объема дневных операций на фи-
нансовом рынке. Составляющая (gt−pk

t ) описывает эффекты, связанные со стрем-
лением цены к своему справедливому, фундаментальному значению gt , что, как
следует из результатов работы [15], связано с соответствующим поведением 95%
участников рынка. Функция f(k, pt) по аналогии с уравнением теплопроводности
описывает внешнюю периодическую силу и содержит составляющую (b(k, pt)−pk

t ) ,
отражающую эффект воздействия на цену участника k значительных отклонений
в ценах других участников b(k, pt) , а также компоненту εk

t , отвечающую за нали-
чие шума в системе. Более подробно с выводом модели JCM, а также с смысловым
содержанием ее компонент можно ознакомиться в отмеченной выше оригинальной
работе [11].

Важной особенностью модели JCM является то, что она позволяет учитывать
традиционные эффекты рыночного ценообразования, возникающие вследствие та-
ких явлений, как следование участниками за текущими наблюдаемыми тенден-
циями, а также торговля по направлению справедливой цены. Однако необходимо
также отметить и основные недостатки модели JCM, наличие которых послужило
мотивацией к разработке новой модели, представленной в настоящей работе. Пер-
вым и наиболее значимым недостатком является то, что модель JCM построена
в соответствии с агентно-ориентированным подходом, что значительным образом
осложняет ее реальное использование в силу объективных трудностей с получением
доступа к информации обо всех участниках торгов рассматриваемого финансово-
го рынка. Следующим недостатком является отсутствие контроля за присутствием
рыночного тренда и его направления, в рамках которого могут наблюдаться любые
явления, влияющие на поведение цен. Последним, но не менее важным, является
классический характер ошибки модели, не учитывающий локальные стохастиче-
ские эффекты формирования цены, такие как присутствие в данных локального
ценового уровня или локального тренда [16]. Более детально отмеченные недостат-
ки JCM модели описаны в работе А.Р. Мусина [17], в которой за счет их исправ-
ления была получена следующая эконометрическая модель динамики финансовых
рядов:

dpk
t = [θ · (gt − pk

t ) + γ · (z(k, pt)− pk
t ) + f(k, pt)]dt, (2)

f(k, pt) = ξ · (b(k, pt)− pk
t ) + η · 1

2
∂

∂t
(gt + gt−1) + µk

t , (3)

µk
t = µk

t−1 + εk
t , (4)

где элемент pk
t представляет собой среднее значение цены в момент времени k , ко-

торый, в свою очередь, принадлежит более длительному шагу по времени t . Ком-
поненты (z(k, pt)−pk

t ) и (gt−pk
t ) отражают отмеченные выше рыночные эффекты,

связанные со стремлением цены по направлению текущей тенденции и в сторону
своего справедливого значения соответственно. Составляющая (b(k, pt)− pk

t ) отве-
чает за влияние, оказываемое на рыночную цену существующими на определен-
ном временном горизонте статистическими выбросами, добавленная компонента
1
2

∂

∂t
(gt + gt−1) отвечает за влияние направления существующего тренда, измеряе-

мого с помощью среднего значения между двумя последовательными приращени-
ями справедливой цены gt . Наиболее значимым отличием функциональной формы
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данной модели от модели JCM (1) является переход от классического вида ошибки
εk

t к новому виду, отражающему присутствие стохастических локально-уровневых
эффектов ценообразования, что заключается в добавлении соответствующей ком-
поненты локального уровня µt .

Представленная модель (2)–(4) прошла успешное тестирование на историче-
ских минутных данных рынка обменного курса фунта стерлингов к доллару США
(GBPUSD) за период 2017 г. С соответствующими результатами можно ознако-
миться в отмеченной выше работе [17]. Наиболее значимым результатом этого ис-
следования является продемонстрированная возможность использования модели
(2)–(4) для прогнозирования рассмотренного финансового ряда с точностью, изме-
ренной процентом верных направлений прогноза и составившей 56.4%. Успешность
этого результата в общем виде заключается в том, что полученная величина про-
цента точных направлений прогноза заметно превысила значение аналогичного
показателя для модели случайного блуждания, составившего 49.8%, что, свою
очередь, определяет практические возможности применения модели (2)–(4). В ка-
честве примера подобных возможностей можно привести торговлю на рынке бинар-
ных опционов с использованием формируемых моделью прогнозов. Положительная
результативность такой торговли возможна при условии превышения показателем
процента точных направлений прогноза определенной пороговой величины, зада-
ваемой брокером и, как правило, не превышающей 54%, соответствующей размеру
выплачиваемой премии, равному 85% от начальной ставки. Несмотря на подобные
результаты, последующее тестирование модели (2)–(4) на рыночных данных, обла-
дающих более низкой частотой дискретизации, в частности на традиционных тайм-
фреймах 30 мин, 1 ч, 4 ч и т. д., выявило снижение величины основного рассматри-
ваемого показателя ниже уровня в 54%. Однако в процессе проведения дальнейших
исследований было установлено, что результаты модели могут быть улучшены для
любых рассматриваемых таймфреймов, в том числе для минутных данных, при до-
бавлении в уравнение (3) компоненты локального линейного тренда φt . Подобная
модификация уравнения (3) позволила построить новую, представляемую в насто-
ящей работе модель, обладающую повышенной точностью направления прогнозов:

dpk
t = [θ · (gt − pk

t ) + γ · (z(k, pt)− pk
t ) + f(k, pt)]dt, (5)

f(k, pt) = ξ · (b(k, pt)− pk
t ) + η · 1

2
∂

∂t
(gt + gt−1) + µk

t + φk
t , (6)

µk
t = µk

t−1 + νk
t−1 + ζk

t , (7)

νk
t = νk−1

t , (8)

φk
t = λ · φk

t−1 + υk
t , (9)

где компоненты (z(k, pt)− pk
t ) , (gt− pk

t ) , (b(k, pt)− pk
t ) и

1
2

∂

∂t
(gt + gt−1) являются

одинаковыми по смыслу с аналогичными компонентами уравнения (3), а рыноч-
ные эффекты, связанные с воздействием на ценовую динамику, оказываемым при-
сутствующими локальными линейными трендами, контролируются соответствую-
щими элементами µt , φt .

В общем виде модели (2)–(4) и (5)–(9), базируясь на исходной модели JCM,
демонстрируют возможности использования методов математического описания
процессов из области естественнонаучных исследований, адекватным образом мо-
дифицированных с учетом традиционных закономерностей динамики финансового
рынка.
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Табл. 1
Результаты оценки коэффициентов модели (5)–(9) с помощью фильтра Калмана

Коэффициенты Значение Статистическая ошибка p-значение
θ 0.082 0.000 0,000
γ 0.032 0.000 0,000
ξ 0.024 0.000 0,000
η 0.017 0.000 0,000
λ 0.101 0.000 0,000

Количество наблюдений 31 666
χ2 8 322 031

p-значение 0.000

Табл. 2
Результаты оценки прогнозной способности модели (5)–(9)

Показатель Модель RW
Максимальная относительная ошибка, % 0.48 0.41
Минимальная относительная ошибка, % 0.00 0.00
Средняя относительная ошибка, % 0.01 0.01
Верные направления прогноза, % 57.20 49.80

Оценка коэффициентов модели (5)–(9), полученная с помощью классического
фильтра Калмана [18, 19], и тестирование ее прогнозных способностей были про-
ведены на основе минутных данных рынка GBPUSD за 2017 г. с использованием
статистического пакета Stata 12 [20]. Соответствующие результаты приведены
в табл. 1 и 2.

Представленные результаты свидетельствуют о статистической значимости
(p < 0.05) полученных коэффициентов модели, оценка которых была проведена
на данных обучающего множества, содержащего значения котировок GBPUSD с
шагом в 1 мин, взятые за период с 1 января по 31 октября 2017 г. Приведенная
в табл. 2 оценка прогнозных способностей модели (5)–(9) была получена на данных
тестового множества, содержащего значения рассматриваемого финансового ряда
за период двух последних месяцев 2017 г.

Полученные результаты демонстрируют высокие прогнозные возможности мо-
дели (5)–(9) с точки зрения показателя процента точных направлений прогноза,
составившего 57.2% и превысившего величину аналогичного показателя для исход-
ной модели (2)–(4).

Заключение

В работе была представлена эконометрическая модель динамики финансового
рынка, в общем виде полученная на основе использования математических ме-
тодов естественнонаучного исследования, адаптированных к описанию процессов
изменения рыночных цен. Продемонстрированная точность прогнозов построен-
ной модели свидетельствует об адекватности применения подобного подхода и его
потенциальных возможностях для проведения дальнейших научно-практических
исследований в области моделирования поведения цен на финансовом рынке.
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Abstract

This paper is devoted to the study of possibilities for using the mathematical apparatus of
natural science research, in particular the parabolic type differential equations and stochastic
modeling methods in order to explain the behavioral features of financial market. An econo-
metric model has been presented that explains the market prices dynamics based on Burger’s
differential equation, which is used for modeling liquids and gas motion. The model’s structure
allows to account for traditional dynamic features of financial market that is, in particular,
related to traders behavioral patterns, as well as such price effects associated with the pres-
ence of local linear trend. Model testing has been performed on minute market data of pound
sterling to US dollar exchange rate for the whole 2017 year and confirmed the possibility of
using it for predicting the considered currency pair values with the accuracy of 57.2% measured
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by the percentage of correct forecast direction, while the value of the corresponding indicator
for a random walk model, additionally reviewed for comparison purposes, was only 49.8%.

Keywords: financial market, forecasting, econometric models, Kalman filter
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