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Ëåêöèÿ 4

Àííîòàöèÿ: Ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûå àëãåáðû.

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûìè

ýêâèâàëåíòíîñòÿìè âèäà ηα è ïîëóïåðå÷èñëèìûìè

ìíîæåñòâàìè. Õàðàêòåðèçàöèÿ â òåðìèíàõ ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèé.

Ïðèìåíåíèÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð â Com-

puter Science.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé âàæíåéøèé ïîäêëàññ êëàññà âû÷èñëèìî

îòäåëèìûõ àëãåáð îáðàçóþò ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûå

àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå 1

Íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà (A, ν) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî

îòäåëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f òðåõ

ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè x 6= y
(mod ker(ν)), òî λz .f (x , y , z) � âñþäó îïðåäåëåííàÿ âû÷èñëèìàÿ

ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ker(ν)-çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà, îòäåëÿþùåãî x îò y .
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Íåôîðìàëüíî, ðàâíîìåðíîñòü âû÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè îçíà÷àåò

íàëè÷èå ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû, �âûäàþùåé� äëÿ êàæäîé ïàðû 〈x , y〉
ïðè x 6= y (mod ker(ν)), àëãîðèòì ðàçðåøåíèÿ ker(ν)-çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà, îòäåëÿþùåãî x îò y .

Ïðèìåð

Ýêâèâàëåíòíîñòü íåãàòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ñ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ.

Îïðåäåëåíèå 2

Íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà (A, ν) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî

àïïðîêñèìèðóåìîé íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè, åñëè ñóùåñòâóåò

÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùàÿ

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè νx 6= νy , òî λuv .g(x , y , u, v) �

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ν-íåãàòèâíîé êîíãðóýíöèè, ïî ìîäóëþ

êîòîðîé ýëåìåíòû νx , νy ðàçëè÷íû.
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Ïðèìåðû

Èçâåñòíî, ÷òî íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ

íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè . Ïðè ýòîì, âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ

àïïðîêñèìèðóåìîñòü ïîçâîëÿåò íå ïðîñòî ðàâíîìåðíî âû÷èñëÿòü

ïåðå÷èñëèìûå èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëè÷àþùèõ íåãàòèâíûõ

êîíãðóýíöèé, íî è ðàâíîìåðíî ýôôåêòèâíî ïðåäúÿâëÿòü èõ

õàðàêòåðèñòè÷åñêèå èíäåêñû (ò.å. àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå ðàçëè÷àòü

ëþáûå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû èñõîäíîé àëãåáðû).

Ïóñòü α ⊆ ω. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè (Þ.Ë. Åðøîâ
1):

1) ηα = {〈2x , 2x + 1〉|x ∈ α〉} ∪ {〈2x + 1, 2x〉|x ∈ α〉} ∪ id ω;
2) ηα = α2 ∪ id ω;
3) η∗α = {〈x , y〉|γx r α = γy r α}, ãäå γ � êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ

êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

1Þ.Ë. Åðøîâ. Òåîðèÿ íóìåðàöèé. Ì., Íàóêà, 1977.
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Ïðèìåðû

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî α ⊆ ω âñå ýêâèâàëåíòíîñòè

ηα, ηα, η
∗
α âû÷èñëèìî îòäåëèìû. Ïðè ýòîì, ηα ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî

îòäåëèìà ïðè âñÿêîì α, à ðàâíîìåðíîñòü ηα çàâèñèò îò âûáîðà α.
Òàê, íàïðèìåð, åñëè ω r α èììóííî, íî íå ãèïåðèììóííî, òî ηα íå

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé; åñëè α � ãèïåðïðîñòîå ñ ðåòðàññèðóåìûì

äîïîëíåíèåì, òî ηα ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà. Ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî ñóùåñòâóþò ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûå ïîçèòèâíûå

íåðàçðåøèìûå ýêâèâàëåíòíîñòè âèäà ηα äëÿ ïîäõîäÿùèõ α ⊆ ω.
Ðàâíîìåðíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè η∗α òàêæå ñâÿçàíà ñî ñâîéñòâàìè α.
Íàïîìíèì, ÷òî ýêâèâàëåíòíîñòü η íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî

áåñêîíå÷íîé, åñëè â íåå ýôôåêòèâíî âêëàäûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

id ω, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h, ÷òî
x 6= y ⇒ h(x) 6= h(y) (mod η). Åñëè ýêâèâàëåíòíîñòü ñ áåñêîíå÷íûì

÷èñëîì ñìåæíûõ êëàññîâ íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íîé, òî îíà

íàçûâàåòñÿ íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íîé.
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Ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü

Åñëè âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíîé, òî íàçîâåì åå íåðàâíîìåðíîé.

×àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ψ : ωn −→ ω íàçîâåì êâàçèïðîåêòèðóþùåé, åñëè

∀x1, . . . , xn ∈ ω[ψ(x1, . . . , xn) ↓⇒ ∃i ∈ {1, . . . , n}(ψ(x1, . . . , xn) = xi )].

Íàïîìíèì íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ.

Ìíîæåñòâî α ⊆ ω íàçûâàåòñÿ

- ïîëóðåêóðñèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ

êâàçèïðîåêòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f îò äâóõ àðãóìåíòîâ, ÷òî

[x ∈ α ∨ y ∈ α]⇒ f (x , y) ∈ α;
- ïîëóïåðå÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ

ôóíêöèÿ ψ îò äâóõ àðãóìåíòîâ, ÷òî

[x ∈ α ∨ y ∈ α]⇒ ψ(x , y) ↓ ∧ψ(x , y) ∈ {x , y} ∩ α;
- ñëàáî ïîëóðåêóðñèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íàÿ

âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ψ îò äâóõ àðãóìåíòîâ, ÷òî

[(x ∈ α ∧ y /∈ α) ∨ (x /∈ α ∧ y ∈ α)]⇒ ψ(x , y) ↓ ∧ψ(x , y) ∈ {x , y} ∩ α.
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Ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèÿ ïîëóïåðå÷èñëèìîñòè è ñëàáîé

ïîëóðåêóðñèâíîñòè ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì.

Ìíîæåñòâî α ⊆ ω íàçûâàåòñÿ

- ïîëóïåðå÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ

êâàçèïðîåêòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ψ îò äâóõ àðãóìåíòîâ, ÷òî

[x ∈ α ∨ y ∈ α]⇒ ψ(x , y) ↓ ∧ψ(x , y) ∈ α;
- ñëàáî ïîëóðåêóðñèâíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ÷àñòè÷íàÿ

âû÷èñëèìàÿ êâàçèïðîåêòèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ψ îò äâóõ àðãóìåíòîâ, ÷òî

[(x ∈ α ∧ y /∈ α) ∨ (x /∈ α ∧ y ∈ α)]⇒ ψ(x , y) ↓ ∧ψ(x , y) ∈ α.
Íåïîñðåäñòâåííî èõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïîëóðåêóðñèâíîñòü

ëþáîãî ìíîæåñòâà ðàâíîñèëüíà ïîëóðåêóðñèâíîñòè åãî äîïîëíåíèÿ (ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà êâàçèïðîåêòèðóìîñòè f ). ßñíî òàêæå, ÷òî
ïîëóðåêóðñèâíîñòü ⇒ ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü ⇒ ñëàáàÿ

ïîëóðåêóðñèâíîñòü.
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Ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü

Íàçîâåì ýêâèâàëåíòíîñòü η ñèëüíî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé,

åñëè ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ g(x , y) òàêàÿ, ÷òî
äëÿ âñåõ x 6= y (mod η) çíà÷åíèåì ôóíêöèè g(x , y) ÿâëÿåòñÿ
êàíîíè÷åñêèé èíäåêñ η-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, îòäåëÿþùåãî x è y (ò.å.

γg(x ,y) � η-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, îòäåëÿþùåå x , y , ãäå γ �

êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ).

Ôàêòè÷åñêè ïî îïðåäåëåíèþ âñÿêàÿ ñèëüíî ðàâíîìåðíàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü ðàâíîìåðíà. Îáðàòíîå íåâåðíî. Åñëè

ýêâèâàëåíòíîñòü èìååò õîòÿ áû äâà áåñêîíå÷íûõ ñìåæíûõ êëàññà, òî

âîïðîñ î åå ñèëüíîé ðàâíîìåðíîñòè âîîáùå ëèøåí ñìûñëà. Äëÿ

ýêâèâàëåíòíîñòåé æå ñ íå áîëåå ÷åì îäíèì áåñêîíå÷íûì êëàññîì

âîïðîñ îá èõ ðàâíîìåðíîñòè êîððåêòåí.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî α ⊆ ω ýêâèâàëåíòíîñòü ηα ñèëüíî

ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà.
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Ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü

Òåîðåìà 1

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ⊆ ω ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ηα � ñèëüíî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà;

(2) ηα � ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà;

(3) ω \ α � ïîëóïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1)⇒(2). Î÷åâèäíî.

(2)⇒(3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç β(x , y) (â ñëó÷àå x 6= y (mod ηα))
âû÷èñëèìîå ηα-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ñîäåðæèò x è íå

ñîäåðæèò y (åñëè ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîñòè äàåò

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé èíäåêñ ìíîæåñòâà ñîäåðæàùåãî y , òî ïåðåéäåì ê

èíäåêñó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ äîïîëíåíèÿ ýòîãî

ìíîæåñòâà). Çàôèêñèðóåì a ∈ α è îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ

âû÷èñëèìóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ ψ:

[a ∈ β(x , y)⇒ ψ(x , y) = y ] ∧ [a /∈ β(x , y)⇒ ψ(x , y) = x ].
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Ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäèí ÷ëåí ïàðû 〈x , y〉 ëåæèò â ω \ α, òî
ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì, ïîääåðæèâàþùèé ðàâíîìåðíîñòü, ïîëó÷àåì

ψ(x , y) ∈ (ω \ α).
(3)⇒(1). Ïóñòü ω \ α ïîëóïåðå÷èëèìîå ìíîæåñòâî è ψ � âû÷èñëèìàÿ

÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïîäòâåðæäàþùàÿ ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü. Ïîñòðîèì

âû÷èñëèìóþ ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ g îò òðåõ àðãóìåíòîâ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Åñëè f (x , y) = x , òî
g(x , y , x) = 1 ∧ ∀z ∈ ω[z 6= x ⇒ g(x , y , z) = 0]. Àíàëîãè÷íî, åñëè
f (x , y) = y , òî g(x , y , y) = 1 ∧ ∀z ∈ ω[z 6= y ⇒ g(x , y , z) = 0].
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ g ðåàëèçóåò ñèëüíóþ ðàâíîìåðíóþ

îòäåëèìîñòü ìíîæåñòâà ω \ α. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âàæíûå ïðèìåðû ðàâíîìåðíûõ è íåðàâíîìåðíûõ

âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé òèïà ηα.

Ïðåäëîæåíèå 1

Åñëè ω \ α ðåãðåññèâíî, à α ãèïåðïðîñòî, òî ýêâèâàëåíòíîñòü ηα
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ � ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ðåãðåññèâíàÿ

ôóíêöèÿ äëÿ ω \ α. Ðàññìîòðèì ñëåäóùóþ ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ

ôóíêöèè f . Äëÿ äàííîé ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 〈x , y〉 ïûòàåìñÿ
ïîäòâåðäèòü õîòÿ áû îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì

îïðåäåëåíèåì çíà÷åíèÿ f íà ïàðå 〈x , y〉:
(1) åñëè x ∈ α, òî ïîëàãàåì f (x , y) = y ;
(2) åñëè y ∈ α, òî f (x , y) = x ;
(3) åñëè ∃n > 0(ψn(x) = y), òî f (x , y) = y ;
(4) åñëè ∃n > 0(ψn(y) = x), òî f (x , y) = x .
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Êàêèå-òî ñëó÷àè ìîãóò èìåòü ìåñòî îäíîâðåìåííî, òîãäà âûáèðàåì òîò

ñëó÷àé, êîòîðûé ïîäòâåðäèòñÿ ðàíüøå. ßñíî, ÷òî f òîòàëüíàÿ,

êâàçèïðîåêòèðóþùàÿ è (x ∈ (ω \ α) ∨ y ∈ (ω \ α))⇒ f (x , y) ∈ (ω \ α),
ò.ê. äëÿ ëþáîé ïàðû ÷èñåë èç ω \ α îäíî èç íèõ ψ-äîñòèæèìî èç
äðóãîãî è {ψn(x)|n ∈ ω ∧ x ∈ (ω \ α)}

⋂
α = ∅. Åñëè x 6= y (mod ηα),

òî çíà÷åíèåì f (x , y) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò èç äîïîëíåíèÿ α. Ïóñòü, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, ýòî áóäåò x . Òîãäà {x} � êîíå÷íîå ηα-çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, îòäåëÿþùåå x îò y . Î÷åâèäíî, ÷òî êàíîíè÷åñêèé èíäåêñ

ýòîãî ìíîæåñòâà ðàâíîìåðíî âû÷èñëÿåòñÿ ïî 〈x , y〉. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå (C.Jockusch)

Âñÿêîå ðåãðåññèâíîå ìíîæåñòâî ñ ãèïåðïðîñòûì äîïîëíåíèåì

ïîëóðåêóðñèâíî (à çíà÷èò è ïîëóïåðå÷èñëèìî).
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Ýêâèâàëåíòíîñòü η ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñìåæíûõ êëàññîâ

íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî (íåýôôåêòèâíî) áåñêîíå÷íîé, åñëè ñóùåñòâóåò

(íå ñóùåñòâóåò) ýôôåêòèâíîå âëîæåíèå id ω â η.

Ïðåäëîæåíèå 2

Åñëè ω \ α èììóííî, íî íå ãèïåðèììóííî, òî ýêâèâàëåíòíîñòü ηα
íåðàâíîìåðíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ηα íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà.

Äîïóñòèì, ÷òî ηα � ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ

ýêâèâàëåíòíîñòü. Ïóñòü g � ÷àñòè÷íàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ èç

îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîñòè, ò.å. åñëè x 6= y (mod ηα), òî λz .g(x , y , z)
� âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ

ηα-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, îòäåëÿþùåãî x è y .
Ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò ñèëüíàÿ òàáëèöà äëÿ δ0, δ1, . . . äëÿ ω \ α.
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Çàôèêñèðóåì a ∈ α. ×åðåç β(x , y) îáîçíà÷èì âû÷èñëèìîå ìíîæåñòâî,

äëÿ êîòîðîãî ïðè x 6= y (mod ηα) âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ λz .g(x , y , z)
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé è x ∈ β(x , y) ∧ y /∈ β(x , y) (êàê
îòìå÷àëîñü âûøå, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ñâîéñòâà âû÷èñëèìîñòè

îòäåëÿþùèå ìíîæåñòâà ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè).

Äëÿ n ∈ ω \ α ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî σn = {z |a ∈ β(n, z))}, êîòîðîå,
êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì

ïîäìíîæåñòâîì ω \ α è ïîòîìó σn êîíå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âñå

íàòóðàëüíûå ÷èñëà ïðè îòäåëåíèè èõ îò n ïîïàäàþò â îäíî èç

îòäåëÿþùèõ ìíîæåñòâ âìåñòå ñ a, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
s ∈ ω, ÷òî äëÿ âñåõ t > s èìååì ∀z ∈ δt(a /∈ β(n, z)). Òåì áîëåå

∃t ∈ ω∀z ∈ δt(a /∈ β(n, z)).
Ïóñòü òåïåðü n ∈ α, t � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è
z ∈ δt ∩ (ω \ α). Òîãäà a ∈ β(n, z), à çíà÷èò ∀t ∈ ω∃z ∈ δt(a ∈ β(n, z)).
Òàêèì îáðàçîì, n ∈ ω \ α⇔ ∃t∀z ∈ δt(a /∈ β(n, z)), ò.å. ω \ α
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
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Ñëåäñòâèå (C.Jockusch)

Íèêàêîå èììóííîå íå ãèïåðèììóííîå ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ

ïîëóïåðå÷èñëèìûì.

Ïðåäëîæåíèå 3

Åñëè α 6m β è ηβ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà, òî òàêîâà æå è ηα
(ò.å. ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîñòè íàñëåäóåìî �âíèç� îòíîñèòåëüíî

m-ñâîäèìîñòè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α 6m β ïîñðåäñòâîì âû÷èñëèìîé ôóíêöèè

f : ∀x ∈ ω[x ∈ α⇔ f (x) ∈ β]. Äîïóñòèì, ÷òî ηβ ðàâíîìåðíî

âû÷èñëèìî îòäåëèìà ïîñðåäñòâîì âû÷èñëèìîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè

gβ , ò.å. äëÿ x 6= y (mod ηβ) ôóíêöèÿ λz .gβ(x , y , z) �
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ηβ-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà,
îòäåëÿþùåãî x îò y . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè è ñîêðàùåíèÿ îáîçíà÷åíèé

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî gβ(x , y , x) = 1.
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Òîãäà ïîëàãàåì [gβ(f (x), f (y), f (z)) = 1⇒ gα(x , y , z) =
1] ∧ [gβ(f (x), f (y), f (z)) = 0⇒ gα(x , y , z) = 0]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
gα � âû÷èñëèìàÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïîääåðæèâàþùàÿ ñâîéñòâî

ðàâíîìåðíîé âû÷èñëèìîé îòäåëèìîñòè äëÿ ηα. Ïðåäëîæåíèå
äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå

Åñëè α êðåàòèâíî, òî ýêâèâàëåíòíîñòü ηα íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

âû÷èñëèìî îòäåëèìîé.

Â ñàìîì äåëå, åñëè β � ïðîñòîå íå ãèïåðïðîñòîå, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 2

ýêâèâàëåíòíîñòü ηβ íåðàâíîìåðíà è, â ñèëó m-ïîëíîòû α, èìååò ìåñòî
ñâîäèìîñòü β 6m α. À çíà÷èò, ïî ïðåäëîæåíèþ 3, ýêâèâàëåíòíîñòü ηα
íåðàâíîìåðíàÿ.
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Ïóñòü 〈L;6L〉 � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê. Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî

L0 ⊆ L ýòîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì â 〈L;6L〉, åñëè
∀x ∈ L0∀y ∈ (L \ L0)[x 6L y ].
×àñòè÷íûé ïîðÿäîê 〈ω;6ω〉 íà ω íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìî

ïåðå÷èñëèìûì, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî {〈x , y〉|x 6ω y}.
Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé õàðàêòåðèçàöèåé

ïîëóïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ:

M.Kummer, F.Stephan

Ìíîæåñòâî α ïîëóïåðå÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì íåêîòîðîãî âû÷èñëèìî

ïåðå÷èñëèìîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Óïðàæíåíèå

Ïåðåñå÷åíèå äâóõ âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ

âû÷èñëèìî îòäåëèìûì.

Í.Õ. Êàñûìîâ ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ 18 / 46



Ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü

Òåîðåìà 2

Ñóùåñòâóþò äâå ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûå ýêâèâàëåíòíîñòè,

ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � ãèïåðïðîñòîå ìíîæåñòâî ñ ðåãðåññèâíûì

äîïîëíåíèåì ω \ α. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 ýêâèâàëåíòíîñòü ηα ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ôðèäáåðãà

ýôôåêòèâíî ðàçëîæèì α íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ âû÷èñëèìî

ïåðå÷èñëèìûõ íåâû÷èñëèìûõ ìíîæåñòâà α0 è α1, îáúåäèíåíèå
êîòîðûõ åñòü α (ò.å. α = α0 ∪ α1, α0 ∩ α1 = ∅). Ðàññìîòðèì òåïåðü

ýêâèâàëåíòíîñòü ηω\α1 . ßñíî, ÷òî îíà íåãàòèâíà (ò.ê. α1 âû÷èñëèìî
ïåðå÷èñëèìî), ò.å. ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìà îòäåëèìà. Òåïåðü âîçüìåì

ïåðåñå÷åíèå ηα
⋂
ηω\α1 ýòèõ äâóõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, êîòîðîå,

î÷åâèäíî, ðàâíî ηα0 .
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Ïîêàæåì, ÷òî ηα0 � íåðàâíîìåðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü.

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì äâà ñâîéñòâà êîíñòðóêöèè Ôðèäáåðãà:

(a) ìíîæåñòâà α0 è α1 âû÷èñëèìî íåîòäåëèìû;
(b) åñëè β � âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ðàñøèðåíèå α0, íå
ïåðåñåêàþùååñÿ ñ α1 (âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ðàñøèðåíèå α1, íå
ïåðåñåêàþùååñÿ ñ α0), òî β \ α âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ηα0 � ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ
ýêâèâàëåíòíîñòü. Òîãäà, ïî òåîðåìå 1, ìíîæåñòâî ω \ α0 ÿâëÿåòñÿ
ïîëóïåðå÷èñëèìûì. Â ñèëó õàðàêòåðèçàöèè ïîëóïåðå÷èñëìûõ

ìíîæåñòâ (ïðèâåäåííîé ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé íàñòîÿùåé òåîðåìû)

ñóùåñòâóåò òàêîé âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê

〈ω;6ω〉, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî ω \ α0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî

óïîðÿäî÷åííûì íà÷àëüíûì ñåãìåíòîì, ò.å.

∀x ∈ (ω \ α0)∀y ∈ α0[x 6ω y ]

è 〈ω \ α0;6ω〉 � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëî x ∈ (ω \ α) ïîêðûâàåòñÿ ÷èñëîì y ∈ α1,
åñëè x 6ω y . Çàìåòèì, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî ÷èñåë èç ω \ α,
ïîêðûâàåìûõ ïîäõîäÿùèìè ÷èñëàìè èç α1 êîíå÷íî. Äîïóñòèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà ìíîæåñòâî {x |∃y ∈ α1[x 6ω y ]} ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî

ïåðå÷èñëèìûì ðàñøèðåíèåì (íàçîâåì åãî β) ìíîæåñòâà α1 çà ñ÷åò
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ èç ω \ α, ò.å. β \ α1 áåñêîíå÷íî, ïðè÷åì
β
⋂
α0 = ∅. Â ñèëó óêàçàííîãî âûøå ñâîéñòâà (b) êîíñòðóêöèè

Ôðèäáåðãà β \ α1 âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ïîäìíîæåñòâî
ãèïåðèììóííîãî ìíîæåñòâà ω \ α è ïîòîìó äîëæíî áûòü êîíå÷íûì.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè âñå (çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà)

ýëåìåíòû èç ω \ α ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè ãðàíÿìè îòíîñèòåëüíî 6ω äëÿ

ìíîæåñòâà α1. Ñëåäîâàòåëüíî, óïîðÿäî÷åíèå íà÷àëüíîãî ñåãìåíòà
α1

⋃
(ω \ α) èìååò âèä α1 + (ω \ α) (çà âû÷åòîì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

ýëåìåíòîâ èç ω \ α, êîòîðûå ìîãóò ïîêðûâàòüñÿ ýëåìåíòàìè α0).
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Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë èç ω \ α, ïîêðûâàåìûõ
÷èñëàìè èç α1 ïóñòîå. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî

ïîðÿäîê 6ω íà ω \ α èçîìîðôåí îðäèíàëó ω.
Äëÿ ðåàëèçàöèè íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ õîòÿ áû

îäíîãî ÷èñëà èç ω \ α, êîòîðîå íå ïîêðûâàåòñÿ íèêàêèì ÷èñëîì èç

ω \ α1. Âûáåðåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, 6ω-íàèìåíüøåå ÷èñëî èç ω \ α,
ÿâëÿþùååñÿ âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ α1.
Ïóñòü ýòî áóäåò m ∈ (ω \ α). Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà:

α∗1 = {x |x 6ω m} è α∗0 = {x |m 6ω ∧x 6= m}. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
íà÷àëüíîãî ñåãìåíòà èìååì

α0 ⊆ α∗0, α1 ⊆ α∗1, α∗0
⋂
α∗1 = ∅, α∗0

⋃
α∗1 = ω. ßñíî òàêæå, ÷òî êàê α∗0,

òàê è α∗1 âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìû. Íî òîãäà α0 è α1 âû÷èñëèìî
îòäåëèìû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó (b) êîíñòðóêöèè Ôðèäáåðãà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ω \ α0 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì è

ïî òåîðåìå 1 ýêâèâàëåíòíîñòü ηα0 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé. Òåîðåìà

äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå

ìíîæåñòâî, òàê æå êàê è åãî äîïîëíåíèå ñëàáî ïîëóðåêóðñèâíî.

Ïîýòîìó ñëàáî ïîëóðåêóðñèâíî ω \ α0. Íî ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ
ïîëóïåðå÷èñëèìûì (õîòÿ ïîëóïåðå÷èñëèìî åãî äîïîëíåíèå). Òàêèì

îáðàçîì, òåîðåìà 2 äàåò òàêæå ïðèìåð ñëàáî ïîëóðåêóðñèâíîãî, íî íå

ïîëóïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà ω \ α0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ηα
ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàâíîìåðíî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ ñ

ïîëóðåêóðñèâíûì α (è ω \ α). Íî α1, áóäó÷è ïîëóïåðå÷èñëèìûì, íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëóðåêóðñèâíûì.

Ñëåäñòâèå

Ñóùåñòâóåò íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà, ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî

îòäåëèìûõ êîíãðóýíöèé êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ íè íèæíåé, íè âåðõíåé

ïîëóðåøåòêîé.

Òàêîâîé áóäåò, íàïðèìåð, àëãåáðà ïóñòîé ñèãíàòóðû íàä ìíîæåñòâîì

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ω. Ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ

êîíãðóýíöèé ýòîé àëãåáðû íå ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ïîëóðåøåòêîé.
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Â ñèëó òåîðåìû 2 ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è íèæíåé

ïîëóðåøåòêîé.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò êàê ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî

îòäåëèìûå ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíî

îòäåëèìûìè, òàê è ýôôåêòèâíî îòäåëèìûå, íå ÿâëÿþùèåñÿ

ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûìè. Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî

ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ

âåðõíåé ïîëóðåøåòêîé, ò.ê. ëþáàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü c

áåñêîíå÷íûìè ñìåæíûìè êëàññàìè åñòü òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äâóõ

ðàçðåøèìûõ (à çíà÷èò è ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ)

ýêâèâàëåíòíîñòåé (À.Ñ.Ìîðîçîâ, íå îïóáëèêîâàíî). Îäíàêî,

ïîçèòèâíûå ýêâèâàëåíòíîñòè ëåæàò â êëàññå ýôôåêòèâíî îòäåëèìûõ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïàðû ðàâíîìåðíî

âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé, òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü

êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî îòäåëèìîé. Ïðèâåäåì íàèáîëåå

ñèëüíûé âàðèàíò îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ.

Í.Õ. Êàñûìîâ ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ 24 / 46



Ïîëóïåðå÷èñëèìîñòü

Ïðåäëîæåíèå 4

Ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé íå

çàìêíóòî â ìíîæåñòâå îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé îòíîñèòåëüíî

îïåðàöèè âçÿòèÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëóðåêóðñèâíîå α,
÷òî êàê α, òàê è ω \ α íå ÿâëÿþòñÿ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûìè. Ïóñòü

α � òàêîå ìíîæåñòâî. Òîãäà α ïîëóïåðå÷èñëèìî è ïî òåîðåìå 1

ýêâèâàëåíòíîñòü ηω\α � ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìà. Àíàëîãè÷íî,

ηα òàêæå ðàâíîìåðíàÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ηα ∨ ηω\α = α2
⋃

(ω \ α)2 è ýòà

âåðõíÿÿ ãðàíü íå ÿâëÿåòñÿ îòäåëèìîé. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå

Ñóùåñòâóþò äâå ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûå ýêâèâàëåíòíîñòè,

òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî îòäåëèìîé.
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Î÷åíü ïðîñòî ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýôôåêòèâíî

áåñêîíå÷íûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé ñ èììóííûìè òðàíñâåðñàëÿìè. Â

ñàìîì äåëå, ïóñòü ω r α èìììóííî è íå ãèïåðèììóííî, ò.å. îáëàäàåò

ñèëüíîé òàáëèöåé γh(n), n ∈ ω, ãäå γ � êàíîíè÷åñêàÿ íóìåðàöèÿ

êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, h � òîòàëüíàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ è

∀n(γh(n) ∩ (ω r α) 6= ∅) ∧ (m 6= n⇒ γh(m) ∩ γh(n) = ∅). Òîãäà äëÿ η∗α
èìååò ìåñòî èììóííîñòü tr(η∗α), íî η∗α ýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà, ò.ê.

m 6= n⇒ h(m) 6= h(n) (mod η∗α). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî äëÿ

ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ýêâèâàëåíòíîñòè η åå

íåýôôåêòèâíàÿ áåñêîíå÷íîñòü ðàâíîñèëüíà èììóííîñòè tr(η).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ýêâèâàëåíòíîñòè èç òîãî, ÷òî îíà

íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà ñëåäóåò èììóííîñòü åå òðàíñâåðñàëè, íî

âîîáùå ãîâîðÿ íå íàîáîðîò). Òàêèì îáðàçîì, åñëè α � ïðîñòîå íå

ãèïåðïðîñòîå, òî η∗α íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íåãàòèâíîé ýêâèâàëåíòíîñòè η íàçîâåì

òàêóþ ÷àñòè÷íóþ âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ f äâóõ ïåðåìåííûõ, ÷òî x 6= y
(mod η)⇒ f (x , y) = 1 è f (x , y) íå îïðåäåëåíà äëÿ x = y (mod η).
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Bergstra and Tucker äîêàçàëè, ÷òî âñÿêàÿ âû÷èñëèìî ïðåäñòàâèìàÿ

êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà êîíå÷íîé ñèãíàòóðû èìååò îáîãàùåíèå,

îáëàäàþùåå ýêâàöèîíàëüíîé ñïåöèôèêàöèåé. Äðóãèìè ñëîâàìè,

âñÿêàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà êîíå÷íîé ñèãíàòóðû èìååò

îáîãàùåíèå, ÿâëÿþùååñÿ èíèöèàëüíîé ñèñòåìîé ïîäõîäÿùåãî

êîíå÷íî-áàçèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ àëãåáð.

Èäåè èñïîëüçîâàíèÿ ýêâàöèîíàëüíûõ ñïåöèôèêàöèé òàêæå âîñõîäÿò ê

âûøåóïîìÿíóòûì àâòîðàì. Îäíàêî, âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé

ÿçûêà èñõîäíîé ñèãíàòóðû ìîæåò îêàçàòüñÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ

ýêâàöèîíàëüíîãî îïèñàíèÿ. Ïðèìåðîâ òàêîãî ðîäà (êàê

ïðîñìàòðèâàåìûé ñòåê è ò.ä.) áûëî ìíîãî. Ðàññìîòðèì î÷åíü ïðîñòîé

ïðèìåð. Ïóñòü A = 〈ω; 0, s, f 〉 � àëãåáðà íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ω, 0 � êîíñòàíòà äëÿ íóëÿ, s � ôóíêöèÿ ñëåäîâàíèÿ

(s(x) = x + 1) è f � ôóíêöèÿ êâàäðàòà ÷èñëà (f (x) = x2).
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Ó÷èòûâàÿ ñóùåñòâåííî áîëüøóþ ñêîðîñòü ðîñòà f îòíîñèòåëüíî s
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî íè äëÿ êàêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òîæäåñòâ

E â ñèãíàòóðå Σ = 〈0, s, f 〉, ôàêòîð-àëãåáðà TΣ/ ≡E (ãäå TΣ � àëãåáðà

çàìêíóòûõ òåðìîâ ñèãíàòóðû Σ, à ≡E � êîíãðóýíöèÿ, ïîðîæäåííàÿ íà

ìíîæåñòâå Σ òîæäåñòâàìè E ) íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíîé àëãåáðå A.
Îáîãàòèì ñèãíàòóðó Σ äî Σ∗ = Σ∪ {d , h}, äîáàâèâ ñèìâîëû óíàðíîé d
è áèíàðíîé h ôóíêöèé, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóåì â A êàê ôóíêöèþ

óäâîåíèÿ d(x) = 2x è ñëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî

ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî èç 6 òîæäåñòâ âåðíî â A:
E ∗ = {d(0) = 0, ds(x) = ssd(x), h(x , 0) = x , h(x , s(y)) = sh(x , y), f (x) =
0, fs(x) = s(h(f (x), d(x). Çàìåòèì, ÷òî ýòè òîæäåñòâà ïî ñóùåñòâó

ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûìè îïðåäåëåíèÿìè óïîìÿíóòûõ

ôóíêöèé. Òîãäà Σ-îáåäíåíèå àëãåáðû TΣ∗/ ≡E∗ èçîìîôíî A è A íå

ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëüíîé àëãåáðîé íè êàêîì êîíå÷íî áàçèðóåìîì

ìíîãîîáðàçèè â ñâîåé ñèãíàòóðå (äîêàæèòå!).
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Îòìåòèì òàêæå âàæíåéøèé, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé â

òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå, ôàêò. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

òîæäåñòâ èíèöèàëüíàÿ àëãåáðà ñòðîèòñÿ åäèíîîáðàçíûì ýôôåêòèâíûì

�íåêðåàòèâíî-ìåõàíè÷åñêèì� ñïîñîáîì, ò.ê., åñëè äâà ñëîâà ðàâíû â

èíèöèàëüíîé àëãåáðå (ò.å. ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñëåäñòâèÿìè

îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû òîæäåñòâ), òî ýòîò ôàêò ðàíî èëè ïîçäíî

îáÿçàòåëüíî ïîäòâåðäèòñÿ. Îäíàêî, äàæå åñëè èíèöèàëüíàÿ àëãåáðà

âû÷èñëèìà (ò.å. ïðîáëåìà ðàâåíñòâà ñëîâ â íåé àëãîðèòìè÷åñêè

ðàçðåøèìà), òî ïî ñèñòåìå òîæäåñòâ íå âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü

àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé ðàçëè÷íûå ñëîâà ïî ìîäóëþ êîíãðóýíöèè,

èíäóöèðîâàííîé òîæäåñòâàìè. Ò.å. àëãîðèòì, êîíå÷íî æå, ìîæåò è

ñóùåñòâîâàòü, íî àâòîìàòè÷åñêè ñãåíåðèðîâàòü åãî èç ñèíòàêñè÷åñêîãî

ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùåãîñÿ â òîæäåñòâàõ, íåëüçÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

íåâîçìîæíîñòè ðàâíîìåðíî ýôôåêòèâíîãî ïåðåõîäà îò ïåðå÷èñëèìûõ

èíäåêñîâ âû÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ ê èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì èíäåêñàì.

Í.Õ. Êàñûìîâ ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ 29 / 46



Ïðèëîæåíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ýêâàöèîíàëüíîãî ñïåöèôèöèðîâàíèÿ ìîäåëåé

äàííûõ îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ

èíèöèàëüíàÿ àëãåáðà ëþáîé ýêâàöèîíàëüíîé ñïåöèôèêàöèè èìååò

ïîçèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå (ïåðå÷èñëèìóþ ïðîáëåìó ðàâåíñòâà ñëîâ,

ò.å òåðìîâ), íî âû÷èñëèìûì ïðåäñòàâëåíèåì ìîæåò è íå îáëàäàòü.

Äîáàâëåíèå íîâûõ îïåðàöèé ê ñèãíàòóðå ìîæåò òîëüêî ñóçèòü êëàññ

àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé, íî íèêàê íå ðàñøèðèòü. Ýòî

ïîñòàâèëî ñëåäóþùóþ ïðèíöèïèàëüíóþ ïðîáëåìó:

�Âñÿêàÿ ëè êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìàÿ àëãåáðà

èìååò îáîãàùåíèå, ÿâëÿþùååñÿ èíèöèàëüíîé àëãåáðîé íåêîòîðîãî

êîíå÷íî áàçèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ?�

Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû ïðåäïîëàãàëî íàõîæäåíèå

òàêèõ ñâîéñòâ àëãåáð, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, �ìåøàþò� èì áûòü

èíèöèàëüíûìè â êîíå÷íî áàçèðóåìûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, à ñ äðóãîé

ñòîðîíû � ýòè ñâîéñòâà äîëæíû áûòü èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî èõ

ïîçèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé.
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Ïóñòü (A, ν) � íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íàÿ àëãåáðà. Ëåãêî çàìåòèòü,

÷òî ãèïåðèììóííîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëè åå ÿäðà

tr(ker(ν)) âëå÷åò íåýôôåêòèâíóþ áåñêîíå÷íîñòü ν, êîòîðîé, â ñâîþ
î÷åðåäü, äîñòàòî÷íî äëÿ èììóííîñòè tr(ker(ν)). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

îáðàòíûå âêëþ÷åíèÿ íå èìåþò ìåñòà.

Ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèåé íàçîâåì òàêóþ íóìåðàöèþ àëãåáðû, êîòîðàÿ

ñâîäèòñÿ ê ëþáîé äðóãîé. Òàêèå íóìåðàöèè ñóùåñòâóþò, íàïðèìåð,

äëÿ êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ àëãåáð êîíå÷íûõ ñèãíàòóð. Ïîýòîìó, ãîâîðÿ

îá àëãîðèòìè÷åñêîì ñâîéñòâå àëãåáðû áåçîòíîñèòåëüíî íóìåðàöèè,

èìååòñÿ â âèäó èìåííî ñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ

íàèìåíüøåé â (êëàññå ýêâèâàëåíòíûõ îòíîñèòåëüíî óïîìÿíóòîé âûøå

àëãîðèòìè÷åñêîé ñâîäèìîñòè) íóìåðàöèé. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùùèå

óòâåðæäåíèÿ.

Î ñòàíäàðòíûõ íóìåðàöèÿõ

Ñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ôèíèòíî

àïïðîêñèìèðóåìîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìî îòäåëèìîé.
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Î íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàõ

Íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà âû÷èñëèìî

îòäåëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà.

Î íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûõ ïîçèòèâíûõ àëãåáðàõ

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà, ñòàíäàðòíàÿ íóìåðàöèÿ

êîòîðîé âû÷èñëèìî îòäåëèìà, íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà è ïîçèòèâíà.

Ñëåäñòâèå

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîçèòèâíàÿ àëãåáðà, âñÿêîå

ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìîå îáîãàùåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíî

àïïðîêñèìèðóåìûì.

Ýòî ñëåäñòâèå äàåò ïðèìåð ïðèëîæåíèÿ òåîðèè âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ

àëãåáð ê òåîðåòè÷åñêîé èíôîðìàòèêå, ò.ê. îíî ðåøàåò ïðîáëåìó

ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíûõ ýêâàöèîíàëüíûõ ñïåöèôèêàöèé äëÿ

àáñòðàêòíûõ ñòðóêòóð äàííûõ.
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ýêâèâàëåíòíîñòåé è àëãåáð

Óêàæåì îäèí åñòåñòâåííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî

êëàññà ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ýêâèâàëåíòíîñòåé.

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñ áåñêîíå÷íûì íå ãèïåðèììóííûì

äîïîëíåíèåì è f � âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñèëüíóþ

òàáëèöó äëÿ ω o α, ò.å. äëÿ i 6= j âåðíî

γf (i) ∩ γf (j) = ∅; γf (k)∩(ω\α)6=∅

äëÿ ëþáîãî k ∈ ω. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
⋃

i∈ω γf (i) = ω, à γf (0)

îäíîýëåìåíòíî. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïîñòðîèì âû÷èñëèìîå

êîíå÷íî-âåòâÿùååñÿ äåðåâî 〈ω;6〉 ïî øàãàì.
Øàã 0. 60= idγf (0), ω0 = γf (0).

Øàã n+1. Ïóñòü ÷èñëà x0, . . . , xs � âñå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â

〈ωn;6n〉, à in � íàèìåíüøåå ñðåäè òàêèõ i , ÷òî γf (i) ∩ ωn = ∅.
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ýêâèâàëåíòíîñòåé è àëãåáð

Ïîëàãàåì

ωn+1 = ωn ∪ γf (in) ∪ · · · ∪ γf (in+s),

à â êà÷åñòâå 6n+1 âîçüìåì ðåôëåêñèâíîå è òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå

ìíîæåñòâà

6n ∪
⋃

06j6s

{〈xj , z〉|z ∈ γf (in+j)}.

Òîãäà
⋃

n>0 ωn = ω è 6=
⋃

n>0 6n çàäàåò èñêîìûé ïîðÿäîê.

Îïðåäåëèì ýêâèâàëåíòíîñòü η(α, f ):

〈x , y〉 ∈ η(α, f )⇔ x = y ∨ ∃z ∈ α(z 6 x ∧ z 6 y).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî η(α, f ) � ðàâíîìåðíî
âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü, ïðè÷åì îíà ïîçèòèâíà è

íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íà, åñëè α � ïðîñòîå íå ãèïåðïðîñòîå.
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Äîïîëíåíèå îá ηα-àëãåáðàõ

Çàìå÷àíèå î êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àëãåáðàõ

Ïóñòü α � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñ èììóííûì äîïîëíåíèåì. Òîãäà:

1. åñëè ω \ α íå ãèïåðèììóííî, òî ηα íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî

âû÷èñëèìî îòäåëèìîé;

2. ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå íå ãèïåðïðîñòîå α, ÷òî íàä

ýêâèâàëåíòíîñòüþ ηα ïðåäñòàâèìà êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ

(íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íàÿ) àëãåáðà;

3. åñëè α ãèïåðïðîñòî è ω \ α ðåòðàññèðóåìî, òî ηα ðàâíîìåðíî

âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ïîçèòèâíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü;

4. äëÿ ëþáîãî α ñ ãèïåðèììóííûì äîïîëíåíèåì âñÿêàÿ àëãåáðà

ïðåäñòàâèìàÿ íàä ηα ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íîé.
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Ïîñòðîåííàÿ âûøå êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ àëãåáðà A îáëàäàåò

ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìîé ïîçèòèâíîé íóìåðàöèåé µ ñ

èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ tr(ker(µ)). Ïîêàæåì,
÷òî âñÿêîå ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìîå îáîãàùåíèå àëãåáðû A ÿâëÿåòñÿ

ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìûì.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè A∗ � ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìîå
îáîãàùåíèå àëãåáðû A è ν � ëþáîå ïîçèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî

îáîãàùåíèÿ, òî, â ñèëó âû÷èñëèìîé óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî

ïîçèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ àëãåáð, ýòè

ïðåäñòàâëåíèÿ âû÷èñëèìî èçîìîðôíû, ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå

âû÷èñëèìûå ôóíêöèè f , g , ÷òî µ = νf è ν = µg . Ïîýòîìó íóìåðàöèÿ
µ, ñ òî÷íîñòüþ äî âû÷èñëèìîãî èçîìîðôèçìà, ÿâëÿåòñÿ òàêæå

ïîçèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèåì îáîãàùåíèÿ A∗. Êàê áûëî îòìå÷åíî
âûøå, (A∗, µ) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè ââèäó

ñïðàâåäëèâîñòè îñíîâíîé ñòðóêòóðíîé òåîðåìû òåîðèè âû÷èñëèìî

îòäåëèìûõ àëãåáð: íóìåðîâàííàÿ àëãåáðà âû÷èñëèìî îòäåëèìà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè àëãåáðàìè.
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Ïóñòü a, b � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû àëãåáðû A∗. Òîãäà ñóùåñòâóþò
ýôôåêòèâíûé íà µ-íîìåðàõ ñþðúåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì ϕa,b èç

(A∗, µ) íà íåêîòîðóþ íåãàòèâíóþ àëãåáðó (B, ξ) (â ñèãíàòóðå àëãåáðû
A∗), ðàçëè÷àþùèé ýòè ýëåìåíòû (ò.å. ϕa,b(a) 6= ϕa,b(b)), è òàêàÿ

âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ h, ÷òî ϕa,bµ = ξh. ßñíî, ÷òî ôàêòîð-àëãåáðà
A∗/θ(a, b) (ãäå ÷åðåç θ(a, b) îáîçíà÷åíà êîíãðóýíöèÿ,
{〈c , d〉|ϕa,b(c) = ϕa,b(d)}) èçîìîðôíà B .
Ðàññìîòðèì íóìåðîâàííóþ àëãåáðó (A∗/θ(a, b), µ∗), ãäå µ∗ = θ(a, b)µ,
êîòîðàÿ âû÷èñëèìî èçîìîðôíà íåãàòèâíîé àëãåáðå (B, ξ). Ïðè ýòîì,

âû÷èñëèìûé èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñâîäÿùåé ôóíêöèåé h. Ò.ê.
µ∗(x) = µ∗(y)⇔ ξh(x) = ξh(y), à ξ � íåãàòèâíàÿ, òî è µ∗ òàêæå
íåãàòèâíà. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ker(tr(µ∗)) ⊆ ker(tr(µ)), ò.ê. åñëè
ýêâèâàëåíòíîñòü η0 ðàñøèðÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ η1, òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òðàíñâåðñàëü ðàñøèðåíèÿ η1 ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëè ðàñøèðÿåìîé

ýêâèâàëåíòíîñòè η0. Íî ker(tr(µ) èììóííà, à ker(tr(µ∗)) ïåðå÷èñëèìà
(ò.ê. µ∗ íåãàòèâíà). Ñëåäîâàòåëüíî, ker(tr(µ∗)), à çíà÷èò è B êîíå÷íà.
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Òàêèì îáðàçîì, A∗ ôèíèòíî àïïðîêñèìèðóåìà. Èìåííî àëãåáðà A è

ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì êîíå÷íî ïîðîæäåííîé ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìîé

àëãåáðû, íèêàêîå ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìîå îáîãàùåíèå êîòîðîé íå

ÿâëÿåòñÿ èíèöèàëüíîé íè â êàêîì êîíå÷íî áàçèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü A∗ � ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìîå
îáîãàùåíèå àëãåáðû A, èíèöèàëüíîå â êîíå÷íî áàçèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè, çàäàííîì êîíå÷íîé ñèñòåìîé òîæäåñòâ E . ×åðåç TΣ

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ êîíå÷íîé ñèãíàòóðû Σ
îáîãàùåíèÿ A∗. Èíèöèàëüíîñòü îçíà÷àåò ñâîáîäíîñòü ðàíãà 0, ò.å. A∗

ïîðîæäåíà ñèãíàòóðíûìè êîíñòàíòàìè. ßñíî, ÷òî A∗ èçîìîðôíà
TΣ/ ≡E , ãäå ≡E � êîíãðóýíöèÿ íà àáñîëþòíî ñâîáîäíîé àëãåáðå

òåðìîâ TΣ, ïîðîæäåííàÿ ñèñòåìîé òîæäåñòâ E , ò.å.
A∗ |= t1 = t2 ⇔ E ` t1 = t2. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé

Σ-àëãåáðû B , ïîðîæäåííîé Σ-êîíñòàíòàìè ìîæíî ýôôåêòèâíî

ïðîâåðèòü âûïîëíÿåòñÿ ëè E â B èëè íåò. ßñíî òàêæå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî

n ∈ ω èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî òèïîâ èçîìîðôèçìà ïîðîæäåííûõ

êîíñòàíòàìè Σ-àëãåáð ìîùíîñòè n.
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Ïîýòîìó ìíîæåñòâî òèïîâ èçîìîðôèçìà êîíå÷íûõ Σ-àëãåáð,
ïîðîæäåííûõ êîíñòàíòàìè è ïðèíàäëåæàùèõ ìíîãîîáðàçèþ M
ïîðîæäåííîìó ñèñòåìîé E , ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìûì.

Åñëè A∗ |= t1 = t2, òî ýòîò ôàêò ïîäòâåðäèòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî

øàãîâ â ñèëó ïîçèòèâíîñòè èíèöèàëüíîé ñèñòåìû ëþáîãî ýôôåêòèâíî

àêñèîìàòèçèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè æå A∗ |= t1 6= t2, òî, â ñèëó
ôèíèòíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè A∗, â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íûõ

Σ-àëãåáð èç ìíîãîîáðàçèÿ M îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíå÷íàÿ

Σ-àëãåáðà B , ïîðîæäåííàÿ êîíñòàíòàìè, â êîòîðîé t1 6= t2, ò.å. A
∗

íåãàòèâíà, à çíà÷èò è ðàçðåøèìà, ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. A∗ íå èìååò
ðàçðåøèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, íèêàêîå

îáîãàùåíèå àëãåáðû A íå èìååò êîíå÷íîé ñèñòåìû ñïåöèôèêàöèé â

âèäå òîæäåñòâ. Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü îáî âñåõ îáîãàùåíèÿõ

ýòîé àëãåáðû íå óêàçûâàÿ ïîçèòèâíîñòü, ò.ê. íàëè÷èå òàêîãî

îáîãàùåíèÿ àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàëî áû åãî ïîçèòèâíîñòü.

Í.Õ. Êàñûìîâ ÂÛ×ÈÑËÈÌÎ ÎÒÄÅËÈÌÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ 39 / 46



Ïðèëîæåíèÿ

Îòìåòèì î÷åíü âàæíûé ìîìåíò â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå. Åñëè,

íàïðèìåð, ðå÷ü èäåò îá èíèöèàëüíîñòè â êîíå÷íî áàçèðóåìîì

êâàçèìíîãîîáðàçèè Q, çàäàííîì êîíå÷íîé ñèñòåìîé êâàçèòîæäåñòâ

QE òî ìåòîä íå ïðîõîäèò, ò.ê. ãîìîìîðôíûå îáðàçû èíèöèàëüíîé

àëãåáðû êâàçèìíîãîîáðàçèÿ íå îáÿçàíû íàõîäèòüñÿ â êëàññå Q,

ïîñêîëüêó êâàçèòîæäåñòâà íå ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè îòíîñèòåëüíî

ãîìîìîðôèçìîâ. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ âîçìîæíî îáîáùåíèå äàííîãî ðåçóëüòàòà íà áîëåå øèðîêèå

êëàññû ôîðìóë, êîòîðûå óñòîé÷èâû îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìîâ

ñïåöèàëüíûõ âèäîâ.

Äàëåå, ïîä ñëîâîì ñïåöèôèêàöèÿ áóäåì ïîíèìàòü âû÷èñëèìî

ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïðåäëîæåíèé ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ñïåöèôèêàöèþ íàçîâåì õîðíîâñêîé (óíèâåðñàëüíîé,

ýêçèñòåíöèàëüíîé, èíäóêòèâíîé è ò.ä.), åñëè êàæäîå ïðåäëîæåíèå èç

íåå åñòü ïðåäëîæåíèå õîðíîâñêîå (ñîîòâåòñòâåííî óíèâåðñàëüíîå,

ýêçèñòåíöèàëüíîå, èíäóêòèâíîå è ò.ä.).
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ÄÈÏ-ôîðìóëû

Îïðåäåëåíèå ÄÈÏ-ôîðìóëû

Áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ

äèçúþíêòèâíî-èìïëèêàòèâíî-ïîçèòèâíîé (ÄÈÏ-ôîðìóëîé), åñëè îíà

èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:

1. A1 ∨ . . . ∨ An → Φ;

2. A1 ∨ . . . ∨ An → F ;
3. Φ,

ãäå Ai � àòîìàðíûå, Φ � ïîçèòèâíàÿ ôîðìóëû, à F � �ëîæü�.

ÄÈÏ-ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, êîíúþíêöèè îòðèöàíèé

àòîìàðíûõ ( ñëó÷àé 2), ïîçèòèâíûå ôîðìóëû (ñëó÷àé 3), à òàêæå

áåñêâàíòîðíûå ÷àñòè îäíîïîñûëî÷íûõ êâàçèòîæäåñòâ âèäà A1 → B
(ïðè n = 1 è è àòîìàðíîñòè Φ). Óíèâåðñàëüíîå çàìûêàíèå
ÄÈÏ-ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèåì.
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ÄÈÏ-õàðàêòåðèçàöèÿ

Íåãàòèâíûå ìîäåëè, îïÿòü-òàêè, îáðàçóþò âàæíûé êëàññ ðàâíîìåðíî

âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ ìîäåëåé.

Òåîðåìà îá óíèâåðñàëüíîé ÄÈÏ-õàðàêòåðèçàöèè ðàâíîìåðíî
âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ àëãåáð

Äëÿ íóìåðîâàííîé ìîäåëè (M, ν) ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) (M, ν) � ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ ìîäåëü;

2) åñëè Φ � ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî óíèâåðñàëüíûõ

ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèé, ðåàëèçóþùååñÿ â M, òî (M, ν) ðàâíîìåðíî

àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåãàòèâíûìè Φ-ìîäåëÿìè (ò.å. íåãàòèâíûìè

ìîäåëÿìè, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ Φ).

Âàæíîñòü óíèâåðñàëüíûõ ÄÈÏ-ôîðìóë äëÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî

îòäåëèìûõ àëãåáð ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïðîêñèìèðóåìîñòè ñâÿçàíà ñ òåì,

÷òî åñëè óíèâåðñàëüíîå ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèå èñòèííî â ìîäåëè, íî íà

êàêîì-òî íàáîðå ëîæíà ïðàâàÿ ÷àñòü, òî íà ýòîì íàáîðå ëîæíà è ëåâàÿ

÷àñòü, ò.å. íè îäèí èç àòîìàðíûõ äèçúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ ëåâîé ÷àñòè

íå ìîæåò áûòü èñòèííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé èç íèõ ìîæíî
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�ðàñùåïèòü� ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ðàâíîìåðíîé îòäåëèìîñòè.

Ïðîöåññ èòåðèðóåòñÿ. Ïðè ýòîì, åñëè, ñêàæåì, çíà÷åíèÿ êàêîé-òî

îïåðàöèè ïîïàäàþò â ðàçíûå êëàññû, à àðãóìåíòû îñòàþòñÿ

�ñêëååííûìè�, òî ýòè àðãóìåíòû �ðàñêëåèâàþòñÿ�, ïðè÷åì ýòó

ïðîöåäóðó ìîæíî âûïîëíÿòü ÷åðåç òðàíñëÿöèè (ñîãëàñîâàííîñòü

êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîïîñûëî÷íûìè êâàçèòîæäåñòâàìè, ò.å.

ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèÿìè). Ïðåäåëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ áóäåò íåãàòèâíîé

êîíãðóýíöèåé, â ôàêòîðå ïî êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ èñõîäíîå ìíîæåñòâî

ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèé. Çàìåòèì, ÷òî óæå äëÿ êâàçèòîæäåñòâ âèäà

A ∧ B ⇒ C (íå ÿâëÿþùèõñÿ ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèÿìè) óêàçàííàÿ

ïðîöåäóðà íå ðàáîòàåò, ò.ê. åñëè C ëîæíî íà íåêîòîðîì íàáîðå, òî íà

ýòîì íàáîðå íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ðåàëèçîâûâàòüñÿ è A, è B , îäíàêî,
âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ îïðåäåëèòü, êîòîðûé èç äâóõ êîíúþíêòèâíûõ

àòîìàðíûõ ÷ëåíîâ â äåéñòâèòåëüíîñòè ëîæåí. Â ýòîé òåîðåìå íåëüçÿ

çàìåíèòü óíèâåðñàëüíûå ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûìè

óíèâåðñàëüíûìè è ýêçèñòåíöèàëüíûìè ÄÈÏ-ïðåäëîæåíèÿìè, òàê æå,

êàê íåëüçÿ îïóñòèòü óñëîâèå ðàâíîìåðíîñòè.
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Òåîðåìà î íåñïåöèôèöèðóåìîñòè

Î êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìûõ
íåýôôåêòèâíî áåñêîíå÷íûõ àëãåáðàõ

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ðàâíîìåðíî âû÷èñëèìî îòäåëèìàÿ

ïîçèòèâíàÿ àëãåáðà ñ èììóííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òðàíñâåðñàëüþ.

Îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ïðèâåäåí âûøå.

Òåîðåìà î ÄÈÏ-íåñïåöèôèöèðóåìîñòè

Ñóùåñòâóåò êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîçèòèâíî ïðåäñòàâèìàÿ àëãåáðà

êîíå÷íîé ñèãíàòóðû, íèêàêîå îáîãàùåíèå êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ

èíèöèàëüíîé ñèñòåìîé íè â êàêîì êîíå÷íî áàçèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè

(êâàçèìíîãîîáðàçèè, çàäàâàåìîì îäíîïîñûëî÷íûìè

êâàçèòîæäåñòâàìè, ïîçèòèâíîì êëàññå).

Ïî ïîâîäó ýòîé òåîðåìû îòìåòèì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò ÷àñòè÷íî

ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ôîðìóë òîãî èëè

èíîãî âèäà îòíîñèòåëüíî ãîìîìîðôèçìîâ.
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