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ÓÄÊ 530.145 ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÊÂÀÍÒÎÂÎ�ÎÀÍ�À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÑÖÈËËßÒÎ�ÀÑ.Â. ÑàçîíîâÀííîòàöèÿÏðåäëîæåí êâàíòîâûé àíàëîã êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ïåðåíîðìèðîâêè â òåîðèè àíãàð-ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, ìåòîä ïåðåíîðìèðîâîê, êîãåðåíò-íîå ñîñòîÿíèå. ÂâåäåíèåÊîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ âåñüìà ðàñïðîñòðàíåíû êàê â ìàêðî-, òàê è â ìèê-ðîìèðå. Â ïåðâîì ñëó÷àå òàêèå äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèì âòîðûìçàêîíîì Íüþòîíà, âî âòîðîì � óðàâíåíèÿìè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ïðîñòåéøèìïðåäñòàâèòåëåì êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ âûñòóïàåò ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð,ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîòîðîãî íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Ýòî ñâîéñòâîíàçûâàþò èçîõðîííîñòüþ êîëåáàíèé. Îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëèíåéíîñòè ñîîòâåò-ñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Íàïðîòèâ, óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äâèæåíèåàíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, íåëèíåéíû. Âñëåäñòâèå ýòîãî ÷àñòîòà ñâîáîäíûõêîëåáàíèé íà÷èíàåò çàâèñåòü îò èõ àìïëèòóäû.Â òåîðèè êëàññè÷åñêîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ðàçðàáîòàíû ïðèáëè-æåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàêâîçìóùåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé [1℄. Ñîîòâåòñòâåííî, àíãàðìîíè÷åñêèå ý�-�åêòû ïðîÿâëÿþòñÿ â âèäå ìàëûõ ïîïðàâîê ê ëèíåéíûì êîëåáàíèÿì. Ê íàèáîëååèçâåñòíûì ïîäõîäàì òàêîãî òèïà îòíîñÿòñÿ ìåòîäû Âàí-äåð-Ïîëÿ, Ëèíäøòåäòà �Ïóàíêàðå, Êðûëîâà � Áîãîëþáîâà � Ìèòðîïîëüñêîãî, à òàêæå êëàññè÷åñêèé ìåòîäïåðåíîðìèðîâêè [1℄. Â ýòîé ñâÿçè âîçíèêàåò èäåÿ ïîèñêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâïðè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-ëÿòîðà. Ëþáîïûòíûì çäåñü òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáíàðóæåíèå ñõîäñòâ è îòëè÷èéâ äâèæåíèÿõ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Èññëå-äîâàíèþ ýòèõ âîïðîñîâ è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.1. Êëàññè÷åñêèé àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîðÄëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ äâèæåíèé êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî àíãàðìîíè÷åñêèõ îñ-öèëëÿòîðîâ áóäåì â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàòü ãàìèëüòîíîâ ïîäõîä. Çàïèøåìêëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà
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, (1)ãäå x � êîîðäèíàòà îñöèëëÿòîðà, p � åãî èìïóëüñ, H � �óíêöèÿ �àìèëüòîíà (ýíåð-ãèÿ), èìåþùàÿ âèä
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ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÊÂÀÍÒÎÂÎ�Î ÀÍ�À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÑÖÈËËßÒÎ�À 151Çäåñü µ � ý��åêòèâíàÿ ìàññà îñöèëëÿòîðà, ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà â îòñóòñòâèåàíãàðìîíèçìà, α è β � êîý��èöèåíòû êâàäðàòè÷íîé è êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòåéñîîòâåòñòâåííî.Ïîäñòàâëÿÿ (2) â (1), ïðèäåì ê óðàâíåíèþ
ẍ + ω2

0x + αx2 + βx3 = 0. (3)Ñëåäóÿ [1℄, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (3) ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.Âíà÷àëå äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì α = 0 .Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè îòáðîñèì â (3) íåëèíåéíîñòü. Òîãäà áóäåì èìåòü ðå-øåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì
x = a cos(ω0t + ϕ0). (4)Çäåñü a � àìïëèòóäà êîëåáàíèé, ϕ0 � íà÷àëüíàÿ �àçà.Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêå (4) â òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãà-åìûå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3). Òîãäà (ïðè α = 0)
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4
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4
a3 cos(3ω0t + 3ϕ0). (5)Îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä
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a3 cos(3ω0t + 3ϕ0). (6)Çäåñü îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå âòîðîå ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå íåîãðàíè-÷åííî ðàñòóùèå âî âðåìåíè êîëåáàíèÿ. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ñåêóëÿðíûé ÷ëåí.Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ (t > 8ω0/3βa2) ñåêóëÿðíûé ÷ëåí,îïèñûâàþùèé íåëèíåéíîå âîçìóùåíèå, ïðåâçîéäåò ïåðâîå (îñíîâíîå) ñëàãàåìîå â(6), è èñïîëüçóåìûé ïîäõîä îêàæåòñÿ íåïðèìåíèì. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå íè÷åãîïîäîáíîãî íå íàáëþäàåòñÿ. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ñåêóëÿðíîñòè, âûÿñíèì âíà÷àëåïðè÷èíó ïîÿâëåíèÿ äàííîãî ÷ëåíà â (6). Äëÿ ýòîãî âíîâü îáðàòèìñÿ ê (5). Ïåðâîåñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî �îðìàëüíî ðàññìàòðèâàòü êàê âíåøíþþ ñèëó, ïå-ðèîäè÷åñêè ìåíÿþùóþñÿ ñî âðåìåíåì íà ÷àñòîòå ω0 ñîáñòâåííûõ ëèíåéíûõ êîëå-áàíèé. Ýòî è ïðèâîäèò ê íåîãðàíè÷åííîé ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êå êîëåáàíèé. Òåïåðüïîëîæèì, ÷òî ÷àñòîòà ω íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé îòëè÷àåòñÿ îò ω0 : ω0 = ω−∆ω , ãäå
∆ω ≤ ω . Â ýòîì è ñîñòîèò èäåÿ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ïåðåíîðìèðîâêè. Ó÷èòûâàÿìàëîñòü íåëèíåéíîé ïîïðàâêè ê ÷àñòîòå, ïðåäñòàâèì ïåðâîå (îñíîâíîå) ñëàãàåìîåâ (6) ñëåäóþùèì îáðàçîì

a cos(ω0t + ϕ0) = a cos (ωt + ϕ0 − ∆ωt) ≈ a cos(ωt + ϕ0) + a∆ωt sin(ωt + ϕ0).Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå âûðàæåíèå â (6), ïðèäåì ê óñëîâèþ îáíóëåíèÿ ñåêóëÿðíîãî÷ëåíà: ∆ω = 3βa2/8ω0 . Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé çàâèñèò îòèõ àìïëèòóäû:
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)
.Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà α 6= 0 , âû÷èñëåíèÿ çàíèìàþò íåìíîãî áîëüøå âðå-ìåíè, íî â ïðèíöèïå ýòî íå ìåíÿåò ñóòè èäåè. Ñ ó÷åòîì êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòèèìååì
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]
. (7)Ïðè ýòîì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) íå ñîäåðæèò ñåêóëÿðíîãî ÷ëåíà.



152 Ñ.Â. ÑÀÇÎÍÎÂ2. Êâàíòîâûé àíãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîðÏåðåéäåì òåïåðü ê êâàíòîâîìó àíãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó. Â ñîîòâåòñòâèèñ ïðàâèëàìè ïåðåõîäà îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ê êâàíòîâîé çàìåíèì êëàññè-÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí H, à òàêæå êîîðäèíàòó è èìïóëüñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èìîïåðàòîðàìè
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. (8)Âûðàçèì îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ÷åðåç îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ âè ðîæäåíèÿ â + :
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â + â +
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, p̂ = i
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)
, (9)ãäå ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà.Âíà÷àëå ðàññìîòðèì äâèæåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà. Ñîá-ñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ |n〉 îïåðàòîðà Ĥ â îòñóòñòâèå àíãàðìîíèçìà (α = β = 0)ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ

Ĥ0|n〉 = En|n〉, (10)ãäå En � âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, îïðåäåëÿåìûåâûðàæåíèåì [2℄
En = ~ω0

(
n +

1

2

)
. (11)Çäåñü n � öåëîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòåïåíè âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà. Ïðèýòîì îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ äåéñòâóþò íà ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿñîãëàñíî ïðàâèëàì

â|n〉 =
√

n|n − 1〉, â +|n〉 =
√

n + 1|n + 1〉, â + â|n〉 = n|n〉. (12)Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü ñîâåðøàòü ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, êâàíòîâûé îñöèëëÿòîðäîëæåí áûòü ïðèâåäåí â ñóïåðïîçèöèîííîå (êîãåðåíòíîå) ñîñòîÿíèå âíåøíåé êëàñ-ñè÷åñêîé ñèëîé F (t) . Èçâåñòíî [3℄, ÷òî äåéñòâèå êëàññè÷åñêîé ñèëû ïåðåâîäèò ãàð-ìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð â êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå. Åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå îñ-öèëëÿòîðà åñòü |0〉 , òî â ìîìåíò τ îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ âíåøíåé ñèëû ñîñòîÿíèåîñöèëëÿòîðà ïðèìåò âèä
|θ〉 = exp
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|n〉, (13)ãäå

θ =
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F (t′) exp [−iω0(τ − t′)] dt′Ñðàçó ïîñëå îêîí÷àíèÿ äåéñòâèÿ âíåøíåé ñèëû, ñ ìîìåíòà âðåìåíè τ , íà÷èíàåò-ñÿ ñâîáîäíàÿ ýâîëþöèÿ îñöèëëÿòîðà, îïèñûâàåìàÿ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè âåêòîðîìñîñòîÿíèÿ:
|θ(t)〉 = exp(−iĤ0(t − τ)/~)|θ〉,ãäå Ĥ0 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (8) ïðè α = β = 0 .



ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÊÂÀÍÒÎÂÎ�Î ÀÍ�À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÑÖÈËËßÒÎ�À 153Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (13) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî |n〉 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ñîñòî-ÿíèÿìè îïåðàòîðà Ĥ0 ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè (11), ïîëó÷èì
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|n〉. (14)Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî �àçîâîãî ìíîæèòåëÿ

exp [−iω0(t − τ)/2] ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýâîëþöèîíèðóþùåå âî âðåìåíè êîãå-ðåíòíîå ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-íèåì (18) (ñì. òàêæå (19) è (20)) ïðè ó÷åòå çàìåíû
θ → θ(t) = θ exp (−iω0(t − τ)) . (15)Òàê êàê êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ñîñòîÿíèåì îïåðàòîðàóíè÷òîæåíèÿ [3℄, òî â|θ(t)〉 = θ(t)|θ(t)〉 . Òîãäà ëåãêî íàõîäèòñÿ êâàíòîâîå ñðåä-íåå 〈θ(t)|x̂|θ(t)〉 ≡ x îïåðàòîðà êîîðäèíàòû
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.Îíî èìååò âèä (4), ãäå àìïëèòóäà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
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∣∣∣∣∣∣
.Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñîâïàäåíèþ ñ ðåçóëüòàòîì äëÿ êëàññè÷åñêîãî ãàð-ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ýòî íåñëó÷àéíî, èáî êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿíàèáîëåå áëèçêèìè ê êëàññè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ìèíèìèçè-ðóþò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé [3℄: δx · δp = ~/2 .Êîëåáàíèÿ êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà òàê æå, êàê è êëàññè÷å-ñêîãî, èçîõðîííû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ýêâèäèñòàíòíîñòè åãî ýíåðãåòè÷åñêîãîñïåêòðà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó óðîâíÿìè ãàðìîíè÷å-ñêîãî îñöèëëÿòîðà ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà îòáîðà ∆n = ±1 [4℄. Òîãäà äëÿ ÷àñòîòðàçðåøåííûõ ïåðåõîäîâ èìååì

ω+ =
En+1 − En

~
= ω− =

En − En−1

~
= ω0. (16)Îïðåäåëèì, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ Pn îñöèëëÿòîð ìîæíî îáíàðóæèòü â îäíîìèç ñîáñòâåííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, åñëè îí íàõîäèòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòî-ÿíèè. Ïî îïðåäåëåíèþ Pn ≡ |〈n|θ〉|2 . Èñïîëüçóÿ (14) è ñâîéñòâî âçàèìíîé îðòîãî-íàëüíîñòè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé, íàéäåì

Pn ≡ |〈n|θ〉|2 = exp
(
− |θ|2

) |θ|2n

n!
. (17)Ýòî õîðîøî èçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà [3℄.Òàêèì îáðàçîì, åñëè îñöèëëÿòîð íàõîäèòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè, òî âå-ðîÿòíîñòü åãî îáíàðóæåíèÿ â ñîñòîÿíèè |n〉 îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé Ïóàññîíà.



154 Ñ.Â. ÑÀÇÎÍÎÂ

�èñ. 1Ïðè ýòîì íàèáîëåå âåðîÿòíûì ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå ñ ïîðÿäêîâûì íîìå-ðîì n̄ = |θ|2 (ðèñ. 1).Äàííîå ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàíòîâîãî ìåòîäà ïå-ðåíîðìèðîâêè.Êàê è â ñëó÷àå êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, íà÷íåì ñ ðàññìîòðå-íèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïðè ýòîìáóäåì îïèðàòüñÿ íà ñòàíäàðòíóþ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé [4℄,ðàññìàòðèâàÿ êàê âîçìóùåíèå àíãàðìîíè÷åñêóþ ïîïðàâêó ê ãàìèëüòîíèàíó Ĥ0.Òîãäà [4℄
Ẽn = ~ω0

(
n +

1

2

)
− 5α2

~
2

12µω4
0

(
n2 + n +

11

30

)
+

3β~
2

8µω2
0

(
n2 + n +

1

2

)
. (18)Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ñïðàâåäëèâà äî òåõ ïîêà, âîçìóùàþùèå äîáàâêè çíà÷èòåëü-íî ìåíüøå îñíîâíûõ ÷ëåíîâ, îïðåäåëÿåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ0 . Â íàøåì ñëó÷àåâîçìóùàþùèå äîáàâêè ñ óâåëè÷åíèåì n ðàñòóò êàê n2 . Ïîýòîìó, î÷åâèäíî, âû-ðàæåíèå (18) ñïðàâåäëèâî äëÿ íå î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèé n . Îäíàêî îòáðàñûâà-íèå ÷ëåíîâ ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè n ïðèâåäåò ê íàðóøåíèþ ñâîéñòâà ïîëíîòûêâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Âñïîìèíàÿ î òîì, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíûì çíà÷åíèåì n âêîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè ÿâëÿåòñÿ n̄ = |θ|2 , çàïèøåì n = n̄ + (n − n̄) è n2 = n̄2 +

+ 2n̄n + (n − n̄)2 . Òîãäà (18) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
Ẽn = Ẽ0 + n~ω0

[
1 +

(
3β

8ω2
0

− 5α2

12ω4
0

)
~

µω0
(2n̄ + 1)

]
+

+ (n − n̄)
2

(
3β

8ω2
0

− 5α2

12ω4
0

)
~

2

µ
. (19)Ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè åñòü

E =
~ω0

2
(2n̄ + 1) =

~ω0

2

(
2 |θ|2 + 1

)
≈ µω2

0〈a2〉
2

,ãäå 〈a2〉 � êâàíòîâîå ñðåäíåå êâàäðàòà àìïëèòóäû. Îòñþäà
~

µω0
(2n̄ + 1) = 〈a2〉.Òîãäà

Ẽn = Ẽ0 + ~ωn + ~Ω (n − n̄)
2
, (20)



ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÊÂÀÍÒÎÂÎ�Î ÀÍ�À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎ�Î ÎÑÖÈËËßÒÎ�À 155ãäå Ẽ0 � íåñóùåñòâåííàÿ íóëåâàÿ ýíåðãèÿ ñ ó÷åòîì àíãàðìîíè÷åñêèõ ïîïðàâîê,
Ω = 2

(
δx

a

)2

∆ω, (21)à âåëè÷èíà ω îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (7) ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû a2 íà 〈a2〉 .Âûðàæåíèå (21) áåç ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ïî ñâîåé ñòðóêòóðå íå îòëè÷àåòñÿ îò(11). Ïðè ýòîì ω åñòü ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êëàññè÷åñêîãî àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-ëÿòîðà. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (20) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëóþ íåëèíåéíî-êâàíòîâóþ ïîïðàâêó, òàê êàê ñîñòîÿíèÿ, äàëåêî îòñòîÿùèå îò n̄ , ñîãëàñíî ðàñïðå-äåëåíèþ Ïóàññîíà, ìàëîâåðîÿòíû.Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà îêàçàëàñü ïåðåíîðìèðîâàííîé è òàê æå,êàê â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, çàâèñèò îò êâàäðàòà àìïëèòóäû êîëåáàíèé.Ïðîäåëàííûé çäåñü ïåðåõîä îò (18) ê (20) ñîñòàâëÿåò ñóòü ïðîöåäóðû êâàíòîâî-ãî ìåòîäà ïåðåíîðìèðîâêè ïðè ðàññìîòðåíèè äâèæåíèÿ àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-ëÿòîðà.Íå âäàâàÿñü â äåòàëè äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé, ïîÿñíèì íèæå èõ ñõåìó. Èñïîëü-çóÿ �îðìóëó êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé [4℄
|ñ〉 = |n〉 +

∞∑

m=0

′ 〈m|Ĥ − Ĥ0|n〉
En − Em

|m〉,íàéäåì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |0̃〉 àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, êîòîðîå èç-çà íåëè-íåéíûõ äîáàâîê îòëè÷àåòñÿ îò |0〉 . Êðîìå òîãî, âû÷èñëèì îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ |ñ〉 .Âîçäåéñòâèå âíåøíåé êëàññè÷åñêîé ñèëû ïåðåâîäèò îñöèëëÿòîð â àíãàðìîíè÷åñêîåêîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå
|θ̃〉 = exp

[
i
(
θâ + + θ∗â

)]
|0̃〉.Ñâîáîäíàÿ ýâîëþöèÿ äàåòñÿ ðàçëîæåíèåì

|θ̃(t)〉 =

∞∑

n=0

〈ñ|θ̃〉 exp

(
−i

Ẽn

~
(t − τ)

)
|ñ〉. (22)Çäåñü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (20) ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî äëÿ ïåðåõîäîâ n̄ + 1 → n̄ è

n̄ → n̄ − 1 .Èñïîëüçóåì òåïåðü ïðîñòûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âûÿñíåíèÿ ñìûñëà îñíîâíûõ ðå-çóëüòàòîâ. Äëÿ ÷àñòîò ñîñåäíèõ êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ èìååì
ω+ =

Ẽn+1 − Ẽn

~
= ω + Ω [2 (n − n̄) + 1] ,

ω− =
Ẽn − Ẽn−1

~
= ω + Ω [2 (n − n̄) − 1] .

(23)Íàèáîëüøèé âêëàä â äèíàìèêó âíîñèò ñîñòîÿíèå ñ n = n̄ . Ïîýòîìó, ïîëàãàÿâ (23) n = n̄ , íàéäåì ω+ = ω + Ω , ω− = ω − Ω . Îòëè÷èå ω+ îò ω− ÿâëÿåòñÿñëåäñòâèåì íåýêâèäèñòàíòíîñòè ñïåêòðà àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.Èç îáùåãî êóðñà �èçèêè õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñëîæåíèå äâóõ ñîíàïðàâëåííûõêîëåáàíèé ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè ïðèâîäèò ê áèåíèÿì íà ïîëîâèíå ðàçíîñòè èõ÷àñòîò (ðèñ. 2):
ω+ − ω−

2
= Ω = 2

(
δx

a

)2

∆ω.
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�èñ. 2Ïðè ýòîì öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ðàâíà ïîëóñóììå ýòèõ áëèçêèõ ÷à-ñòîò:

ω+ + ω−

2
= ω.Ïðàâèëàìè îòáîðà ∆n = ±1,±2,±3 äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó óðîâíÿìè àíãàð-ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà çàäàåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êîëåáàíèé íà âòîðîéè òðåòüåé ãàðìîíèêàõ îñíîâíîé ÷àñòîòû, êàê ýòî èìååò ìåñòî è â êëàññè÷åñêîìñëó÷àå.Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâûé ìåòîä ïåðåíîðìèðîâêè ïîçâîëÿåò îïèñàòü äâèæå-íèå àíãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè ñ ó÷åòîì êâàíòîâûõïîïðàâîê. Îñíîâíîé òàêîé ïîïðàâêîé, íîñÿùåé êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð, ÿâëÿåòñÿïðåäñêàçàíèå êâàíòîâûõ áèåíèé àìïëèòóäû íà ÷àñòîòå Ω .Çàêëþ÷åíèåÊâàíòîâûé ìåòîä ïåðåíîðìèðîâêè ïðèâåë ê �èçè÷åñêè ðàçóìíûì ðåçóëüòàòàìè ïðåäñòàâèë âçàèìíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâèæåíèÿìè êëàññè÷åñêîãî è êâàíòî-âîãî àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ. Åãî ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð,êàê êâàíòîâóþ âåðñèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà Êðûëîâà � Áîãîëþáîâà � Ìèò-ðîïîëüñêîãî. Ïðèëîæåíèÿ äàííîãî ïîäõîäà, íà íàø âçãëÿä, ìîãóò áûòü âåñüìàðàçíîîáðàçíûìè. Ýòî êîëåáàíèÿ àòîìîâ â ìîëåêóëàõ, çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â áå-òàòðîíå, îñöèëëÿòîðíîå ýõî, êâàçèðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿæåííûé áîçîí â ìàãíèòíîìïîëå. Ïðè ýòîì âîçìóùàþùèå ãàìèëüòîíèàíû íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû ñîâïàäàòü ñðàññìîòðåííûì çäåñü. Âàæíî òîëüêî, ÷òîáû îíè âûñòóïàëè â ðîëè ìàëûõ ïîïðàâîêê ãàðìîíè÷åñêèì êîëåáàíèÿì. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîæåò áûòü áîëüøå åäèíè-öû. Â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ îêàæóòñÿ áîëåå ãðîìîçäêèìè, íî ïðèíöèïèàëüíîéñóòè ïîäõîäà ýòî íå ìåíÿåò.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò � 09-02-00503à).SummaryS.V. Sazonov Motion of Quantum Anharmoni Osillator.A quantum analogy of the lassial renormalization method in the theory of anharmoniosillator is proposed.Key words: anharmoni osillator, renormalization method, oherent state.Ëèòåðàòóðà1. Íàé�ý À. Ââåäåíèå â ìåòîäû âîçìóùåíèé. � Ì.: Ìèð, 1984. � 536 ñ.2. Ôåéíìàí �. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. � Ì.: Ìèð, 1978. � 408 ñ.
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