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Аннотация

В работе рассмотрена модель бинарных программ, реализующих функции алгебры
логики (булевы функции), состоящих из одного или нескольких модулей, которые содер-
жат команды трех типов: вычислительные, переадресующие и команды вызова процедур.
В данной модели также допускается рекурсивный вызов процедур, то есть в процессе
выполнения бинарной программы процедуры могут непосредственно или через другие
процедуры вызывать сами себя. Введено понятие произвольного базиса для команд пе-
реадресующего типа в качестве обобщения известных моделей. Представлены методы
получения нижних и верхних оценок функции Шеннона для сложности реализации буле-
вых функций в классе бинарных программ. Предложенные методы позволили установить
асимптотику функции Шеннона в случае, когда удельный вес переадресующих команд
меньше удельного веса команд вычислительного типа.

Ключевые слова: бинарные программы, функция Шеннона, асимптотические
оценки

Введение

Задача синтеза, которая впервые была рассмотрена К. Шенноном [1], состоит
в поиске наиболее оптимальных методов построения дискретных управляющих
систем для произвольной булевой функции или систем таких функций. Для оценки
оптимальности метода синтеза вводится функция Шеннона, которая при заданном
значении n равна сложности самой сложной функции, зависящей от n перемен-
ных. При этом сложностью функции называют наименьшую сложность управля-
ющей системы, реализующей данную функцию. Под сложностью управляющей
системы чаще всего понимают количество элементов в ней или их суммарный вес.
Точно таким же образом рассматривают методы синтеза, направленные на опти-
мизацию схем по задержке.

Рассмотрим модель бинарных программ, расширяющую модели, введенные
в работах [2, 3]. Подробный обзор существующих результатов в области синтеза
в классах программ и некоторых их подклассах можно найти в работе [3].

Возьмем счетное множество булевых переменных (БП) X = tx1, . . . , xn, . . . u ,
которые будут являться аргументами рассматриваемых далее булевых функций.
Каждая булева переменная принимает значения из множества B = t0, 1u . Буле-
вым кубом размерности n , n P N , где N – множество натуральных чисел, называ-
ется n-я декартова степень множества B , которая обозначается Bn , а функцией
алгебры логики (ФАЛ) или булевой функцией fpx1, . . . , xnq – отображение булева
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куба Bn на множество B . Отображение ~fpx1, . . . , xnq множества Bn на множество
Bm для некоторых натуральных n и m будем называть pn, mq -вектор-функцией.
Множество всех булевых функций, зависящих от n переменных, обозначим че-
рез P2pnq , а множество pn,mq -вектор-функций – через Pm

2 pnq . Обозначим также
множество всех булевых функций как

P2 =
¤
nPN

P2pnq,
а множество всех булевых pn,mq-вектор-функций – как

Pm
2 =

¤
nPN

Pm
2 pnq.

Введем конечные базисы qБ = tqϕ1, . . . , qϕqbu и pБ = tpϕ1, . . . , pϕpbu , состоящие из qb
булевых функций qϕ1, . . . , qϕqb и pb булевых функций pϕ1, . . . , pϕpb соответственно, в ко-
торых каждая из функций qϕi , i = 1, 2, . . . ,qb , существенно зависит от qki , qki ¥ 0 ,
переменных, а каждая из функций pϕj , j = 1, 2, . . . ,pb , – от pkj , pkj ¥ 0 , булевых пере-
менных. Припишем также каждой функции qϕi , i = 1, 2, . . . ,qb , и pϕj , j = 1, 2, . . . ,pb ,
некоторые положительные вещественные веса qLi и pLj соответственно.

Стандартным базисом для переадресующих команд pБ0 назовем базис, состоя-
щий из единственной тождественной функции ϕpxq = x и имеющей вес, равный
2λ , λ > 0 . Стандартным базисом для вычислительных команд принято считать
базис qБ0 = t&,_, u , состоящий из конъюнкции, дизъюнкции и отрицания.

Бинарной программой Σ назовем набор подпрограмм tΣ1, . . . , Σsu , для каж-
дой из которых задан набор из inpiq , i = 1, 2, . . . , s , входных аргументов,
outpiq , i = 1, 2, . . . , s , выходных аргументов, упорядоченный набор команд Γi =
= tΓi,1, . . . , Γi,ciu , а также конечный размер области памяти Mi ¥ inpiq + outpiq ,
используемой данной подпрограммой. Каждая ячейка памяти подпрограмм может
содержать значения из множества B . Без ограничения общности считаем, что зна-
чения входных аргументов при вызове подпрограммы сохраняются в первые inpiq
ячеек памяти, следующие outpiq ячеек памяти предназначены для записи выход-
ных значений подпрограммы, а все остальные ячейки могут быть использованы
для хранения результатов промежуточных вычислений.

Команды подпрограмм, входящие в наборы Γi , i = 1, 2, . . . , s , могут быть трех
типов.

1. Вычислительные команды tqϕj ;m1, . . . ,mqkj
;moutu описываются символом бу-

левой функции qϕjpx1, . . . , xqkj
q из заданного базиса qБ , номерами входных ячеек

памяти m1, . . . , mqkj
и номером выходной ячейки памяти mout > inpiq . Функцио-

нирует вычислительная команда следующим образом: считываются значения из
ячеек памяти с номерами m1, . . . ,mqkj

, вычисляется функция qϕj с данными значе-
ниями аргументов, записывается результат в ячейку памяти с номером mout . Вес
вычислительной команды равен весу qLj , соответствующему булевой функции qϕj .

2. Переадресующие команды tpϕj ;m1, . . . ,mpkj
; cfalse, ctrueu описываются сим-

волом булевой функции pϕjpx1, . . . , xqkj
q из базиса pБ , номерами ячеек памяти

m1, . . . ,mpkj
и номерами команд текущей подпрограммы cfalse и ctrue . Переадре-

сующая команда позволяет совершать условный переход на команды с номерами
cfalse и ctrue . Если значение функции pϕj на наборе, записанном в ячейки памяти
m1, . . . ,mpkj

, равно 0 , то после выполнения переадресующей команды выполне-
ние подпрограммы продолжается с команды с номером cfalse . Если же значение
равно 1 , то выполнение продолжается с команды с номером ctrue . Значения cfalse
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и ctrue также могут быть на единицу больше, чем максимальный номер команды
в текущей подпрограмме. В этом случае выполняется переход в конец подпрограм-
мы, что завершает ее выполнение. Вес переадресующей команды будем считать
равным qLj .

3. Команды вызова подпрограмм tp; m1, . . . , minppq;m1
1, . . . ,m

1
outppqu описывают-

ся номером вызываемой подпрограммы p , номерами ячеек памяти текущей под-
программы m1, . . . ,minppq , значения которых будут использованы как входные ар-
гументы вызываемой подпрограммы, а также номерами ячеек памяти текущей
подпрограммы m1

1, . . . , m
1
outppq , куда будут записаны результаты выполнения под-

программы Σp . Следуя [2], будем считать, что вес команды вызова подпрограммы
равен µ inppq+ν , где µ и ν – некоторые неотрицательные вещественные константы.
В настоящей работе будем рассматривать случай, когда µ = 0 и ν > 0 , то есть вес
команды вызова подпрограммы всегда положительный и не зависит от количества
аргументов вызываемой подпрограммы.

Вычисление бинарной программы Σ происходит следующим образом. Выполне-
ние начинается с первой подпрограммы Σ1 с некоторыми заданными значениями
входных аргументов x1, . . . xn , n ¤ inp1q . При выполнении команды вызова как
первой подпрограммы, так и других подпрограмм для них выделяется область
памяти требуемого размера, копируются значения входных аргументов в первые
ячейки памяти, все остальные ячейки памяти, кроме выходных, инициализируются
нулями. Выполнение подпрограммы начинается с самой первой команды соответ-
ствующей подпрограммы, то есть с команды с номером 1 , и заканчивается при
достижении конца подпрограммы. Результатом работы бинарной программы Σ
является набор значений, записанных в outp1q выходных ячеек памяти самой пер-
вой вызванной подпрограммы.

Будем говорить, что бинарная программа Σ вычисляет булеву функцию
fpx1, . . . , xnq P P2pnq , если вычисление Σ для всех 2n наборов входных аргументов
x1, . . . , xn завершается и результатом является значение функции fpx1, . . . , xnq .
Аналогично можно определить вычислимость вектор-функции ~fpx1, . . . , xnq PP Pm

2 pnq с помощью заданной бинарной программы Σ , отличие лишь в том, что
подпрограмма Σ1 должна иметь m выходных ячеек памяти, в которые записыва-
ется результат вычисления вектор-функции.

Заметим, что подпрограмма Σ1 при реализации функций или вектор-функций,
кроме n входных и 1 или m выходных ячеек, может иметь вспомогательные вход-
ные и выходные ячейки памяти, которые полезны при использовании рекурсии,
в частности для реализации счетчика глубины рекурсии или выбора режима функ-
ционирования программы. При этом, как было сказано выше, все входные ячейки,
для которых не заданы входные значения, инициализируются нулями.

В описанной выше модели бинарных программ не задается ограничение на мак-
симально возможную глубину вызовов подпрограмм. Такие программы будем на-
зывать бинарными программами с неограниченной глубиной рекурсии. Но в насто-
ящей работе будем рассматривать бинарные программы с ограниченной глубиной
рекурсии r ¥ 1 . Такие программы функционируют аналогичными образом, но при
превышении глубины рекурсии, то есть при попытке выполнения команды вызова
подпрограммы с уровня r вложенности вызовов подпрограмм вызов этой команды
не происходит, а выполнение текущей подпрограммы продолжается со следующей
команды.

Сложностью LpΣq бинарной программы Σ называется сумма весов всех команд
ее подпрограмм. Обозначим класс бинарных программ в паре базисов qБ , pБ с пара-
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метрами µ = 0, ν и ограниченной глубиной рекурсии r как1 UΠprqqБ, pБ, ν
. Сложностью

булевой функции fpx1, . . . , xnq P P2pnq в классе бинарных программ с ограничен-
ной глубиной рекурсии r назовем минимальную сложность программы, реализу-
ющей функцию fpx1, . . . , xnq :

LΠprqpfq = min
ΣPUΠprq,
Σ реал. f

LpΣq,

а функцией Шеннона для сложности реализации булевых функций в классе бинар-
ных программ – максимальную сложность функции, зависящей от n переменных

LΠprqpnq = max
fPP2pnqL

Πprqpfq.

1. Постановка задачи

Введем следующие величины:

πqБ = min
i=1,2,...,qb

qLiqki + 1
, πpБ = min

i=1,2,...,pb,pki>0

pLipki + 1
, θpБ = min

i=1,2,...,pb,pki>0

pLipki

.

В работе [2] было получено следующее утверждение для класса одномодульных
бинарных программ, то есть состоящих из одной подпрограммы Σ1 и не содержа-
щих команд вызова подпрограмм.

Теорема 1. Для функции Шеннона в классе одномодульных бинарных про-
грамм UΠp1qqБ, pБ0, ν

справедливо асимптотическое равенство2

LΠp1qqБ, pБ0, ν
pnq � minpπqБ, λq 2n

n
.

В работе [3] устанавливается следующее асимптотическое равенство для функ-
ции Шеннона LΠprqqБ, pБ0, ν

pnq .
Теорема 2. В случае r ¥ 2 и πqБ ¤ λ справедливо

LΠprqqБ, pБ0, ν
pnq � rνpr−1q{rpr − 1q−pr−1q{r r

?
πqБ 2n{r

r
?

n
.

В статье [4] представлен следующий результат, который обобщается и обосно-
вывается в настоящей работе.

Теорема 3. В случае r ¥ 2 и 2λ ¤ πqБ справедливо асимптотическое равен-
ство

LΠprqqБ, pБ0, ν
pnq � rνpr−1q{rpr − 1q−pr−1q{r r

?
2λ

2n{r
r
?

n
.

Нашей задачей является получение асимптотики функции Шеннона для слож-
ности реализации булевых функций в классе одномодульных бинарных программ
UΠp1qpnq при πpБ < πqБ и в классе многомодульных бинарных программ UΠprqpnq ,
r ¥ 2 , в случае θpБ < πqБ . Основным результатом работы является следующее
утверждение.

1 Нижние индексы qБ, pБ, ν будем, как правило, полностью или частично опускать.
2 Асимптотическое неравенство apnq À bpnq , где n = 1, 2, . . . , означает, что apnq ¤ bpnqp1 +

+ op1qq , а асимптотическое равенство apnq � bpnq равносильно неравенствам apnq À bpnq и
bpnq À apnq .
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Теорема 4. Для функции Шеннона LΠprqpnq при r = 1 и πpБ < πqБ верно
асимптотическое равенство

LΠp1qpnq � πpБ 2n

n
,

а при r ¥ 2 и θpБ < πqБ верно

LΠprqpnq � rνpr−1q{rpr − 1q−pr−1q{r r

b
θpБ 2n{r

r
?

n
.

2. Нижняя оценка функции Шеннона
для одномодульных программ

Для получения нижних оценок функции Шеннона мощностным методом в за-
данном классе схем U сначала оценивается сверху число ‖UpL, nq‖ попарно неэкви-
валентных одновыходных схем из данного класса, имеющих n входных переменных
и сложность не более L . Затем к данной верхней оценке применяется стандартное
мощностное преобразование [5], результатом которого является искомая нижняя
оценка.

Сначала получим оценку числа попарно неэквивалентных одномодульных би-
нарных программ, имеющих n входных аргументов, единственный выходной аргу-
мент и сложность не более L . Оценим число вариантов присвоения типов команд и
символов булевых функций из базисов qБ , pБ . Так как количество функций в бази-
сах qБ и pБ равно qb и pb соответственно, для каждой команды есть qb +pb вариантов
присвоения. Число команд в одномодульной программе равно OpLq , поэтому общее
число вариантов присвоения типов команд и функций из базисов не превосходит

C1
L, (1)

где C1 – некоторая константа3.
Обозначим сложность всех вычислительных команд программы как qL , а всех

переадресующих команд – pL . Также обозначим через pN количество переадресую-
щих команд, а через pK – общее количество их аргументов, соответствующих ячей-
кам памяти. Число ячеек памяти M , требующихся для выполнения программы,
не превосходит C2

qL+n+1 , так как команды используют либо ячейки памяти, со-
ответствующие входным и выходным аргументам, либо ячейки памяти, в которые
производят запись вычислительные команды.

Оценим сверху количество аргументов вычислительных команд qK , соответ-
ствующих входным и выходным ячейкам памяти. Пусть для каждой булевой функ-
ции qϕi P qБ , i P 1, 2, . . . ,qb , суммарная сложность команд, использующих данную
функцию, равна qLi , тогда

qK = qL1
pqk1 + 1qqL1

+ � � �+ qLqb pqkqb + 1qqLqb ¤ p qL1 + � � �+ qLqbq � max
i=1,2,...,qb

qki + 1qLi

¤ qL
πqБ .

Учитывая верхние оценки для M и qK , получаем, что число вариантов выбора
номеров ячеек памяти для вычислительных команд не превосходит

pC2
qL+ n + 1q qL{π qБ , (2)

3 Буквой C с различными индексами будем обозначать константы, зависящие только от бази-
сов qБ, pБ .
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а для переадресующих команд не превосходит

pC2
qL+ n + 1qxK . (3)

Оценку (2) можно уточнить. Для каждой ячейки памяти, встречающейся в рас-
сматриваемой одномодульной программе, за исключением ячеек, соответствующих
входным и выходным аргументам программы, определим первую вычислительную
команду, производящую запись в данную ячейку. Обозначим множество этих вы-
числительных команд как ΓM , а их суммарную сложность – как qLM . Поскольку
при перенумерации ячеек памяти, не соответствующих входным и выходным аргу-
ментам программы, функционирование программы не изменяется, будем считать,
что порядок вычислительных команд ΓM совпадает с порядком номеров соответ-
ствующих им ячеек. Перемножая число вариантов выбора вычислительных ко-
манд, принадлежащих множеству ΓM , а также число вариантов выбора номеров
выходных ячеек для вычислительных команд, не содержащихся в ΓM , и входных
ячеек памяти для всех вычислительных команд, получим оценку

pC3
qLM + n + 1q qL{π qБ− qLM {pπ qБpk qБ+1qq, (4)

где kqБ – максимальное число аргументов у булевых функций из базиса qБ .
Так как максимум по qLM , 0 < qLM ¤ qL , функции, задаваемой формулой (4),

достигается при qLM = C4
qL{ log qL , в результате получаем следующую верхнюю

оценку числа вариантов выбора номеров ячеек памяти вычислительных команд:�
C5

� qL
log qL + n + 1

�� qL{π qБ
. (5)

Осталось оценить число вариантов выбора аргументов переадресующих ко-
манд, соответствующих номерам команд, на которые осуществляется условный
переход. Назовем блоком максимальную последовательность команд, заканчива-
ющуюся переадресующей командой, все остальные команды которой являются
вычислительными. Блок может в том числе состоять только из одной переадре-
сующей команды. Вся последовательность команд бинарной программы разбива-
ется переадресующими командами не более чем на pN блоков. Последние команды
программы, вообще говоря, могут не принадлежать ни одному из блоков, если за
ними не следует переадресующих команд.

Без ограничения общности будем считать, что все команды программы явля-
ются достижимыми, то есть для каждой команды существует такой набор входных
аргументов, при котором она будет выполнена. Построим дерево достижимости
блоков, корнем которого является вершина, соответствующая первому блоку про-
граммы, а ребра соответствуют переходам между блоками. Число таких корневых
деревьев не превосходит

C6
xN−1. (6)

Заметим, что блоки программы, за исключением первого, можно переставлять мес-
тами, изменяя соответствующим образом номера команд в переадресующих ко-
мандах. Поэтому можно считать, что блоки в программе расположены в порядке,
соответствующем некоторому обходу дерева достижимости (например, в глубину
или ширину).

Ребра дерева достижимости определяют pN−1 из 2 pN аргументов переадресую-
щих команд с точностью до блоков. Для них требуется доопределить, на какую
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именно команду блока осуществляется переход, а также какому из двух аргумен-
тов переадресующей команды соответствует данное ребро. Число вариантов этого
доопределения не превосходит �

C7p1 + qL{ pLq�xN−1
. (7)

У каждого из оставшихся pN + 1 аргументов переадресующих команд число
вариантов определения номера команды для перехода равно OpLq , то есть общее
число вариантов не превосходит

pC8LqxN+1. (8)

Перемножая оценки (1), (3), (5), (6), (7), (8) и оценивая их произведение сверху,
получим

C9
L
�

C5

� qL
log qL + n + 1

�� qL{π qБ
pC2

qL+ n + 1qxK�
C10Lp1 + qL{ pLq�xN+1

. (9)

Будем считать, что n = opLq . Максимум формулы (9) в случае πpБ < πqБ дости-
гается при qL = C11L{ logL . В результате получаем, что число попарно неэквива-
лентных одномодульных бинарных программ сложности не более L с n входными
и одним выходным аргументом не превосходит

pC12LqL{π pБ+1
. (10)

Применяя стандартное мощностное преобразование к (10), получим следующее
утверждение.

Лемма 1. Для функции Шеннона LΠp1qpnq при πpБ < πqБ верно асимптотиче-
ское неравенство

LΠp1qpnq Á πpБ 2n

n
.

3. Нижняя оценка функции Шеннона
для многомодульных программ

Перейдем к получению нижних оценок функции Шеннона для класса мно-
гомодульных бинарных программ с ограниченной глубиной рекурсии r . Оценим
число попарно неэквивалентных бинарных программ Σ из данного класса, слож-
ность которых не превышает L . По сравнению с одномодульными программами,
в программе Σ для каждой команды количество вариантов присвоения ей типа
и функционального символа увеличилось на единицу за счет наличия команд вы-
зова подпрограмм и стало равно qb + pb + 1 . Поэтому верхняя оценка общего числа
вариантов присвоения типов команд и функций из базисов qБ , pБ командам про-
граммы Σ имеет вид

C13
L. (11)

Далее оценим сверху число вариантов присвоений адресных аргументов пере-
адресующим командам Σ . Поскольку каждая из pN переадресующих команд имеет
два адресных аргумента, принимающих OpLq различных значений, количество та-
ких присвоений можно оценить сверху как

pC14Lq2xN . (12)
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Осталось оценить число вариантов разбиения команд на подпрограммы, а
также выбора количества входных и выходных ячеек памяти данных подпрограмм;
способов определения номеров вызываемых подпрограмм для команд вызова под-
программ; вариантов присвоения значений, которые связаны с номерами ячеек
памяти, для всех типов команд.

Вместо непосредственной оценки указанных величин воспользуемся приемом
раскрытия рекурсии, идея которого заключается в переходе от многомодульной
бинарной программы к эквивалентной одномодульной программе, не содержащей
команд вызова подпрограмм.

Опишем применение одного шага раскрытия рекурсии к бинарной программе
Σ . Данной процедуре подвергается только подпрограмма Σ1 бинарной программы
Σ и при этом происходит следующее.

1. Заменяются все команды вызова подпрограмм на реализации соответствую-
щих им вызываемых подпрограмм. Для корректности подстановки для подпро-
граммы Σ1 заводятся новые ячейки памяти, которые ранее не использовались
в программе, и выполняется взаимно однозначная замена всех вхождений номеров
ячеек памяти, используемых добавленными командами, за исключением входных
и выходных ячеек памяти вызываемых подпрограмм.

2. Номера входных и выходных ячеек памяти в командах вызываемых подпро-
грамм заменяются в соответствии с аргументами команд вызова подпрограмм.

3. Происходит коррекция номеров команд в аргументах переадресующих ко-
манд с целью сохранения эквивалентности.

Для перехода от многомодульной бинарной программы Σ с ограниченной глу-
биной рекурсии r , r ¥ 2 , к одномодульной программе Σ� последовательно выпол-
ним r − 1 шагов раскрытия рекурсии, удалим подпрограммы Σ2, . . . , Σs , а также
все команды вызова подпрограмм из подпрограммы Σ1 с коррекцией аргументов
переадресующих команд. Легко видеть, что полученная бинарная программа Σ�
эквивалентна исходной программе Σ .

Оценим сложность программы Σ� , получившейся после применения операции
раскрытия рекурсии. Обозначим через L1 суммарную сложность вычислительных
и переадресующих команд исходной бинарной программы Σ , а через L2 – суммар-
ную сложность всех команд вызова подпрограмм. Рассмотрим сначала один шаг
раскрытия рекурсии. Максимальная сложность команд вызова подпрограмм в Σ1

может достигать L2 , если команды данного типа содержатся только в подпрограм-
ме Σ1 . Так как вес каждой команды вызова подпрограммы равен ν , в результате
одного шага раскрытия рекурсии происходит замена до L2{ν команд на реализации
соответствующих им подпрограмм, каждая из которых содержит вычислительные
и переадресующие команды с суммарным весом до L1 и команды вызова подпро-
грамм с суммарным весом до L2 . Сложность программы после данной операции
можно оценить сверху величиной

L1 + L2
ν
pL1 + L2q,

при этом максимальный суммарный вес вычислительных и переадресующих ко-
манд получившейся программы равен L1+pL2{νqL1 , а команд вызова подпрограмм
– pL2{νqL2 . Проводя аналогичные рассуждения, получаем, что после r − 1 шагов
применения операции раскрытия рекурсии к программе Σ с последующим удале-
нием всех команд вызова подпрограмм справедлива следующая оценка:

LpΣ�q ¤ L1 + L2
ν
L1 + � � �+

�L2
ν


r−1

L1 =
�L2

ν


r−1

L1 + OpLr−1q.
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При условии L1 + L2 ¤ L слагаемое pL2{νqr−1L1 достигает своего максимума при

L1 = L
r

и L2 = pr − 1q L
r

,

откуда получаем следующее неравенство:

LpΣ�q ¤ pr − 1qr−1

rrνr−1
LpΣqr + OpLpΣqr−1q ¤ pr − 1qr−1

rrνr−1
pLpΣq+ C15qr. (13)

Вернемся к оценке числа попарно неэквивалентных бинарных программ. С уче-
том того что попарно неэквивалентным многомодульным программам соответст-
вуют попарно неэквивалентные одномодульные программы, получаемые в резуль-
тате раскрытия рекурсии, достаточно оценить количество вариантов определения
номеров ячеек памяти для аргументов вычислительных и переадресующих команд
программы Σ� .

Обозначим суммарную сложность всех вычислительных команд одномодуль-
ной программы Σ� как qL� , а всех переадресующих команд как pL� . Общее число
ячеек памяти M� , используемых в программе Σ� , не превосходит C16

qL� + n + 1 ,
поэтому число вариантов выбора ячеек памяти для аргументов вычислительных
и переадресующих команд не превосходит

pC16
qL� + n + 1q qL�{π qБ+ pL�{θ pБ . (14)

Будем считать, что n = opLpΣ�qq . Максимальное значение выражения (14)
в случае θpБ < πqБ достигается при qL� = C17LpΣ�q{ lnLpΣ�q и оценивается сверху
величиной �

C18
LpΣ�q

lnLpΣ�q

LpΣ�q{θ pБ−C19LpΣ�q{ lnLpΣ�q

. (15)

Перемножая (11), (12), (15) и оценивая полученное выражение сверху, получим
следующую верхнюю оценку числа попарно неэквивалентных многомодульных би-
нарных программ, реализующих булевы функции от n переменных со сложностью
не более чем L :

}UΠprqpL, nq} ¤ pC20LqC21LpC22LpΣ�qqLpΣ�q{θ pБ . (16)

При r ¥ 2 сложность равна L = opLpΣ�qq , и при применении к правой
части (16) стандартного мощностного преобразования или решении неравенства}UΠprqpL, nq} ¥ 22n

множитель pC20LqC21L не влияет на нижнюю асимптотиче-
скую оценку функции Шеннона. Учитывая дополнительно (13), получаем следую-
щее утверждение.

Лемма 2. Для функции Шеннона LΠprqpnq при r ¥ 2 и θpБ < πqБ верно асимп-
тотическое неравенство

LΠprqpnq Á rνpr−1q{rpr − 1q−pr−1q{r r

b
θpБ 2n{r

r
?

n
.

4. Верхняя оценка функции Шеннона

Перед получением верхних оценок функции Шеннона опишем построение вспо-
могательных программ. Предположим, что нам требуется реализовать при помощи
бинарной программы Σ множество из не менее чем k однотипных последова-
тельностей команд S , где каждая последовательность S имеет сложность LS ,
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не содержит команд вызова подпрограмм, имеет свой набор входных и выходных
ячеек памяти, а также некоторое множество ячеек для промежуточных вычисле-
ний. Кроме того, будем считать, что переадресующие команды последовательно-
сти S могут осуществлять переход только на команды в пределах данной после-
довательности или в ее конец. При r = 1 одномодульная бинарная программа Σ
содержит непосредственно k последовательностей команд S и имеет сложность,
равную kLS . При r ¥ 2 положим Q = r

a
νr−1pr − 1q−pr−1qkLS и построим бинар-

ную программу Σ c ограниченной глубиной рекурсии r , состоящую из единствен-
ной подпрограммы Σ1 , которая содержит rQ{LSs последовательностей команд S ,
rpr − 1qQ{νs команд вызова подпрограммы Σ1 и Oprq дополнительных команд.
Программа функционирует следующим образом.

1. Если выполнение подпрограммы Σ1 происходит не на последнем уровне ре-
курсии, то выполняются rpr− 1qQ{νs команд вызова подпрограммы Σ1 . При этом
на каждом уровне рекурсии у данной подпрограммы существуют входные и выход-
ные ячейки памяти для всех последовательностей команд S , реализуемых в данном
поддереве вычислений, которые распределяются таким образом, чтобы на послед-
нем уровне рекурсии были вычислены последовательности S для всех требуемых
входов и выходов.

2. На последнем уровне рекурсии r происходит вычисление rQ{LSs последова-
тельностей команд S с заданными входами и выходами.

3. Определение уровня рекурсии требует реализации счетчика, а также компа-
ратора размерности r , то есть программы, производящей поразрядное сравнение
двух r -разрядных чисел.

4. Легко видеть, что описанная программа реализует не менее rpr−1qQ{νsr−1��rQ{LSs ¥ k последовательностей команд S со сложностью, не превосходящей
rQ + OpLSq .

В итоге получаем, что сложность бинарной программы Σ с глубиной рекур-
сии r , r ¥ 2 , реализующая множество из не менее чем k последовательностей
команд S сложности LS , удовлетворяет неравенству

LpΣq ¤ r r

b
νr−1pr − 1q−pr−1qkLS + OpLSq. (17)

Пусть ψpy1, . . . , ypq – булева функция, существенно зависящая от всех своих
переменных. Следуя [5], будем говорить, что множество ФАЛ G � P2pmq являет-
ся ψ -универсальным множеством (ψ -УМ) порядка m , если для любой функции
g P P2pmq существуют функции g1, . . . , gp P G такие, что g = ψpg1, . . . , gpq .

Построить ψ -универсальное множество G порядка m можно следующим обра-
зом:

1) выбрать параметры s1, . . . , sp , такие что s1 + � � �+ sp = 2m ;
2) разбить булев куб Bm на p попарно непересекающихся компонент

Bm = τ1

�
. . .

�
τp, τi

�
τj = ∅ при i � j, |τi| = si;

3) с учетом существенной зависимости ФАЛ ψpy1, . . . , ypq от всех своих пере-
менных выбрать для каждого i , i = 1, 2, . . . , p , константы α1,i, . . . , αp,i P B , такие
что ψpα1,i, . . . , αi−1,i, yi, αi+1,i, . . . , αp,iq = yi ` αi,i ;

4) определить G как объединение множеств Gp1q Y � � � Y Gppq , где Gpiq – мно-
жество из всевозможных 2si функций, равных αi,j на всех компонентах τj � τi ,
то есть

Gpiq = tfpx1, . . . , xmq : fpβ1, . . . , βmq = αi,j @β P τj , @ j, j � iu.
Построенное ψ -универсальное множество порядка m состоит из 2s1 + � � � +

+ 2sp функций. Докажем следующую лемму о его реализации в классе бинарных
программ.
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Лемма 3. Пусть s1, . . . , sp – положительные четные числа, такие что s1 +
+ � � �+ sp ¥ 2m . Тогда существует ψ -УМ G порядка m , такое что

1q |G| ¤ 2s1 + � � �+ 2sp ;
2q сложность реализации системы функций из G в классе UΠprq не превосхо-

дит
O
�

r
a|G|+ p � 2ps{2+mq{r	, где s = max ts1, . . . , spu.

Доказательство. Построим ψ -универсальное множество функций G мощ-
ности |G| ¤ 2s1 + � � � + 2sp описанным выше способом, разбивая булев куб Bm на
«полосы» τ1, . . . , τp , состоящие не более чем из s1, . . . , sp двоичных наборов соот-
ветственно, где под «полосой» булева куба подразумевается множество наборов,
лексикографически следующих друг за другом.

Возьмем функцию g P Gpiq и рассмотрим ее разложение Шеннона по последней
переменной xm :

gpx1, . . . , xmq = xmg0px1, . . . , xm−1q�xmg1px1, . . . , xm−1q. (18)

Так как мощность i -й «полосы» – четное число, то функции g0 и g1 принадле-
жат одному и тому же множеству G1piq всевозможных функций g1px1, . . . , xm−1q от
m− 1 переменных, равных αi,j на «полосах» τj при j � i . Реализуем множество
функций G1piq в классе UΠprq следующим образом.

1. Построим дешифратор Qm−1 порядка m − 1 как множество из 2m−1

последовательностей команд, реализующих всевозможные конъюнкции вида
xσ1

1 , . . . , x
σm−1
m−1 . Сложность каждой такой последовательности равна Opmq .

2. Для каждой из 2si{2 функций множества G1piq согласно ее совершенной ДНФ
построим дизъюнкцию не более 2m−1 входов, подключенных к выходам дешифра-
тора Qm−1 .

3. Используя равенство (17) для сложности реализации множеств однотипных
последовательностей команд, получаем, что сложность реализации множества G1piq
в классе программ не превышает O

�
2psi{2+mq{r� .

Суммируя сложности реализации множеств G1piq и применяя равенство (17) для
множества из |G| мультиплексорных функций µ1 , участвующих в разложении (18),
получаем, что сложность реализации ψ -УМ G в классе UΠprq не превышает

Op r
a|G|+ p � 2ps{2+mq{rq, где s = max ts1, . . . , spu.

Вернемся к решению задачи синтеза бинарных программ и получению верх-
них оценок соответствующих функций Шеннона. Воспользуемся асимптотически
наилучшим методом синтеза О.Б. Лупанова [6] в изложении [5] и запишем для
произвольной функции fpx1, . . . , xnq P P2pnq разложение Шеннона по последним
n− q переменным

fpx1, . . . , xq, xq+1, . . . , xnq =
ª

σ=pσq+1,...,σnqPBn−q

x
σq+1
q+1 � � �xσn

n fσpx1, . . . , xqq, (19)

где fσpx1, . . . , xqq = fpx1, . . . , xq, σq+1, . . . , σnq .
Остаточные функции fσpx1, . . . , xqq представим в виде суперпозиции

ψpgσ,1, . . . , gσ,pq , где функции gσ,i , i = 1, , 2, . . . , p , принадлежат ψ -универсальному
множеству порядка q для некоторой функции ψpy1, . . . , ypq , вид которой будет
определен ниже. Построим часть бинарной программы, соответствующую вычис-
лению всех остаточных функций, как множество из 2n−q последовательностей
команд, реализующих функции ψ . Для каждого набора значений переменных
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xq+1, . . . , xn необходимо вычислить только одну такую функцию, поэтому в нача-
ло каждой последовательности добавим переадресующую команду, пропускающую
вычисление соответствующей функции, если конъюнкция x

σq+1
q+1 � � �xσn

n равна нулю.
Значения всех 2n−q требуемых конъюнкций можно предварительно вычислить и
записать в некоторые ячейки памяти со сложностью не более Op r

?
n2n−q + nq .

Рассмотрим два случая, отличающиеся выбором функции ψ и, соответственно,
их реализациями при помощи последовательности вычислительных и переадре-
сующих команд. В первом случае для многомодульных бинарных программ при
θpБ < πqБ определим функцию ψ1 , равную конъюнкции t1 , t1 ¥ 1 , функций ϕ1 P pБ
с минимальным удельным весом θpБ зависящих от r1 булевых переменных

ψ1 =
t1©

i=1

ϕ1py1+pi−1qr1 , . . . , yr1+pi−1qr1q.
Данная функция ψ1 существенно зависит от t1r1 переменных и реализуется

при помощи t1 переадресующих команд с функцией ϕ1 . В случае равенства нулю
некоторой функции ϕ1 переадресующие команды выполняют переход на последо-
вательность команд, записывающих значение 0 в качестве результата вычисления
функции fpx1, . . . , xnq . Если же значение функции ϕ1 равно единице, то выполня-
ется переход либо на следующую из t1 переадресующих команд, либо на последо-
вательность команд, записывающую константу 1 в итоговую ячейку памяти, если
текущая переадресующая команда является последней в реализации ψ1 . Слож-
ность дополнительной части программы, необходимой для записи констант 0 и 1
в финальную ячейку памяти, равна Op1q .

Во втором случае рассмотрим одномодульные бинарные программы, для кото-
рых πpБ < πqБ . Выберем функцию ψ2 как суперпозицию t2 , t2 ¥ 1 , мультиплексор-
ных функций µ1pϕ2py1, . . . , yr2q, z0, z1q по одной из информационных переменных,
где ϕ2 соответствует переадресующей команде с минимальным удельным весом
πpБ и зависит от r2 булевых переменных. Полученная функция ψ2 существен-
но зависит от t2pr2 + 1q + 1 переменных и может быть реализована при помощи
последовательности, состоящей из t2 переадресующих команд с функцией ϕ2 . Ад-
ресные аргументы данных команд равны либо номеру следующей команды этой
последовательности, если по соответствующей информационной переменной бы-
ла выполнена суперпозиция, либо адресу последовательности команд, произво-
дящей запись значения некоторой функции ψ2 -универсального множества G2 в
выходную ячейку памяти программы, в которой располагается итоговое значение
функции fpx1, . . . , xnq . Дополнительная часть программы, выполняющая запись
результата вычисления синтезируемой функции f , является общей для всех оста-
точных функций разложения (19), ее сложность равна Op|G2|q .

Учитывая все описанные выше конструкции, получаем, что реализация произ-
вольной функции fpx1, . . . , xnq в классе бинарных программ UΠprq включает в себя
следующие части.

1. Вычисление всех функций ψ -универсального множества G порядка q со
сложностью Op r

a|G|+ p � 2ps{2+qq{rq по лемме 3. При этом |G| оценивается сверху
как p � 2s .

2. Множество из 2n−q однотипных последовательностей команд, реализующих
одну из функций ψ1 , ψ2 . Для оценки сложности данного множества используется
неравенство (17).

3. Реализация дешифратора порядка n − q , необходимого для осуществления
выбора одной из 2n−q функций ψ со сложностью Op r

?
n2n−q + nq .

4. Дополнительные последовательности команд, выполняющие запись итого-
вого результата вычисления функции fpx1, . . . , xnq , сложность которых не превы-
шает Op r

a|G|q .
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Замечание. Для объединения нескольких частей в одну бинарную программу
можно использовать дополнительные входные ячейки памяти, в которых в двоич-
ном представлении кодируется режим ее выполнения. В начале работы програм-
мы, являющейся объединением нескольких, осуществляется определение номера
режима работы программы и выполняется переход на начало соответствующей
последовательности команд. В случае объединения некоторого числа T бинарных
программ, суммарная сложность дополнительных команд, использующихся для
проверки режима функционирования программы, равна OpT q .

Выбирая значения параметров q = r3 log ns , s = rn− 5 log ns и оценивая слож-
ность построенной программы, получим следующую лемму о верхних оценках
функцииШеннона для сложности реализации булевых функций в классе бинарных
программ.

Лемма 4. Для функции Шеннона LΠprqpnq при r = 1 и πpБ < πqБ верно асимп-
тотическое неравенство

LΠp1qpnq À πpБ 2n

n
,

а при r ¥ 2 и θpБ < πqБ верно

LΠprqpnq À rνpr−1q{rpr − 1q−pr−1q{r r

b
θpБ 2n{r

r
?

n
.

Из данной леммы и лемм 1, 2 о нижних оценках функции Шеннона вытекает
утверждение теоремы 4.
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Abstract

In this article, a model of binary programs that implement the logic algebra functions
(Boolean functions) is considered. These programs consist of one or several modules, which
include the following three types of commands: computational, branching, and procedure call
commands. The model under study also allows recursive procedure calls. It means that the pro-
cedures can call themselves, either directly or through other procedures, during the program
execution. The concept of an arbitrary basis for branching commands is introduced as a gene-
ralization of the known models. The methods for calculating the lower and upper bounds of
the Shannon function for the complexity of Boolean functions implementation in the class of
binary programs are presented. The complexity of a binary program is understood as the inte-
gral weight of all commands of its subprograms. The methods allow establishing the Shannon
function asymptotic bounds in the case when the specific weight of branching commands is
less than the specific weight of computational commands. The obtained results contribute sub-
stantially to further development of the theory of synthesis and complexity of discrete control
systems.
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