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Àííîòàöèÿ. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè
èññëåäîâàíà íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà, âõîäÿùåãî
â îïåðàòîð. Ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå-Áåññåëÿ. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà-
÷è îáîñíîâàíà ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà è ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
óñòàíîâëåíû íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ è íóëåé ýòîé ôóíê-
öèè. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò
ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî ðÿäà â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé. Äîêàçàíà òåîðåìà óñòîé÷èâîñòè
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îäíèì èç
âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé, ÷òî
îáóñëîâëåíî åå ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè.
Èíòåðåñ ê âûðîæäàþùèìñÿ óðàâíåíèÿì âûçâàí íå òîëüêî íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷, íî è èíòåíñèâíûì ðàçâèòèåì òåîðèè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Ïåðâàÿ
ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âïåðâûå èçó÷åíà â ðàáîòå [1]. Îñîáîå ìåñòî â äàííîé
òåîðèè çàíèìàþò èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåñ-
ñåëÿ. Èçó÷åíèå ýòîãî êëàññà óðàâíåíèé áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ Ýéëåðà, Ïóàññîíà, Äàðáó è
ïðîäîëæåíî â òåîðèè îáîáùåííîãî îñåñèììåòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà [2]�[7]. Âàæíîñòü äàí-
íîãî êëàññà óðàâíåíèé îáóñëîâëåíà èõ èñïîëüçîâàíèåì â ïðèëîæåíèÿõ ê çàäà÷àì ãàçîâîé
äèíàìèêè è àêóñòèêè [4]�[6], òåîðèè ñòðóé â ãèäðîäèíàìèêå [8], ê ëèíåàðèçîâàííûì óðàâ-
íåíèÿì Ìàêñâåëëà�Ýéíøòåéíà [9], [10], â òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè [11]. Óðàâíåíèÿ
òðåõ îñíîâíûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèå îïåðàòîð Áåññåëÿ, ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè [12] íàçûâà-
þòñÿ B-ýëëèïòè÷åñêèìè, B−ãèïåðáîëè÷åñêèìè è B-ïàðàáîëè÷åñêèìè. Îáøèðíîå èññëåäî-
âàíèå B-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [13]. Äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð
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ðàáîò, ïîñâÿùåííûé èçó÷åíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèâåäåí â ìîíîãðàôèè [14].
Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, t) | 0 < x < l, 0 < t < T} êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè Oxt, ãäå l, T > 0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, B-ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíå-
íèå

�Bu(x, t) ≡ utt − x−k
∂

∂x

(
xkux

)
= 0, (1)

ãäå x−k ∂
∂x

(
xkux

)
� îïåðàòîð Áåññåëÿ, k 6= 0 � çàäàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Óðàâíåíèå (1) ñ k = 1 âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû òÿæåñòè òÿæåëîé îäíîðîäíîé ïîäâåøåííîé íèòè, ïðè èçó÷åíèè ðàäèàëüíûõ
êîëåáàíèé ãàçà â íåïîäâèæíîé íåîãðàíè÷åííîé öèëèíäðè÷åñêîé òðóáêå, ñ k = 2 � ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè ìàëûõ êîëåáàíèé ãàçà îêîëî åãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âíóòðè íåïðîíèöàåìîé
îáîëî÷êè ñôåðè÷åñêîé ôîðìû ([15], ñc. 176, 185, 191). Â ðàáîòå [16] âïåðâûå è îáñòîÿòåëüíî
èçó÷åíû çàäà÷è Êîøè è Êîøè�Ãóðñà äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè âñåõ k ≥ 1 â õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîì òðåóãîëüíèêå, à â ðàáîòå [17] ïîêàçàíà íåêîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè ýòèõ çàäà÷ ïðè
k < 0. Ðàáîòà [18] ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ çàäà÷è Òðèêîìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà,
ó êîòîðîãî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (1). Â ðàáîòàõ [19], [20] èçó÷åíû
çàäà÷è Äèðèõëå è Êåëäûøà äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè, à â ðàáîòàõ [21], [22] èññëåäîâàíû íà êîððåêòíîñòü íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå
çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (1).
Ïîñêîëüêó íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûì èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì òèïà Ñà-

ìàðñêîãî�Èîíêèíà ñâîäÿòñÿ ê ñìåøàííûì çàäà÷àì äëÿ óðàâíåíèÿ (1), òî âîçíèêëà íåîáõî-
äèìîñòü áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (1), èññëåäî-
âàíèÿ êîòîðûõ íàì íå èçâåñòíû. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíà âòîðàÿ íà÷àëüíî-
ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ B-ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D ïðè
âñåõ k 6= 0.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, t), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëî-

âèÿì:
u(x, t) ∈ C(D) ∩ C2(D), xkux(x, t) ∈ C(D), (2)

�Bu(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ D, (3)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, (4)

ux(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (5)

lim
x→0+

xkux(x, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, |k| < 1, (6)

u(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, k ≤ −1, (7)

ãäå ϕ(x), ψ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ϕ′(l) =
ψ′(l) = 0.
Çàäà÷à (2)�(5) ïðè k ≥ 1 � çàäà÷à ñ íåïîëíûìè ãðàíè÷íûìè äàííûìè. Â ñëó÷àå B-

ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

utt + x−k
∂

∂x

(
xkux

)
= 0

ïðè k ≥ 1 â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1], [23] â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé îòðåçîê x = 0
ãðàíèöû îáëàñòè îñâîáîæäàåòñÿ îò ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Ïðè ýòîì â ðàáîòàõ ([23], [24], c. 68)
ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè, ò. å. ux, íà îòðåçêå x = 0 ðàâíà íóëþ. Àíàëîãè÷íàÿ
ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî è äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðè k ≥ 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ux(0, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (8)
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Òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(5) ïðè k ≥ 1.
Â äàëüíåéøåì ðàâåíñòâîì (8) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èëè íåò â ïîñëåäóþùèõ äîêàçàòåëü-
ñòâàõ â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ux ïðè x → 0. Åñëè ýòà ïðîèçâîäíàÿ ïðè
x→ 0 îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òî â óñëîâèè (8) íåîáõîäèìîñòè íåò.

1. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(7), òî îíî åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u1 è u2 � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(7). Òîãäà èõ ðàçíîñòü v = u1−u2
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2), (3), (5) è (6) è îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (40)

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè D òîæäåñòâî

xkvt�Bv(x, t) =
1

2

∂

∂t

[
xk
(
v2t + v2x

)]
− ∂

∂x

(
xkvtvx

)
≡ 0.

Èíòåãðèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî îáëàñòè Dτ,ε = D ∩ {0 < ε < x < l, 0 < t < τ ≤ T}, ãäå ε è
τ � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà â óêàçàííûõ ïðåäåëàõ, áóäåì èìåòü∫

∂Dτ,ε

xk
(
v2x + v2t

)
dx+ 2xkvxvtdt = I1 + I2 + I3 + I4 = 0. (9)

Ïî îòäåëüíîñòè âû÷èñëèì èíòåãðàëû

I1 =

∫ l

0
xk
(
v2x(x, 0) + v2t (x, 0)

)
dx = 0, I2 = 2

∫ τ

0
xkvxvt

∣∣∣
x=l

dt = 0,

I3 = −
∫ l

0
xk
(
v2x + v2t

) ∣∣∣
t=τ

dx, I4 = −
∫ τ

0
2xkvxvt

∣∣∣
x=ε

dt.

Îòìåòèì, ÷òî lim
ε→0+

I4 = 0, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå xkvx ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x→ 0, êîãäà

k > −1, è ýòî ïðîèçâåäåíèå îãðàíè÷åíî ïðè x → 0, êîãäà k ≤ −1. Òîãäà èç (9) ïðè ε → 0
ïîëó÷èì ∫ l

0
xk
(
v2x + v2t

) ∣∣∣
t=τ

dx = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò vx ≡ 0 è vt ≡ 0 íà îòðåçêå t = τ , è â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà τ ∈
(0, T ] ïîëó÷èì v(x, t) ≡ const â D. Òîãäà ñ ó÷åòîì íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (40) èìååì
v(x, t) ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, u1 ≡ u2. �

2. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè k ≥ 1

×àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), íå ðàâíûå íóëþ â îáëàñòè D è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì (2) è (5), áóäåì èñêàòü â âèäå u(x, t) = X(x)T (t). Ïîäñòàâèâ äàííóþ ôóíêöèþ â
óðàâíåíèå (1) è óñëîâèå (5), ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
X(x) ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

X ′′(x) +
k

x
X ′(x) + λ2X(x) = 0, 0 < x < l, (10)

|X(0)| < +∞, X ′(l) = 0, (11)

ãäå λ2 � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ.
Óìíîæèì óðàâíåíèå (10) íà x2 è ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëàì

X(x) = x
1−k
2 Z(ξ), ξ = λx, (12)
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óðàâíåíèå (10) ïðèâåäåì ê óðàâíåíèþ Áåññåëÿ

ξ2
d2Z

dξ2
+ ξ

dZ

dξ
+ (ξ2 − ν2)Z = 0, ν = (k − 1)/2,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

Z(ξ) = P1Jν(ξ) + P2Yν(ξ), (13)

ãäå Jν(ξ), Yν(ξ) � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ ñîîòâåòñòâåííî, ïîðÿäêà ν =
(k − 1)/2, P1, P2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ñ ó÷åòîì (12) è (13) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) ïðè k ≥ 1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X̃(x) = P1x
1−k
2 J k−1

2
(λx) + P2x

1−k
2 Y k−1

2
(λx). (14)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ (14) óäîâëåòâîðÿëà ïåðâîìó óñëîâèþ èç (11), ïîëîæèì P2 = 0
è ïðèìåì P1 = 1, òàê êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî
ìíîæèòåëÿ. Òîãäà ðåøåíèå ïðèìåò âèä

X̃(x) = x
1−k
2 J k−1

2
(λx). (15)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (15) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8). Ïîäñòàâèâ òåïåðü ôóíêöèþ (15) âî
âòîðîå óñëîâèå èç (11), íàéäåì

λ0 = 0,

X̃ ′(l) =
(
x

1−k
2 J k−1

2
(λx)

)′
x

∣∣∣
x=l

= −l
1−k
2 J k+1

2
(λl),

(16)

îòêóäà ïîëó÷èì

J k+1
2

(µ) = 0, µ = λl. (17)

Èç òåîðèè áåññåëåâûõ ôóíêöèé èçâåñòíî ([25], c. 530), ÷òî ôóíêöèÿ Jν(ξ) ïðè ν > −1
èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ íóëåé. Òîãäà, îáîçíà÷èâ n-é êîðåíü óðàâíåíèÿ (17)
÷åðåç µn ïðè çàäàííîì k, íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn = µn/l çàäà÷è (10) è (11).
Ñîãëàñíî ([26], ñ. 317) äëÿ íóëåé óðàâíåíèÿ (17) ïðè áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè-

÷åñêàÿ ôîðìóëà

µn = λnl = πn+
π

4
k +O

(
1

n

)
. (18)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ0 = 0 ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (10) è (11) èìååò ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ,
ðàâíóþ êîíñòàíòå, êîòîðóþ ïðèìåì çà åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé çàäà÷è (10), (11) èìååò âèä

X̃0(x) = 1, λ0 = 0, (19)

X̃n(x) = x
1−k
2 J k−1

2

(µnx
l

)
= x

1−k
2 J k−1

2
(λnx), n ∈ N, (20)

ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè óðàâíåíèÿ (17).
Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (19) è (20) çàäà÷è (10) è (11) îðòîãîíàëüíà

â ïðîñòðàíñòâå L2[0, l] ñ âåñîì xk, à òàêæå îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
([27], c. 343).
Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé

Xn(x) =
1

‖X̃n(x)‖
X̃n(x), n = 0, 1, 2, . . . , (21)
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ãäå

‖X̃n(x)‖2 =

∫ l

0
ρ(x) X̃2

n(x) dx, ρ(x) = xk. (22)

Òåïåðü ñîãëàñíî [28] ðàññìîòðèì ôóíêöèè

un(t) =

∫ l

0
u(x, t)xkXn(x) dx, n = 0, 1, 2, . . . , (23)

ãäå Xn(x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (21).
Íà îñíîâàíèè (23) ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè âèäà

un,ε(t) =

∫ l−ε

ε
u(x, t)xkXn(x) dx, n = 1, 2, . . . , (24)

ãäå ε > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (24) ïî ïåðåìåííîé t äâàæäû ïðè 0 < t < T , ñ ó÷åòîì

óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷èì

u′′n,ε(t) =

∫ l−ε

ε
utt(x, t)x

kXn(x) dx =

∫ l−ε

ε

(
uxx +

k

x
ux

)
xkXn(x) dx =

=

∫ l−ε

ε

∂

∂x
(xkux)Xn(x) dx = xkuxXn(x)

∣∣∣l−ε
ε
−
∫ l−ε

ε
xkuxX

′
n(x) dx. (25)

Èç (24) â ñèëó óðàâíåíèÿ (10) áóäåì èìåòü

un,ε(t) = − 1

λ2n

l−ε∫
ε

u(x, t)xk
[
X ′′n(x) +

k

x
X ′n(x)

]
dx = − 1

λ2n

l−ε∫
ε

u(x, t)
d

dx

(
xkX ′n(x)

)
dx =

= − 1

λ2n

u(x, t)xkX ′n(x)
∣∣∣l−ε
ε
−

l−ε∫
ε

xkuxX
′
n(x) dx

 ,
îòêóäà íàõîäèì ∫ l−ε

ε
xkuxX

′
n(x) dx = λ2nun,ε(t) + u(x, t)xkX ′n(x)

∣∣∣l−ε
ε
.

Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (25), ïîëó÷èì

u′′n,ε(t) = xkuxXn(x)
∣∣∣l−ε
ε
− λ2nun,ε(t)− u(x, t)xkX ′n(x)

∣∣∣l−ε
ε
. (26)

Â ñèëó (2) ôóíêöèè u(x, t) è xkux(x, t) íåïðåðûâíû â D. Òîãäà ïðè ïåðåõîäå â (26) ê ïðåäåëó
ïðè ε→ 0 ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) è (11) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé un(t) ïîëó÷èì
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u′′n(t) + λ2nun(t) = 0, t ∈ (0, T ),

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

un(t) = an cosλnt+ bn sinλnt, (27)

ãäå an, bn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, òðåáóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ ôóíêöèè
(23) óäîâëåòâîðèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (4)

un(0) =

∫ l

0
ϕ(x)xkXn(x) dx = ϕn, u′n(0) =

∫ l

0
ψ(x)xkXn(x) dx = ψn. (28)
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Èç (27) è (28) áóäåì èìåòü an = ϕn, bn = ψn/λn. Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â (27),
íàéäåì îêîí÷àòåëüíûé âèä ôóíêöèé

un(t) = ϕn cosλnt+
ψn
λn

sinλnt. (29)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

u0(t) = ϕ0 + ψ0t, (30)

u0(0) = l−
k+1
2

√
k + 1

∫ l

0
ϕ(x)xkdx = ϕ0, u′0(0) = l−

k+1
2

√
k + 1

∫ l

0
ψ(x)xkdx = ψ0. (31)

Ïóñòü ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0, òîãäà èç (28) è (31) ñëåäóåò ϕn = ψn ≡ 0, è èç (29) è (30)
ïîëó÷èì un(t) = 0 ïðè âñåõ n ∈ N0 = N ∪ {0}. Òîãäà èç (23) ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] èìååì∫ l

0
u(x, t)xkXn(x) dx = 0. Îòñþäà â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû (21) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, l] ñ âå-

ñîì xk ñëåäóåò u(x, t) = 0 ïî÷òè âñþäó íà ïðîìåæóòêå [0, l] ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ]. Ïîñêîëüêó
ñîãëàñíî (2) ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ C(D), òî u(x, t) ≡ 0 â D. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(5) íà îñíîâàíèè ïîëíîòû ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
îäíîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.
Íà îñíîâàíèè íàéäåííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé çàïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(5) â âèäå ðÿäà

Ôóðüå�Áåññåëÿ

u(x, t) = u0(t)X0(x) +
∞∑
n=1

un(t)Xn(x), (32)

ãäå ôóíêöèè un(t) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (29), Xn(x), n = 0, 1, 2, . . . , � ïî ôîðìóëå (21),
ôóíêöèÿ u0(t) � ïî ôîðìóëå (30).
Âìåñòå ñ ðÿäîì (32) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðÿäû:

ut(x, t) = ψ0X0(x) +

∞∑
n=1

u′n(t)Xn(x), ux(x, t) =

∞∑
n=1

un(t)X ′n(x); (33)

utt(x, t) =

∞∑
n=1

u′′n(t)Xn(x), uxx(x, t) =

∞∑
n=1

un(t)X ′′n(x). (34)

Äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (32)�(34) â îáëàñòè D, åñëè ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x)
ïîä÷èíèòü íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì.
Èç ôîðìóë (29) è (18) ïîëó÷àåòñÿ

Ëåììà 1. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|un(t)| ≤ C1 (|ϕn|+ |ψn|/n) , (35)

|u′n(t)| ≤ C2 (n|ϕn|+ |ψn|) ,

|u′′n(t)| ≤ C3

(
n2|ϕn|+ n|ψn|

)
;

çäåñü è äàëåå Ci � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ëåììà 2 ([22]). Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ïðè âñåõ x ∈ [0, l] âûïîëíåíû îöåíêè

|Xn(x)| ≤ C4, |X ′n(x)| ≤ C5n, |X ′′n(x)| ≤ C6n
2.
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Ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 2 ïðè ëþáîì (x, t) ∈ D ðÿä (32) ìàæîðèðóåòñÿ ðÿäîì

C7

∞∑
n=1

(|ϕn|+ |ψn|/n) , (36)

ðÿäû (33) è (34) ìàæîðèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðÿäàìè

C8

∞∑
n=1

(n|ϕn|+ |ψn|) , (37)

C9

∞∑
n=1

(
n2|ϕn|+ n|ψn|

)
. (38)

Èññëåäóåì (36)�(38) íà ñõîäèìîñòü.

Ëåììà 3 ([22]). Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ C2[0, l] è ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ϕ′′′(x), èìåþùàÿ
êîíå÷íîå èçìåíåíèå íà [0, l], ôóíêöèÿ ψ(x) ∈ C1[0, l] è ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ψ′′(x),
êîòîðàÿ èìååò êîíå÷íîå èçìåíåíèå íà [0, l], è

ϕ′(0) = ϕ′′(0) = ψ′(0) = ϕ′(l) = ψ′(l) = 0,

òî âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

|ϕn| ≤ C10n
−4, |ψn| ≤ C11n

−3. (39)

Ñîãëàñíî ëåììå 3 ðÿäû (36)�(38) ìàæîðèðóþòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì

C12

∞∑
n=1

n−2, (40)

à ñëåäîâàòåëüíî, ðÿäû (32)�(34) â çàìêíóòîé îáëàñòè D ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ u(x, t), îïðåäåëÿåìàÿ ðÿäîì (32), óäîâëåòâîðÿåò

âñåì óñëîâèÿì çàäà÷è (2)�(5). Òåì ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 3, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2)�(5), îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (32), ïðè ýòîì u(x, t) ∈
C2(D).

Òåîðåìà 3. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(5) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u(x, t)‖ ≤ C13(‖ϕ(x)‖+ ‖ψ(x)‖), (41)

ãäå ‖f(x)‖2 =
∫ l
0 ρ(x)|f(x)|2dx, ρ(x) = xk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (32) íà îñíîâàíèè îöåíêè (35) íàéäåì

‖u‖2 =

∫ l

0
xku2(x, t) dx =

∫ l

0
xk
∞∑
n=0

un(t)Xn(x)

∞∑
m=0

um(t)Xm(x) dx =

=
∞∑
n=0

u2n(t) = u20(t) +
∞∑
n=1

u2n(t) ≤ (ϕ0 + ψ0t)
2 + C2

1

∞∑
n=1

(
|ϕn|+

|ψn|
n

)2

≤

≤ C0(ϕ
2
0 + ψ2

0) + 2C2
1

∞∑
n=1

(
|ϕn|2 +

1

n2
|ψn|2

)
≤

≤ C0(ϕ
2
0 + ψ2

0) + 2C2
1

( ∞∑
n=1

ϕ2
n +

∞∑
n=1

ψ2
n

)
= C13

(
‖ϕ‖2 + ‖ψ‖2

)
. �
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3. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè −1 < k < 1, k 6= 0

Ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (1), ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè X(x) ñïåêòðàëü-
íóþ çàäà÷ó

X ′′(x) +
k

x
X ′(x) + λ2X(x) = 0, 0 < x < l, (42)

lim
x→0+

xkX ′(x) = 0, X ′(l) = 0. (43)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (42) ïðè |k| < 1, k 6= 0 îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

X̃(x) = P1x
1−k
2 J 1−k

2
(λx) + P2x

1−k
2 J k−1

2
(λx), (44)

òàê êàê 1−k
2 íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì, à çíà÷èò, J 1−k

2
(λx) è J k−1

2
(λx) � ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ.
Èç ýòîé ôîðìóëû âû÷èñëèì

X ′(x) = P1λx
1−k
2 J− k+1

2
(λx)− P2λx

1−k
2 J k+1

2
(λx).

Ïîñêîëüêó ïðè x → 0 xkX ′(x) = O(P1 + P2x
k+1), òî ÷òîáû ôóíêöèÿ (44) óäîâëåòâîðÿëà

ïåðâîìó óñëîâèþ èç (43), íóæíî ïîëîæèòü P1 = 0. Ïóñòü P2 = 1.
Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (42), óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîìó óñëîâèþ èç (43), îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì

X(x) = x
1−k
2 J k−1

2
(λx),

êîòîðîå ïî âíåøíåìó âèäó ñîâïàäàåò ñ (15), íî çäåñü −1 < k < 1 è k 6= 0.
Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿëà âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ èç

(43):

dX(x)

dx

∣∣∣∣
x=l

=
(
x

1−k
2 J k−1

2
(λx)

)′∣∣∣∣
x=l

= −λl
1−k
2 J k+1

2
(λl) = 0, (45)

îòêóäà ïîëó÷èì

λ0 = 0,

J k+1
2

(µn) = 0, µn = λnl. (46)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è (42), (43) èìååò âèä

X̃0(x) = 1, λ0 = 0,

X̃n(x) = x
1−k
2 J k−1

2

(µnx
l

)
= x

1−k
2 J k−1

2
(λnx), n ∈ N,

ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè óðàâíåíèÿ (46).
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ k ≥ 1 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 3, òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2)�(6), îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (32), ïðè ýòîì u(x, t) ∈
C2(D).

Òåîðåìà 5. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(6) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (41).
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4. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè k ≤ −1

×àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), íå ðàâíûå íóëþ â îáëàñòè D è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì (2), (5) è (7), áóäåì èñêàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ u(x, t) = X(x)T (t). Ïîäñòàâèâ äàííîå
âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (1) è óñëîâèÿ (5) è (7), ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
X(x) çàäà÷ó

X ′′(x) +
k

x
X ′(x) + λ2X(x) = 0, 0 < x < l, (47)

X(0) = 0, X ′(l) = 0. (48)

Â ñèëó (13) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (47) ïðè k ≤ −1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X(x) = P1x
1−k
2 J 1−k

2
(λx) + P2x

1−k
2 Y 1−k

2
(λx). (49)

Âû÷èñëèì

X ′(x) = P1λx
1−k
2 J− k+1

2
(λx) + P2λx

1−k
2 Y− k+1

2
(λx).

Òàê êàê ïðè x → 0 ôóíêöèÿ X(x) = O(P1x
1−k + P2) = O(1), à ïðîèçâîäíàÿ ïðè ýòîì

X ′(x) = O(P1x
−k + P2x) = O(x), òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî óñëîâèÿ èç (48) â (49) íóæíî

ïîëîæèòü çíà÷åíèÿ êîíñòàíò P1 = 1 è P2 = 0. Â ðåçóëüòàòå äàííîå ðåøåíèå ïðèíèìàåò âèä

X̃(x) = x
1−k
2 J 1−k

2
(λx). (50)

Ïîäñòàâèâ ôóíêöèþ (50) âî âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå èç (48), ïîëó÷èì λ0 = 0,

J− k+1
2

(µn) = 0, µn = λnl. (51)

Íî ïðè λ0 = 0 ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (47), (48) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, à çíà÷èò,
íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è
(47) è (48) èìååò âèä

X̃n(x) = x
1−k
2 J 1−k

2

(µnx
l

)
= x

1−k
2 J 1−k

2
(λnx), n ∈ N, (52)

ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè óðàâíåíèÿ (51). Ñèñòåìà ôóíêöèé
(52) îðòîãîíàëüíà è ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, l] ñ âåñîì xk êàê ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà�
Ëèóâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (47) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (48). Òàêæå îòìåòèì, ÷òî äëÿ íóëåé
óðàâíåíèÿ (51) ñîãëàñíî ([26], ñ. 317) ïðè áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

µn = λnl = πn− π

4
k − π

2
+O

(
1

n

)
. (53)

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

Xn(x) = X̃n(x)/‖X̃n‖, n ∈ N, (54)

ãäå íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (22).
Ñ ó÷åòîì (54) ââåäåì ôóíêöèè

un(t) =

∫ l

0
u(x, t)xkXn(x) dx, n = 1, 2, . . . . (55)

Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è ïðè k ≥ 1 ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (1) è (47) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

u′′n,ε(t) = xkuxXn(x)
∣∣∣l−ε
ε
− λ2nun,ε(t)− u(x, t)xkX ′n(x)

∣∣∣l−ε
ε
. (56)
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Èç ôîðìóëû (52) ñëåäóåò Xn(x) = O(x1−k) è X ′n(x) = O(x−k) ïðè x→ 0. Ïðè ïåðåõîäå â
(56) ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0 â ñèëó óñëîâèé (2), (5), (7) è (48) áóäåì èìåòü

u′′n(t) + λ2nun(t) = 0, t ∈ (0, T ). (57)

Óäîâëåòâîðèâ äàëåå ôóíêöèè (55) íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà (28).
Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (57), (28) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (29).
Íà îñíîâàíèè íàéäåííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé (54) è (29) ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(5), (7) çàïè-

øåì ôîðìàëüíî â âèäå ðÿäà Ôóðüå�Áåññåëÿ

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(t)Xn(x), (58)

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè ëåìì 1 è 2, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì
(x, t) ∈ D ðÿä (58) è ðÿäû, ïîëó÷åííûå èç íåãî ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïåðâîãî è
âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ìàæîðèðóþòñÿ ðÿäîì

C14

∞∑
n=1

(
n2|ϕn|+ n|ψn|

)
. (59)

Ëåììà 4. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ(x) ∈ C2[0, l] è ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ϕ′′′(x), èìåþùàÿ êîíå÷-
íîå èçìåíåíèå íà [0, l], ôóíêöèÿ ψ(x) ∈ C1[0, l] è ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ψ′′(x), êîòîðàÿ
èìååò êîíå÷íîå èçìåíåíèå íà [0, l], è

ϕ(0) = ψ(0) = ϕ(l) = ψ(l) = ϕ′(0) = ψ′(0) = ϕ′(l) = ψ′(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0,

òî âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (39).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó â ðàáîòå [29].
Ñîãëàñíî ëåììå 4 ðÿä (59) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì (40), à çíà÷èò,

ñóììà ðÿäà (58) ïðèíàäëåæèò êëàññó C2(D). Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ u(x, t), îïðåäåëÿåìàÿ
ðÿäîì (58), óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì çàäà÷è (2)�(5), (7). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 6. Åñëè ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4, òî ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (2)�(5), (7), îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (58), ïðè ýòîì

u(x, t) ∈ C2(D).

Òåîðåìà 7. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(5), (7) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u‖ ≤ C15(‖ϕ‖+ ‖ψ‖), (60)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C17 íå çàâèñèò îò ôóíêöèé ϕ(x) è ψ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.
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K.B. Sabitov and N.V. Zaitseva

The second initial-boundary value problem for a B-hyperbolic equation

Abstract. We investigate an initial-boundary value problem in a rectangular domain for a hyper-
bolic equation with Bessel operator. The solution is obtained in the form of the Fourier–Bessel
series. The uniqueness of solution of the problem is established by means of the method of integral
identities. At the existence of the proof we use assessment of coefficients of series, the asymptotic
formula for Bessel function and asymptotic formula for eigenvalues. We obtain sufficient condi-
tions on the functions defining initial data of the problem and prove the stability theorem for the
solution of the problem.

Keywords: hyperbolic equation, Bessel differential operator, initial-boundary value problem, unique-
ness, existence, Fourier–Bessel series, uniform convergence, stability.
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