
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ КАЗАНСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ

2019, Т. 161, кн. 3 ISSN 2541-7746 (Print)
С. 355–364 ISSN 2500-2198 (Online)

УДК 532.546 doi: 10.26907/2541-7746.2019.3.355-364

ФИЛЬТРАЦИОННАЯ КОНСОЛИДАЦИЯ
УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА
ПОД НОРМАЛЬНОЙ НАГРУЗКОЙ

А.В. Костерин, Э.В. Скворцов
Казанский (Приволжский) федеральный университет, г. Казань, 420008, Россия

Аннотация
Исследована фильтрационная консолидация упругого насыщенного полупространства

в условиях пространственной деформации под действием произвольной нормальной на-
грузки, мгновенно приложенной к поверхности полупространства. Жидкость и зерна ске-
лета предполагались несжимаемыми. Целью исследования явилось получение аналитиче-
ских представлений для основных характеристик консолидации. Для этого использована
математическая модель консолидации с привлечением уравнений совместности деформа-
ций. Сумма эффективных нормальных напряжений найдена как решение первой краевой
задачи для уравнения теплопроводности в полупространстве. Далее решена первая кра-
евая задача для вспомогательной функции, удовлетворяющей уравнению Лапласа. Это
позволило получить в явном виде выражения для давления жидкости и суммы полных
нормальных напряжений. Кроме того, определена осадка поверхности полупространства.
В качестве иллюстрации предложенного подхода даны примеры определения характери-
стик консолидации при сосредоточенной нагрузке на поверхность полупространства, рав-
номерно распределенной нагрузке по площадям круга и квадрата. Найдена максимальная
осадка центра квадрата вследствие процесса консолидации. Полученные результаты мо-
гут найти применение в качестве тестов при использовании численных методов решения
задач фильтрационной консолидации.
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Становление и развитие теории фильтрационной консолидации связано с ра-
ботами [1–4] и др. Общая математическая модель консолидации и аналитические
методы ее исследования были предложены в [5–7]. Анализ уравнений механики
насыщенных пористых сред с позиций механики сплошных сред проведен в [8, 9].
По исследуемой тематике выполнены многочисленные работы, в частности пред-
ставленные в [10, 11]. Библиография дана в [12, 13]. В [14] в предположении, что
выполняется гипотеза Терцаги [1], согласно которой полное напряженное состоя-
ние в системе жидкость – порода не зависит от времени, исследована консолидация
упругого полупространства под осесимметричной нагрузкой. В работе [15] предло-
жена математическая модель консолидации в условиях плоской деформации упру-
гого полупространства под действием произвольной вертикальной нагрузки на его
поверхность – без использования вышеупомянутой гипотезы, но с привлечением
уравнения совместности. Модель позволила получить аналитические представле-
ния для давления жидкости и полных нормальных напряжений упругого пористого
скелета.

В настоящей работе подход, примененный в [15], реализуется для развития соот-
ветствующей математической модели в условиях пространственной консолидации
упругого полупространства под действием произвольной нормальной нагрузки на
его поверхность.
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1. Математическая модель пространственной консолидации

Рассматривается процесс фильтрационной консолидации насыщенного жидко-
стью упругого полупространства под действием мгновенно приложенной верти-
кальной нагрузки на его поверхность. Пусть декартовы координаты x , y , z полу-
пространства удовлетворяют условиям −∞ < x < ∞ , −∞ < y < ∞ , 0 ≤ z < ∞ ,
t – время.

Полные напряжения в скелете полупространства определяются соотноше-
ниями [1, 8]

σx(x, y, z, t) = σf
x(x, y, z, t)− p(x, y, z, t),

σy(x, y, z, t) = σf
y (x, y, z, t)− p(x, y, z, t),

σz(x, y, z, t) = σf
z (x, y, z, t)− p(x, y, z, t),

σxy(x, y, z, t) = τxy(x, y, z, t),

σyz(x, y, z, t) = τyz(x, y, z, t),

σxz(x, y, z, t) = τxz(x, y, z, t),

(1)

где σf
x , σf

y , σf
z – эффективные напряжения в скелете, p – давление жидкости,

τxy , τyz , τxz – касательные напряжения в скелете.
Считается, что сжимаемостью жидкости можно пренебречь, объемные дефор-

мации скелета обусловлены деформациями его зерен (их объемных деформаций
нет, но сдвиговые допускаются) [14]. В таких условиях скелет деформируется уп-
руго.

Математическая модель консолидации включает в себя полное уравнение дви-
жения (квазиравновесия) фаз, уравнения неразрывности (баланса масс), закон
фильтрации, реологические соотношения для пористого скелета, граничные и на-
чальные условия [14].

В результате выделения из полного уравнения движения фаз его статической
компоненты это уравнение представляется в виде [16]

∂(σf
x − p)
∂x

+
∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z
= 0,

∂(σf
y − p)
∂y

+
∂τxy

∂x
+

∂τyz

∂z
= 0,

∂(σf
z − p)
∂z

+
∂τxz

∂x
+

∂τyz

∂y
= 0.

(2)

Условие неразрывности процесса консолидации выглядит следующим обра-
зом [17]:

div q +
∂θ

∂t
= 0, (3)

где q = m(v − ∂u/∂t) – скорость фильтрации, θ = div u – объемная деформа-
ция скелета, m – пористость скелета, v и ∂u/∂t – среднефазовые макроскорости
жидкой и твердой фазы соответственно, u – смещения скелета.

Закон фильтрации принимается линейным (закон Дарси),

q = − k

µ0
∇p, (4)

где k = const – проницаемость скелета, µ0 – вязкость жидкости.
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Реологическое соотношение для пористого скелета (закон упругости) представ-
ляется в виде [9, 16]

εx =
1
E

[
σf

x − ν(σf
y + σf

z )
]
,

εy =
1
E

[
σf

y − ν(σf
x + σf

z )
]
,

εz =
1
E

[
σf

z − ν(σf
x + σf

y )
]
,

(5)

γxy =
2(1 + ν)

E
τxy, γyz =

2(1 + ν)
E

τyz, γxz =
2(1 + ν)

E
τxz,

где εx , εy , εz , γxy , γyz , γxz – компоненты деформации, ν – коэффициент Пуас-
сона, E – модуль Юнга.

На границе z = 0 для давления принимается условие «высокопроницаемого
поршня» [9]

p(x, y, 0, t) = 0. (6)

Пусть в момент времени t = 0 по площадке S = S(x, y) границы z = 0 мгно-
венно прикладывается нормальная нагрузка Π = Π(x, y) . Тогда согласно (1), (6)
и [18] будут выполняться граничные условия

σz(x, y, 0, t) =

{
−Π(x, y), x, y ⊂ S,

0, x, y 6⊂ S,

σx(x, y, 0, t) + σy(x, y, 0, t) =

{
−(1 + 2ν)Π(x, y), x, y ⊂ S,

0, x, y 6⊂ S,
(7)

τxy(x, y, 0, t) = τyz(x, y, 0, t) = τxz(x, y, 0, t) = 0.

2. Определение характеристик фильтрационной консолидации

Математическая модель (1)–(7) будет использована сначала для нахождения
суммы эффективных нормальных напряжений скелета

Jf = σf
x + σf

y + σf
z .

Из формул (1) вытекает связь

p =
1
3

(Jf − J), (8)

где J – сумма полных нормальных напряжений.
В работе [14] установлено, что при t > 0

∂Jf

∂t
=

Ek

(1− 2ν)µ0
∆p. (9)

Далее к уравнениям (1)–(7) добавляется соотношение, следующее из условий
совместности деформаций [19]:

∆p =
1− ν

1 + ν
∆Jf . (10)
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Из (9), (10) вытекает уравнение

∂Jf

∂t
= κ∆Jf , (11)

где

κ =
k

µ0

1− ν

1− ν − 2ν2
E. (12)

Начальное условие для функции Jf имеет вид [14]

Jf (x, y, z, 0) = 0. (13)

При z = 0 в соответствии с условием (6) Jf = J , и граничное условие для
функции Jf совпадает с известным граничным условием для функции J [18]

Jf (x, y, 0, t) =

{
−2(1 + ν)Π(x, y), x, y ⊂ S,

0, x, y 6⊂ S.
(14)

Краевая задача (11)–(14) имеет следующее решение [20]

Jf (x, y, z, t) = κ
t∫

0

∞∫

−∞

∞∫

−∞
Jf (ξ, η, 0)

[
∂

∂ζ
G(x, y, z, ξ, η, ζ, t− τ)

]

ζ=0

dξ dη dτ. (15)

Здесь

G(x, y, z, t) =
1

8(πκt)3/2

(
exp

[
− (z − ζ)2

4κt

]
− exp

[
− (z + ζ)2

4κt

])
×

× exp
[
− (x− ξ)2 + (y − η)2

4κt

]
. (16)

Далее для определения давления p введем вспомогательную функцию

F = p− 1− ν

1 + ν
Jf , (17)

удовлетворяющую в соответствии с (10) уравнению

∆F = 0. (18)

Граничное условие для функции F вытекает из формулы (17) и условий (6),
(14),

F (x, y, 0) =

{
2(1− ν)Π(x, y), x, y ⊂ S,

0, x, y 6⊂ S.
(19)

Решение краевой задачи (18), (19) имеет вид [20]

F (x, y, z) =
1
2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞

zF (ξ, η) dξ dη

[(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2]3/2
. (20)

Формулы (15)–(17), (20) позволяют получить аналитические выражения для
давления жидкости, а из зависимости (8) определяется и сумма полных нормаль-
ных напряжений J = J(x, y, z, t) . Кроме того, в момент времени t = 0 имеем, что
Jf = 0 , согласно (17) p = F , ν = 1/2 (скелет абсолютно несжимаем), и

p(x, y, z, 0) =
1
2π

∞∫

−∞

∞∫

−∞

zp(ξ, η) dξ dη

[(x− ξ)2 + (y − η)2 + z2]3/2
,



ФИЛЬТРАЦИОННАЯ КОНСОЛИДАЦИЯ УПРУГОГО. . . 359

где

p(x, y) =

{
Π(x, y), x, y ⊂ S,

0, x, y 6⊂ S.

По завершении процесса консолидации p = 0 , и напряженное состояние пори-
стого скелета описывается результатами теории упругости [18].

Зная давление жидкости, можно определить и осадку полупространства. Пусть
uz = uz(x, y, z, t) – нормальное смещение полупространства, us(t) = uz(x, y, z, t)−
− uz(x, y, z, 0) – осадка полупространства при его консолидации. В работе [14] по-
казано, что

us(x, y, 0, t) =
1− 2ν

E

∞∫

0

[p(x, y, ξ, 0)− p(x, y, ξ, t)] dξ. (21)

Полученные общие формулы (15)–(17), (20), (21) с учетом (8) позволяют найти
характеристики процесса консолидации при конкретных нагрузках на поверхность
полупространства.

3. Примеры

а) Пусть на полупространство в точке x = y = z = 0 действует нормальная
сосредоточенная нагрузка

Π(x, y) = Π0δ(x)δ(y),

где δ – дельта-функция Дирака. С использованием результатов работы [14] будем
иметь

Jf (x, y, z, t) = −Π0(1 + ν)z
πρ3

[
erfc

ρ

2(κt)1/2
+

ρ

(πκt)1/2
exp

(
− ρ2

4κt

)]
,

F (x, y, z) =
Π0(1− ν)z

πρ3
,

p(x, y, z, t) =
Π0(1− ν)z

πρ3

[
erf

ρ

2(κt)1/2
− ρ

(πκt)1/2
exp

(
− ρ2

4κt

)]
,

J(x, y, z, t) = −Π0z

πρ3

(
1 + ν + 2(1− 2ν)

[
erf

ρ

2(κt)1/2
− ρ

(πκt)1/2
exp

(
− ρ2

4κt

)])
,

us(r, t) =
Π0(1− ν)(1− 2ν)

πEr
erfc

r

2(κt)1/2
.

Здесь r = (x2 + y2)1/2 , ρ = (r2 + z2)1/2 .
б) Пусть нормальная нагрузка Π0 распределена равномерно по кругу радиуса

r = a с центром в точке x = y = 0 . Вводятся безразмерные величины

T =
2(κt)1/2

a
, us =

usE

Π0a
.

Тогда осадка описывается выражением

us(0, T ) = 2(1− ν)(1− 2ν)f(T ),

f(T ) = erfc
1
T

+
T

π1/2

[
1− exp

(
− 1

T 2

)]
.
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в) Пусть теперь нормальная нагрузка Π0 распределена равномерно по квадрату
со стороной 2a и центром в точке x = y = 0 . Вводятся безразмерные величины

X =
x

a
, Y =

y

a
, Z =

z

a
, P =

p

Π0
, If =

Jf

Π0
, Us =

usE

Π0a
.

Тогда после упрощений, используя результаты работ [21, 22], найдем

If (X,Y, Z, T ) = − (1 + ν)Z
π1/2

∞∫

T−1

exp
[−(Zu)2

]
f(X, Y, u) du,

F (X, Y, Z) =
Π0(1− ν)Z

π1/2

∞∫

0

exp
[−(Zu)2

]
f(X, Y, u) du,

P (X, Y, Z, T ) =
(1− ν)Z

π1/2

T−1∫

0

exp
[−(Zu)2

]
f(X, Y, u) du.

Здесь

f(X, Y, u) = (erf [u(1−X)] + erf [u(1 + X)]) (erf [u(1− Y )] + erf [u(1 + Y )]) .

В частности, при X = Y = 0 , Z = 1 получим [23]

P (0, 0, 1, T ) =
2
3

(1− ν)erf 3 1
T

.

Осадка поверхности полупространства дается интегралом

Us(X,Y, 0, T ) =
(1− ν)(1− 2ν)

2π1/2

∞∫

T−1

f(X, Y, u) du

u2
,

а осадка центра квадрата интегралом

Us(0, 0, 0, T ) =
2(1− ν)(1− 2ν)

π1/2

∞∫

T−1

erf 2u

u2
du.

Известно [23], что

∞∫

0

erf 2u

u2
du =

4
π1/2

ln
(
1 + 21/2

)
.

Поэтому максимальная осадка центра квадрата вследствие консолидации пред-
ставляется формулой

lim
T→∞

Us(0, 0, 0, T ) =
8
π

(1− ν)(1− 2ν) ln
(
1 + 21/2

)
.

Заключение

Показано, что математическая модель фильтрационной консолидации упру-
гого полупространства в условиях пространственной деформации под действием
произвольной нормальной нагрузки, построенная с использованием уравнения
совместности, позволяет получить аналитические представления суммы эффектив-
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ных напряжений, давления жидкости и суммы полных нормальных напряжений
в процессе консолидации. Их нахождение сводится к последовательному решению
двух стандартных краевых задач для уравнений теплопроводности и Лапласа.

Благодарности. Авторы выражают благодарность Ф.М. Кадырову за помощь
при подготовке работы к печати.
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Abstract

The process of seepage consolidation of elastic saturated half-space under the action of
an arbitrary normal load on its surface was investigated in the case of space deformation.
The fluid and skeleton grains were assumed to be incompressible. The purpose of the study
was to obtain analytical formulas for the main characteristics of consolidation. To fulfill this
purpose, a mathematical model of consolidation with the use of the compatibility equation was
proposed. The sum of the effective normal stresses was found as a solution to the first boundary
value problem for the heat equation in a half-space. Then the first boundary value problem
for an auxiliary function satisfying the Laplace equation was solved. This made it possible
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to obtain explicit expressions for the fluid pressure and the sum of the total normal stresses.
Finally, the surface settlement of the half-space was determined. To illustrate the proposed
approach, examples of determining the characteristics of consolidation with load on the surface
of a half-space, load over the areas of a circle and a square were given. The maximum settlement
of the square centre was determined. The obtained results can be used as tests when applying
numerical methods for solving the problems of seepage consolidation.

Keywords: consolidation, elastic semi-space, load, pressure
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