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Введение  
 

Простейшие случаи вычисления суммы рядов с конечным числом членов 
(арифметическая и геометрическая прогрессия) встречаются в египетских папи-
русах и вавилонских клинописях, относящихся ко второму тысячелетию до н. э.; 

вавилоняне знали также правило суммирования∑
=

n

k
k

1

2 . Архимед (III в. до н. э.) 

применил суммирование геометрической прогрессии со знаменателем 1
4

 к вы-

числению площади сегмента параболы. Европейские учёные XIV в. просумми-

ровали ряды вида ∑
∞

=

+
0

)1(
n

nxn для х∈(0;1).  

В XVII в. разработка исчисления бесконечно малых потребовала специаль-
ных исследований о рядах. И. Ньютон пришёл к идее представления функций 
степенными рядами. Сравнивая степенные ряды с десятичными дробями, он пи-
сал: «…буквенные бесконечные ряды приносят ту пользу, что всякие сложные 
выражения…можно с их помощью привести к роду простых количеств…и таким 
образом с небольшой затратой сил удаётся преодолеть трудности, в другом виде 
представляющиеся почти неодолимыми». 

Применяя действия над рядами и открытое им в 1665 году разложение 
в ряд функции ( )1 mх+  для любого действительного m , И. Ньютон получил раз-

ложение ln(1+x), ex, arcsinx, sinx, cosx. 
В XVIII в. Б. Тейлор опубликовал общую формулу разложения функции 

в степенной ряд (ряд Тейлора). Л. Эйлер вводит тригонометрические ряды, 
вскоре получившие приложения в его работах по небесной механике и осо-
бенно – в работах Д. Бернулли по математической физике. 

В начале XIX в. ряды перестают быть лишь средством исследования и ста-
новятся сами объектом изучения. Построение теории рядов явилось одним из 
главных моментов реформы математического анализа. 

Основной задачей курса является изучение теоретических вопросов, свя-
занных с исследованием рядов различных типов. В процессе обучения необхо-
димо развить навыки творческого применения рядов к решению разнообразных 
проблем математики.  

Учебное пособие предназначено для практических занятий учащихся сред-
ней школы, изучающих предмет «Математика» на профильном уровне, также 
пособие полезно при организации дополнительных углубленных занятий, подго-
товке к олимпиадам и государственной итоговой аттестации. 
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Основные определения 
 

 Определение. Сумма членов бесконечной числовой последовательности 
,...,...,, 21 nuuu  называется числовым рядом. 

∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu  

При этом числа ,..., 21 uu  будем называть членами ряда, а un – общим членом ряда. 
 

 Определение. Суммы ∑
=

=+++=
n

k
knn uuuuS

1
21 ... ,     n = 1, 2, … называются 

частными (частичными) суммами ряда. 
 Таким образом, возможно рассматривать последовательности частичных 
сумм ряда S1, S2, …,Sn, … 

 Определение. Ряд ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu  называется сходящимся, если 

сходится последовательность его частных сумм. Сумма сходящегося ряда – 
предел последовательности его частных сумм. 

.,lim
1
∑
∞

=

==
n

nn uSSS  

 Определение. Если последовательность частных сумм ряда расходится,  
т. е. не имеет предела, или имеет бесконечный предел, то ряд называется расхо-
дящимся и ему не ставят в соответствие никакой суммы. 

 
Свойства рядов 

  

 1) Сходимость или расходимость ряда не нарушится если изменить, отбро-
сить или добавить конечное число членов ряда. 
 2) Рассмотрим два ряда ∑ nu  и ∑ nCu , где С – постоянное число. 

 Теорема. Если ряд ∑ nu сходится и его сумма равна S, то ряд ∑ nCu тоже 

сходится, и его сумма равна СS. (C ≠ 0) 
 3) Рассмотрим два ряда ∑ nu и ∑ nv . Суммой или разностью этих рядов 

будет называться ряд ∑ ± )( nn vu , где элементы получены в результате сложения 

(вычитания) исходных элементов с одинаковыми номерами. 
 Теорема. Если ряды ∑ nu и ∑ nv сходятся и их суммы равны соответ-

ственно S и σ, то ряд ∑ ± )( nn vu  тоже сходится и его сумма равна S + σ. 
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∑ ∑∑ σ+=+=+ Svuvu nnnn )(  

Разность двух сходящихся рядов также будет сходящимся рядом. 

Сумма сходящегося и расходящегося рядов будет расходящимся рядом. 

О сумме двух расходящихся рядов общего утверждения сделать нельзя. 
 
 При изучении рядов решают в основном две задачи: исследование на схо-
димость и нахождение суммы ряда. 

 
Критерий Коши 

(необходимые и достаточные условия сходимости ряда) 
 

 Для того, чтобы последовательность ,...,...,, 21 naaa была сходящейся, необ-
ходимо и достаточно, чтобы для любого 0>ε  существовал такой номер N, что 
при n > N и любом p > 0, где р – целое число, выполнялось бы неравенство: 

ε<−+ npn aa . 
 
 Доказательство (необходимость) 
Пусть aa n→ , тогда для любого числа 0>ε найдется номер N такой, что неравен-

ство 
2
ε

<− naa  выполняется при n > N. При n > N и любом целом p > 0 выполня-

ется также неравенство 
2
ε

<− + pnaa . Учитывая оба неравенства, получаем: 

ε=
ε

+
ε

<−+−≤−+−=− +++ 22
)()( npnnpnnpn aaaaaaaaaa  

Необходимость доказана. Доказательство достаточности рассматривать не будем. 

 Сформулируем критерий Коши для ряда. 
 

 Для того, чтобы ряд ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu был сходящимся, необходимо 

и достаточно, чтобы для любого 0>ε  существовал номер N такой, что при 
n>N и любом p>0 выполнялось бы неравенство 

ε<+++ +++ pnnn uuu ...21 . 
 
 Однако на практике использовать непосредственно критерий Коши не 
очень удобно. Поэтому, как правило, используются более простые признаки схо-
димости: 
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 1) Если ряд ∑ nu сходится, то необходимо, чтобы общий член un стремился 

к нулю. Однако это условие не является достаточным. Можно говорить только 
о том, что если общий член не стремится к нулю, то ряд точно расходится. 

Например, так называемый гармонический ряд ∑
∞

=1

1
n n

 является расходящимся, 

хотя его общий член и стремится к нулю. 
 

 Пример. Исследовать сходимость ряда ...
13

...
8
3

5
2

2
1

+
−

++++
n
n  

Найдем 0
3
1

13

1lim
13

lim ≠=
−

=
− ∞→∞→

n
n
n

nn
 – необходимый признак сходимости не выпол-

няется, значит ряд расходится. 
 
 2) Если ряд сходится, то последовательность его частных сумм ограничена. 
Однако этот признак также не является достаточным. 

Например, ряд 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + … + (–1)n+1 +… расходится, т.к. расхо-
дится последовательность его частных сумм в силу того, что 





=
nнечет ныхпри

nчет ныхпри
Sn ,1

,0  

 Однако при этом последовательность частных сумм ограничена, так как 
2<nS  при любом n. 

 
Ряды с неотрицательными членами 

 

 При изучении знакопостоянных рядов ограничимся рассмотрением рядов 
с неотрицательными членами, т. к. при простом умножении на –1 из этих рядов 
можно получить ряды с отрицательными членами. 
 
 Теорема. Для сходимости ряда ∑ nu с неотрицательными членами необ-

ходимо и достаточно, чтобы частные суммы ряда были ограничены. 
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Признак сравнения рядов с неотрицательными членами 
 

Пусть даны два ряда ∑ nu  и ∑ nv   при un, vn ≥ 0. 

  
 Теорема. Если un ≤ vn при любом n, то из сходимости ряда ∑ nv следует 

сходимость ряда ∑ nu , а из расходимости ряда ∑ nu следует расходимость 

ряда ∑ nv . 

 
 Доказательство. Обозначим через Sn и σn частные суммы рядов ∑ nu  и ∑ nv

. Т.к. по условию теоремы ряд ∑ nv сходится, то его частные суммы ограничены, 

т.е. при всех n σn < M, где М – некоторое число. Но т.к. un ≤ vn, то Sn ≤ σn то частные 
суммы ряда ∑ nu тоже ограничены, а этого достаточно для сходимости. 

 

 Пример.  Исследовать на сходимость ряд ...
ln
1...

3ln
1

2ln
1

++++
n

 

Т. к. 
nn
1

ln
1

> , а гармонический ряд ∑ n
1  расходится, то расходится и ряд ∑ nln

1 . 

 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1
.

2
1

n
nn

 

Т. к. nnn 2
1

2
1

< , а ряд ∑ n2
1  сходится (как убывающая геометрическая прогрессия), 

то ряд ∑
∞

=1 2
1

n
nn

 тоже сходится. 

 
 Также используется следующий признак сходимости: 

Теорема. Если 0,0 >> nn vu  и существует предел h
v
u

n

n
n

=
∞→

lim , где h – число, 

отличное от нуля, то ряды ∑ nu  и ∑ nv ведут одинаково в смысле сходимости. 

 
Признак Даламбера 

(Жан Лерон Даламбер (1717–1783) – французский математик) 
 

 Если для ряда ∑ nu  с положительными членами существует такое число 

q <1, что для всех достаточно больших n выполняется неравенство  
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,1 q
u

u
n

n ≤+  

то ряд ∑ nu  сходится, если же для всех достаточно больших n выполняется 
условие 

,11 ≥+

n

n

u
u  

то ряд ∑ nu  расходится. 

 
Предельный признак Даламбера 

 

 Предельный признак Даламбера является следствием из приведенного 
выше признака Даламбера. 

 Если существует предел ρ=+

∞→
n

n
n u

u 1lim , то при ρ < 1 ряд сходится, а при ρ > 

1 – расходится. Если ρ = 1, то на вопрос о сходимости ответить нельзя. 
 

 Пример. Определить сходимость ряда ∑
∞

=1 2n
n

n . 

1
2
1

2

11

2
1

2
2)1(limlim;

2
1;

2 1
1

11 <=
+

=
+

=
+

=
+

== +∞→

+

∞→++
n

n
n

n
n

u
ununu n

n

n
n

n
nnnnn  

Вывод: ряд сходится. 

 Пример. Определить сходимость ряда ...
!

1...
!2

1
!1

11 +++++
n

 

10
1

1lim
)!1(

!limlim;
)!1(

1;
!

1 1
1 <=

+
=

+
=

+
==

∞→∞→

+

∞→+ nn
n

u
u

n
u

n
u

nn
n

n
nnn  

Вывод: ряд сходится. 

 
Признак Коши (радикальный признак) 

 

 Если для ряда ∑ nu с неотрицательными членами существует такое число 
q < 1, что для всех достаточно больших n выполняется неравенство 

qun
n ≤ , 

то ряд ∑ nu сходится, если же для всех достаточно больших n выполняется не-
равенство 

,1≥n
nu  

то ряд ∑ nu расходится. 
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 Следствие. Если существует предел ρ=
∞→

n
nn

ulim , то при ρ < 1 ряд сходится, 

а при ρ > 1 ряд расходится. 
 

 Пример. Определить сходимость ряда ∑
∞

=








+
+

1
2

2

53
12

n

n

n
n . 

1
3
2

53

12
lim

53
12limlim

2

2

2

2

<=
+

+
=

+
+

=
∞→∞→∞→

n

n
n
nu

nn
n

nn
 

Вывод: ряд сходится. 

 Пример. Определить сходимость ряда ∑
∞

=






 +

1

11
n

n

n
. 

.111limlim =





 +=

∞→∞→ n
u

n
n

nn
 

Т. е. признак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Проверим вы-
полнение необходимых условий сходимости. Как было сказано выше, если ряд 
сходится, то общий член ряда стремится к нулю. 

011limlim ≠=





 +=

∞→∞→
e

n
u

n

nnn
, 

таким образом, необходимое условие сходимости не выполняется, значит, ряд 
расходится. 

 
Интегральный признак Коши 

 

 Если ϕ(х) – непрерывная положительная функция, убывающая на проме-

жутке [1;∞), то ряд ϕ(1) + ϕ(2) + …+ ϕ(n) + … = ∑
∞

=

ϕ
1

)(
n

n  и несобственный ин-

теграл ∫
∞

ϕ
1

)( dxx  одинаковы в смысле сходимости. 

 

 Пример. Ряд ...1...
3
1

2
11 +++++ ααα n

 сходится при α > 1 и расходится α ≤ 1, 

так как соответствующий несобственный интеграл ∫
∞

α
1 x

dx  сходится при α > 1 и рас-

ходится α≤1. Ряд ∑
∞

=
α

1

1
n n

 называется общегармоническим рядом. 
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 Следствие. Если f(x) и ϕ(х) – непрерывные функции на интервале (a, b] 

и ,0,
)(
)(lim

0
≠=

ϕ+→
hh

x
xf

ax
 то интегралы ∫

b

a

dxxf )(  и ∫ϕ
b

a

dxx)(  ведут себя одинаково 

в смысле сходимости. 

 
Знакопеременные ряды. Знакочередующиеся ряды 

 

 Знакочередующийся ряд можно записать в виде: 
...)1(... 1

4321 +−++−+− +
n

n uuuuu  
где ,...3,2,1,0 => nun  

 
Признак Лейбница 

 

 Если у знакочередующегося ряда ...)1(... 1
4321 +−++−+− +

n
n uuuuu  абсолют-

ные величины ui убывают ...321 >>> uuu  и общий член стремится к нулю 0→nu , 
то ряд сходится. 

 
Абсолютная и условная сходимость рядов 

 

 Рассмотрим некоторый знакопеременный ряд (с членами произвольных 
знаков). 

                                                     ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu                                                (1) 

и ряд, составленный из абсолютных величин членов ряда (1): 

                                                   ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn uuuu                                              (2) 

 
 Теорема. Из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1). 
 
 Доказательство. Ряд (2) является рядом с неотрицательными членами. 
Если ряд (2) сходится, то по критерию Коши для любого ε>0 существует число 
N, такое, что при n> N и любом целом p>0 верно неравенство: 

ε<+++ +++ pnnn uuu ...21  

 По свойству абсолютных величин: 
ε<+++≤+++ ++++++ pnnnpnnn uuuuuu ...... 2121  
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ε<+++ +++ pnnn uuu ...21  

То есть по критерию Коши из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1). 
 
 Определение. Ряд ∑ nu называется абсолютно сходящимся, если схо-

дится ряд ∑ nu . 

 Очевидно, что для знакопостоянныx рядов понятия сходимости и абсолют-
ной сходимости совпадают. 
 Определение. Ряд ∑ nu называется условно сходящимся, если он схо-

дится, а ряд ∑ nu  расходится. 

 
Признаки Даламбера и Коши для знакопеременных рядов 

 

Пусть ∑ nu – знакопеременный ряд. 

 Признак Даламбера.  Если существует предел ρ=+

∞→
n

n
n u

u 1lim , то при ρ < 1 ряд 

∑ nu  будет абсолютно сходящимся, а при ρ > 1 ряд будет расходящимся. При ρ 

= 1 признак не дает ответа о сходимости ряда. 
 Признак Коши.  Если существует предел ρ=

∞→
n

nn
ulim , то при ρ < 1 ряд ∑ nu  

будет абсолютно сходящимся, а при ρ > 1 ряд будет расходящимся. При ρ = 1 
признак не дает ответа о сходимости ряда. 

 
Свойства абсолютно сходящихся рядов 

 

 1) Теорема. Для абсолютной сходимости ряда ∑ nu необходимо и доста-

точно, чтобы его можно было представить в виде разности двух сходящихся 
рядов с неотрицательными членами. 
 
 Следствие. Условно сходящийся ряд является разностью двух расходя-
щихся рядов с неотрицательными стремящимися к нулю членами. 
 
 2) В сходящемся ряде любая группировка членов ряда, не изменяющая их 
порядка, сохраняет сходимость и величину ряда. 
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3) Если ряд сходится абсолютно, то ряд, полученный из него любой пере-
становкой членов, также абсолютно сходится и имеет ту же сумму. 

 
Перестановкой членов условно сходящегося ряда можно получить условно 

сходящийся ряд, имеющий любую наперед заданную сумму, и даже расходя-
щийся ряд. 
 
 4) Теорема. При любой группировке членов абсолютно сходящегося ряда 
(при этом число групп может быть как конечным, так и бесконечным, и число 
членов в группе может быть как конечным, так и бесконечным) получается схо-
дящийся ряд, сумма которого равна сумме исходного ряда. 
 

 5) Если ряды ∑
∞

=1n
nu и ∑

∞

=1n
nv  сходятся абсолютно и их суммы равны соответ-

ственно S и σ, то ряд, составленный из всех произведений вида ,...2,1,, =kivu ki  
взятых в каком угодно порядке, также сходится абсолютно и его сумма равна 
S⋅σ – произведению сумм перемножаемых рядов. 
 Если же производить перемножение условно сходящихся рядов, то в ре-
зультате можно получить расходящийся ряд. 

 
Функциональные последовательности 

 

 Определение. Если членами ряда будут не числа, а функции от х, то ряд 
называется функциональным. 
 
 Исследование на сходимость функциональных рядов сложнее исследова-
ния числовых рядов. Один и тот же функциональный ряд может при одних зна-
чениях переменной х сходиться, а при других – расходиться. Поэтому вопрос 
сходимости функциональных рядов сводится к определению тех значений пере-
менной х, при которых ряд сходится.  
 Совокупность таких значений называется областью сходимости. 
Так как пределом каждой функции, входящей в область сходимости ряда, явля-
ется некоторое число, то пределом функциональной последовательности будет 
являться некоторая функция: 

)(lim)( xfxf nn ∞→
=  
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 Определение. Последовательность {fn(x)} сходится к функции f(x) на от-
резке [a, b], если для любого числа ε > 0 и любой точки х из рассматриваемого 
отрезка существует номер N = N (ε, x), такой, что неравенство  

ε<− )()( xfxf n  

выполняется при n > N. 
 При выбранном значении ε>0 каждой точке отрезка [a, b] соответствует 
свой номер и, следовательно, номеров, соответствующих всем точкам отрезка  
[a, b], будет бесчисленное множество. Если выбрать из всех этих номеров 
наибольший, то этот номер будет годиться для всех точек отрезка [a, b], т. е. бу-
дет общим для всех точек. 
 
 Определение. Последовательность {fn(x)} равномерно сходится к функ-
ции f(x) на отрезке [a, b], если для любого числа ε > 0 существует номер N = N 
(ε), такой, что неравенство  

ε<− )()( xfxf n  

выполняется при n> N для всех точек отрезка [a, b]. 
 

 Пример. Рассмотрим последовательность ,...sin,...,
2
2sin,

1
sin

n
nxxx  

Данная последовательность сходится на всей числовой оси к функции f(x)=0,  
т. к. 

∞<<∞−=
→

x
n
nx

n
,0sinlim

0
 

 Построим графики этой последовательности: 
 

     sinx                                        
5
5sin x  

2
2sin x  

 

-4 -2 2 4

-1

-0.5

0.5

1



15 
 

 Как видно, при увеличении числа n график последовательности приближа-
ется к оси х. 
  

Функциональные ряды 
 

 Определение. Частными (частичными) суммами функционального 

ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu  называются функции ∑

=

==
n

k
kn nxuxS

1
,...2,1),()(  

 

 Определение. Функциональный ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu называется сходящимся 

в точке (х = х0), если в этой точке сходится последовательность его частных сумм. 

Предел последовательности )}({ 0xSn  называется суммой ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu  в точке х0. 

 
 Определение. Совокупность всех значений х, для которых сходится ряд 

∑
∞

=1
)(

n
n xu , называется областью сходимости ряда. 

 

 Определение. Ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu называется равномерно сходящимся на отрезке 

[a, b], если равномерно сходится на этом отрезке последовательность частных 
сумм этого ряда. 
 
 Теорема. (Критерий Коши равномерной сходимости ряда) 

 Для равномерной сходимости ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu необходимо и достаточно, 

чтобы для любого числа ε>0 существовал такой номер N (ε), что при n> N и лю-
бом целом p>0 неравенство 

ε<+++ +++ )(...)()( 21 xuxuxu pnnn  

выполнялось бы для всех х на отрезке [a, b]. 
 

 Теорема. (Признак равномерной сходимости Вейерштрасса) 
(Карл Теодор Вильгельм Вейерштрасс (1815–1897) – немецкий математик) 

 Ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu сходится равномерно и притом абсолютно на отрезке [a, b], 

если модули его членов на том же отрезке не превосходят соответствующих 
членов сходящегося числового ряда с положительными членами: 
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......21 ++++ nMMM  
т. е. имеет место неравенство: 

nn Mxu ≤)( . 
 

 Еще говорят, что в этом случае функциональный ряд ∑
∞

=1
)(

n
n xu  мажориру-

ется числовым рядом ∑
∞

=

Μ
1n

n . 

 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1
3

cos
n n

nx . 

Так как 1cos ≤nx  всегда, то очевидно, что 33

1cos
nn

nx
≤ . 

При этом известно, что общегармонический ряд ∑
∞

=
α

1

1
n n

 при α=3>1 сходится, то 

в соответствии с признаком Вейерштрасса исследуемый ряд равномерно схо-
дится и притом в любом интервале. 
 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1
3

n

n

n
x . 

На отрезке [-1,1] выполняется неравенство 33

1
nn

xn

≤  т. е. по признаку Вейер-

штрасса на этом отрезке исследуемый ряд сходится, а на интервалах (-∝, -1) ∪ 
(1, ∝) расходится. 
 

Свойства равномерно сходящихся рядов 
 

 1) Теорема о непрерывности суммы ряда. 

 Если члены ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu  – непрерывные на отрезке [a, b] функции и ряд 

сходится равномерно, то и его сумма S(x) есть непрерывная функция на от-
резке [a, b]. 
 
 2) Теорема о почленном интегрировании ряда. 
 Равномерно сходящийся на отрезке [a, b] ряд с непрерывными членами 
можно почленно интегрировать на этом отрезке, т.е. ряд, составленный из ин-
тегралов от его членов по отрезку [a,b] , сходится к интегралу от суммы ряда 
по этому отрезку. 
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],[,;)()(
11

badxxudxxu
n

n
n

n ∈βα=∫ ∑∫∑
β

α

∞

=

β

α

∞

=

 

 
 3) Теорема о почленном дифференцировании ряда. 

 Если члены ряда ∑
∞

=1
)(

n
n xu ,  сходящегося на отрезке [a,b],  представляют со-

бой непрерывные функции, имеющие непрерывные производные, и ряд, состав-

ленный из этих производных ∑
∞

=

′
1

)(
n

n xu , сходится на этом отрезке равномерно, то 

и данный ряд сходится равномерно и его можно дифференцировать почленно. 

∑∑
∞

=

∞

=

=
11

)(
)(

n

n

n
n dx

xduxu
dx
d  

  
 На основе того, что сумма ряда является некоторой функцией от перемен-
ной х, можно производить операцию представления какой-либо функции в виде 
ряда (разложения функции в ряд), что имеет широкое применение при интегри-
ровании, дифференцировании и других действиях с функциями. 
 На практике часто применяется разложение функций в степенной ряд. 

 
Степенные ряды 

 

 Определение. Степенным рядом называется ряд вида 

∑
∞

=

=+++++
0

2
210 ......

n

n
n

n
n xaxaxaxaa . 

Для исследования на сходимость степенных рядов удобно использовать при-
знак Даламбера. 

 

 Пример. Исследовать на сходимость ряд ......
32

32

+++++
n
xxxx

n

 

Применяем признак Даламбера:  

x

n

x
n
xn

n
x

n
x

u
u

nnn

n

n
n

n
n

=
+

=
+

=+=
∞→∞→

+

∞→

+

∞→ 11
lim

1
lim1limlim

1

1 . 

Получаем, что этот ряд сходится при 1<x и расходится при 1>x . 

Теперь определим сходимость в граничных точках 1 и –1. 



18 
 

При х = 1: ...
4
1

3
1

2
11 −+−+−  ряд сходится по признаку Лейбница (см. Признак Лей-

бница.). 

При х = -1: ...1...
3
1

2
11 +++++

n
 ряд расходится (гармонический ряд). 

 
Теоремы Абеля 

(Нильс Хенрик Абель (1802–1829) – норвежский математик) 
 

 Теорема. Если степенной ряд ∑
∞

=

=+++++
0

2
210 ......

n

n
n

n
n xaxaxaxaa  сходится 

при x = x1, то он сходится и притом абсолютно для всех 1xx > . 

 
 Доказательство. По условию теоремы, так как члены ряда ограничены, то  

,1 kxa n
n ≤  

где k- некоторое постоянное число. Справедливо следующее неравенство: 
nn

n
n

n
n x

xk
x
xxaxa

11
1 ≤=  

Из этого неравенства видно, что при x <x1 численные величины членов 
нашего ряда будут меньше ( во всяком случае не больше ) соответствующих 
членов ряда правой части записанного выше неравенства, которые образуют 

геометрическую прогрессию. Знаменатель этой прогрессии 
1x
x  по условию тео-

ремы меньше единицы, следовательно, эта прогрессия представляет собой схо-
дящийся ряд. 

Поэтому на основании признака сравнения делаем вывод, что ряд ∑ n
n xa  

сходится, а значит ряд ∑ n
n xa  сходится абсолютно. 

 
Таким образом, если степенной ряд ∑ n

n xa сходится в точке х1, то он абсо-

лютно сходится в любой точке интервала длины 2 1х  с центром в точке х = 0. 

 
Следствие. Если при х = х1 ряд расходится, то он расходится для всех 

1xx > . 
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Таким образом, для каждого степенного ряда существует такое положи-
тельное число R, что при всех х таких, что Rx <  ряд абсолютно сходится, а при 

всех Rx > ряд расходится. При этом число R называется радиусом сходимости. 

Интервал (-R, R) называется интервалом сходимости. 
Отметим, что этот интервал может быть как замкнутым с одной или двух 

сторон, так и не замкнутым. 
Радиус сходимости может быть найден по формуле: 

n

n
n a

aR 1lim −

∞→
=  

 Пример. Найти область сходимости ряда ...
!

...
!3!2

32

+++++
n
xxxx

n

 

Находим радиус сходимости ∞==
−

=
−

==
∞→∞→∞→

−

∞→
n

n
n

n

n
a

aR
nnn

n

n
n

lim
)!1(

!lim

!
1

)!1(
1

limlim 1 . 

Следовательно, данный ряд сходится при любом значении х. Общий член этого 
ряда стремится к нулю. 

.0
!

lim =
∞→ n

xn

n
 

 
 Теорема. Если степенной ряд ∑ n

n xa  сходится для положительного значе-

ния х=х1, то он сходится равномерно в любом промежутке внутри );( 11 xx−  

 
Действия со степенными рядами 

 

1) Интегрирование степенных рядов. 

Если некоторая функция f(x) определяется степенным рядом: ∑
∞

=

=
0

)(
n

n
n xaxf , то 

интеграл от этой функции можно записать в виде ряда: 
 

Cx
n
adxxadxxadxxf

n

nn

n

n
n

n

n
n +

+
=== ∑∑∫∫∑∫

∞

=

+
∞

=

∞

= 0

1

00 1
)(  
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 2) Дифференцирование степенных рядов. 
 
Производная функции, которая определяется степенным рядом, находится по 
формуле: 

( ) ∑∑∑
∞

=

−
∞

=

∞

=

===′
0

1

00
)(

n

n
n

n

n
n

n

n
n xnaxa

dx
dxa

dx
dxf  

 
 3) Сложение, вычитание, умножение и деление степенных рядов. 
 
Сложение и вычитание степенных рядов сводится к соответствующим опера-
циям с их членами: 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

±=±
000

)(
n

n
nn

n

n
n

n

n
n xbaxbxa  

 
Произведение двух степенных рядов выражается формулой: 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

=⋅
000 n

n
n

n

n
n

n

n
n xсxbxa  

 
Коэффициенты сi находятся по формуле: 

011110 ... babababac nnnnn ++++= −−  
 
Деление двух степенных рядов выражается формулой: 

∑
∑

∑ ∞

=
∞

=

∞

= =
0

0

0

n

n
n

n

n
n

n

n
n

xq
xb

xa
 

Для определения коэффициентов qn рассматриваем произведение 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

=⋅
000 n

n
n

n

n
n

n

n
n xaxbxq , полученное из записанного выше равенства и решаем си-

стему уравнений: 














+++=

++=
+=

=

− 0110

0211202

01101

000

...
....................................

bqbqbqa

bqbqbqa
bqbqa

bqa

nnnn
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Разложение функций в степенные ряды 
 

Разложение функций в степенной ряд имеет большое значение для реше-
ния различных задач исследования функций, дифференцирования, интегрирова-
ния, решения дифференциальных уравнений, вычисления пределов, вычисления 
приближенных значений функции. 

Возможны различные способы разложения функции в степенной ряд. Та-
кие способы, как разложение при помощи рядов Тейлора и Маклорена, были рас-
смотрены ранее (см.: Формула Тейлора. ) 

Существует также способ разложения в степенной ряд при помощи ал-
гебраического деления. Это – самый простой способ разложения, однако при-
годен он только для разложения в ряд алгебраических дробей. 

 

Пример. Разложить в ряд функцию 
x−1

1 . 

 Суть метода алгебраического деления состоит в применении общего пра-
вила деления многочленов: 
 
                                                               1                  1 - x 
                                                               1 – x            1 + x + x2 + x3 + … 
                                                                     x 
                                                                     x – x2 
                                                                        x2  
                                                                 x2 – x3 
                                                                        x3  
       ………. 
 

Если применить к той же функции формулу Маклорена 

)(
!

)0(...
!2

)0(
!1

)0()0()(
)(

2 xRx
n

fxfxffxf n
n

n

+++
′′

+
′

+= , 

то получаем: ;1)0(;
)1(

1)( 2 =′
−

=′ f
x

xf  

  ;2)0(;
)1(

2)( 3 =′′
−

=′′ f
x

xf  

  ;!3)0(;
)1(

32)( 4 =′′′
−
⋅

=′′′ f
x

xf  

  ………………………………. 

  ;!)0(;
)1(
!)( )(

1
)( nf

x
nxf n

n
n =

−
= +  

Итого, получаем: ......1)( 2 +++++= nxxxxf  
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 Рассмотрим способ разложения функции в ряд при помощи интегриро-
вания. 
 
С помощью интегрирования можно разлагать в ряд такую функцию, для которой 
известно или может быть легко найдено разложение в ряд ее производной. 
 Находим дифференциал функции dxxfxdf )()( ′=  и интегрируем его в пре-
делах от 0 до х. 

;)()(;)()(
0000
∫∫∫ ′=′=
xxxx

dxxfxfdxxfxdf  

;)()0()(
0
∫ ′+=
x

dxxffxf  

 
 Пример. Разложить в ряд функцию ).1ln()( xxf +=  
Разложение в ряд этой функции по формуле Маклорена было рассмотрено выше. 
(см.: Функция y = ln(1 + x).) Теперь решим эту задачу при помощи интегрирования. 
 

 При 
x

xff
+

=′=
1

1)(,0)0(  получаем по приведенной выше формуле: 

∫ +
=+

x

dx
x

x
0 1

1)1ln(  

Разложение в ряд функции 
x+1

1  может быть легко найдено способом алгебраи-

ческого деления аналогично рассмотренному выше примеру. 
 

...)1(...1
1

1 432 +−+−+−+−=
+

nn xxxxx
x

 

Тогда получаем: ∑∑∫∫∑∫
∞

=

+∞

=

∞

= +
−=−=−=

+
=+

0

1

0 00 00 1
)1()1()1(

1
1)1ln(

n

n
n

n

x
nn

x

n

nn
x

n
xxxdx

x
x  

 

Окончательно получим: ...
1

)1(...
432

)1ln(
1432

+
+

−++−+−=+
+

n
xxxxxx

n
n  

 
 Пример. Разложить в степенной ряд функцию arctgx . 
Применим разложение в ряд с помощью интегрирования. 

;
1

1)(;0)0(;)( 2x
xffarctgxxf

+
=′==  
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∫ +
=

x

dx
x

arctgx
0

21
1  

Подинтегральная функция может быть разложена в ряд методом алгебраиче-
ского деления: 
                                                           1              1 + x2 
                                                           1 + x2       1 – x2 + x4- … 
                                                               - x2 
                                                               - x2 – x4 
                                                                         x4 
                                                                         x4 + x6 

                                                                    …………. 
 

...)1(...1
1

1 242
2 +−+−+−=

+
nn xxx

x
 

Тогда ∑∑∫∫∑∫
∞

=

+∞

=

∞

= +
−=−=−=

+
=

0

12

0 0

2

0 0

2

0
2 12

)1()1()1(
1

1
n

n
n

n

x
nn

x

n

nn
x

n
xdxxdxxdx

x
arctgx  

 

Окончательно получаем: ...
12

)1(...
53

1253

+
+

−+−+−=
+

n
xxxxarctgx

n
n  

 
Решение дифференциальных уравнений  

с помощью степенных рядов 
 

 С помощью степенных рядов возможно интегрировать дифференциальные 
уравнения. 
 Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение вида: 

)()(...)()( )2(
2

)1(
1

)( xfyxpyxpyxpy n
nnn =++++ −−  

 Если все коэффициенты и правая часть этого уравнения разлагаются в схо-
дящиеся в некотором интервале степенные ряды, то существует решение этого 
уравнения в некоторой малой окрестности нулевой точки, удовлетворяющее 
начальным условиям. 
 Это решение можно представить степенным рядом: 

...3
3

2
210 ++++= xcxcxccy  

 Для нахождения решения остается определить неизвестные постоянные ci. 
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Эта задача решается методом сравнения неопределенных коэффициен-
тов. Записанное выражение для искомой функции подставляем в исходное диф-
ференциальное уравнение, выполняя при этом все необходимые действия со сте-
пенными рядами (дифференцирование, сложение, вычитание, умножение и пр.) 
 Затем приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х в левой 
и правой частях уравнения. В результате с учетом начальных условий получим 
систему уравнений, из которой последовательно определяем коэффициенты ci. 
 Отметим, что этот метод применим и к нелинейным дифференциальным 
уравнениям. 
 
 Пример. Найти решение уравнения 0=−′′ xyy c начальными условиями 
y(0)=1, y’(0)=0. 
Решение уравнения будем искать в виде ...2

210 +++= xcxccy  
...432 3

4
2

321 ++++=′ xcxcxccy  
...201262 3

5
2

432 ++++=′′ xcxcxccy  
 
 Подставляем полученные выражения в исходное уравнение: 

0...)(...)201262( 4
3

3
2

2
10

3
5

2
432 =++++−++++ xcxcxcxcxcxcxcc  

0...)30()20()12()6(2 36
4

25
3

14
2

032 =+−+−+−+−+ ccxccxccxccxc  
Отсюда получаем: 02 2 =c  

   

030
020
012

06

36

25

14

03

=−
=−
=−
=−

cc
cc
cc

cc

 

   ……………… 
Получаем, подставив начальные условия в выражения для искомой функции и ее 
первой производной: 

0
1

1

0

=
=

c
c

 

Окончательно получим: ;0;0;
6
1;0;0;1 543210 ====== cccccc  ...;

180
1

6 =c  

 

Итого: ...
1806

1
63

+++=
xxy  
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 Существует и другой метод решения дифференциальных уравнений 
с помощью рядов. Он носит название метод последовательного дифферен-
цирования.  
 
 Рассмотрим тот же пример. Решение дифференциального уравнения будем 
искать в виде разложения неизвестной функции в ряд Маклорена. 

...
!3

)0(
!2

)0(
!1

)0()0( 32 +
′′′

+
′′

+
′

+= xyxyxyyy  

 
 Если заданные начальные условия  y(0)=1,  y’(0)=0  подставить в исходное 
дифференциальное уравнение, получим, что .0)0( =′′y  
 Далее запишем дифференциальное уравнение в виде xyy =′′  и будем по-
следовательно дифференцировать его по х. 

..........................................................
;4)0(;3

;0)0(;2
;0)0(;

;1)0()0(;

=+′′′+′′′=

=′′′+′′+′′=

=′′+′+′=

==′′′′+=′′′

VIIVVI

VV

IVIV

yxyyyy
yyxyyy

yyxyyy
yyyxyy

 

 
 После подстановки полученных значений получаем: 
 

...
1806

1
63

+++=
xxy  

 
Ряды Фурье 

(Жан Батист Жозеф Фурье (1768–1830) – французский математик) 
 

Тригонометрический ряд 
 

 Определение. Тригонометрическим рядом называется ряд вида: 

...)sincos(...)2sin2cos()sincos(
2 2211

0 ++++++++ nxbnxaxbxaxbxaa
nn  

или, короче, ∑
∞

=

++
1

0 ).sincos(
2 n

nn nxbnxaa  

 Действительные числа ai, bi называются коэффициентами тригонометри-
ческого ряда. 
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 Если ряд представленного выше типа сходится, то его сумма представляет 
собой периодическую функцию с периодом 2π, т. к. функции sinnx и cosnx также 
периодические функции с периодом 2π. 
 Пусть тригонометрический ряд равномерно сходится на отрезке [-π; π], 
а следовательно, и на любом отрезке в силу периодичности, и его сумма 
равна f(x). 
 Определим коэффициенты этого ряда. 
 Для решения этой задачи воспользуемся следующими равенствами: 

∫
π

π− 



==π
=≠

=
,...2,1,,,
,..2,1,0,,0

coscos
nmnm

mnm
nxdxmx  

∫
π

π− 



==π
≠

=
,...2,1,,,

,,0
sinsin

nmnm
nm

nxdxmx  

,...2,1,...,2,1,0,0sincos ===∫
π

π−

nmnxdxmx  

 Справедливость этих равенств вытекает из применения к подынтеграль-
ному выражению тригонометрических формул. См. подробнее: Интегрирование 
тригонометрических функций. 
 Т. к. функция f(x) непрерывна на отрезке [-π; π], то существует интеграл  

0
1

0 )sincos(
2

)( adxnxbnxadxadxxf
n

nn π=++= ∫∑∫∫
π

π−

∞

=

π

π−

π

π−

 

Такой результат получается в результате того, что 0)sincos(
1

=+∫∑
π

π−

∞

=

dxnxbnxa
n

nn . 

Получаем: ∫
π

π−π
= dxxfa )(1

0  

 
Далее умножаем выражение разложения функции в ряд на cosnx и интегрируем 
в пределах от -π до π. 

=∫
π

π−

nxdxxf cos)( n
n

nn adxnxnxbnxanxdxa
π=++ ∫∑∫

π

π−

∞

=

π

π− 1

20 )sincoscos(cos
2

 

 

Отсюда получаем: ,...2,1;cos)(1
=

π
= ∫

π

π−

nnxdxxfa n  

Аналогично умножаем выражение разложения функции в ряд на sinnx и интегри-
руем в пределах от -π до π. 
 



27 
 

Получаем: ,...2,1,sin)(1
=

π
= ∫

π

π−

nnxdxxfbn  

 
Выражение для коэффициента а0 является частным случаем для выражения ко-
эффициентов an. 
 
 Таким образом, если функция f(x) – любая периодическая функция периода 
2π, непрерывная на отрезке [-π; π] или имеющая на этом отрезке конечное число 
точек разрыва первого рода, то коэффициенты 

,...2,1,0;cos)(1
=

π
= ∫

π

π−

nnxdxxfa n  

,...2,1,sin)(1
=

π
= ∫

π

π−

nnxdxxfbn  

существуют и называются коэффициентами Фурье для функции f(x). 
 
 Определение. Рядом Фурье для функции f(x) называется тригонометри-
ческий ряд, коэффициенты которого являются коэффициентами Фурье. Если ряд 
Фурье функции f(x) сходится к ней во всех ее точках непрерывности, то говорят, 
что функция f(x) разлагается в ряд Фурье. 

 
Достаточные признаки разложимости в ряд Фурье 

 

 Теорема. (Теорема Дирихле) Если функция f(x) имеет период 2π и на от-
резке [-π;π] непрерывна или имеет конечное число точек разрыва первого рода 
и отрезок [-π;π] можно разбить на конечное число отрезков так, что внутри 
каждого из них функция f(x) монотонна, то ряд Фурье для функции f(x) сходится 
при всех значениях х, причем в точках непрерывности функции f(x) его сумма 

равна f(x), а в точках разрыва его сумма равна 
2

)0()0( ++− xfxf , т.е. среднему 

арифметическому предельных значений слева и справа. При этом ряд Фурье 
функции f(x) сходится равномерно на любом отрезке, который принадлежит 
интервалу непрерывности функции f(x). 
 
 Функция f(x), для которой выполняются условия теоремы Дирихле назы-
вается кусочно-монотонной на отрезке [-π;π]. 
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 Теорема. Если функция f(x) имеет период 2π, кроме того, f(x) и ее произ-
водная f’(x) – непрерывные функции на отрезке [-π;π]  или имеют конечное число 
точек разрыва первого рода на этом отрезке, то ряд Фурье функции f(x) схо-
дится при всех значениях х, причем в точках непрерывности его сумма равна 

f(x), а в точках разрыва она равна 
2

)0()0( ++− xfxf . При этом ряд Фурье функции 

f(x) сходится равномерно на любом отрезке, который принадлежит интервалу 
непрерывности функции f(x).  
 
 Функция, удовлетворяющая условиям этой теоремы, называется кусочно- 
гладкой на отрезке [-π;π]. 

 
Разложение в ряд Фурье непериодической функции 

 

 Задача разложения непериодической функции в ряд Фурье в принципе не 
отличается от разложения в ряд Фурье периодической функции. 
 Допустим, функция f(x) задана на отрезке [a, b] и является на этом отрезке 
кусочно-монотонной. Рассмотрим произвольную периодическую кусочно-моно-
тонную функцию f1(x) c периодом 2Т ≥ b-a, совпадающую с функцией f(x) 
на отрезке [a, b]. 
 

     y 
        f(x) 
 
 
 
 
 α - 2T                     α     a          b   α+2T              α + 4T             x 
 
 Таким образом, функция f(x) была дополнена. Теперь функция f1(x) разла-
гается в ряд Фурье. Сумма этого ряда во всех точках отрезка [a, b] совпадает 
с функцией f(x), т. е. можно считать, что функция f(x) разложена в ряд Фурье на 
отрезке [a, b].  
 Таким образом, если функция f(x) задана на отрезке, равном 2π, ничем не 
отличается от разложения в ряд периодической функции. Если же отрезок, на 
котором задана функция, меньше, чем 2π, то функция продолжается на интервал 
(b, a + 2π) так, что условия разложимости в ряд Фурье сохранялись. 
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 Вообще говоря, в этом случае продолжение заданной функции на отрезок 
(интервал) длиной 2π может быть произведено бесконечным количеством спо-
собов, поэтому суммы получившихся рядов будут различны, но они будут сов-
падать с заданной функцией f(x) на отрезке [a,b].  

 
Ряд Фурье для четных и нечетных функций 

  

 Отметим следующие свойства четных и нечетных функций: 

1)  








−

−

=
∫∫

− чет наяxfdxxf

нечет наяxf
dxxf a

a

a )(,)(2

)(,0
)(

0

 

 2) Произведение двух четных и нечетных функций является четной 
функцией. 
 3) Произведение четной и нечетной функций – нечетная функция. 
 

Справедливость этих свойств может быть легко доказана исходя из опре-
деления четности и нечетности функций. 
 
 Если f(x) – четная периодическая функция с периодом 2π, удовлетворяю-
щая условиям разложимости в ряд Фурье, то можно записать: 

,...)2,1,0(cos)(2cos)(1

0

=
π

=
π

= ∫∫
ππ

π−

nnxdxxfnxdxxfa n  

,...)2,1(;0sin)(1
==

π
= ∫

π

π−

nnxdxxfbn  

 
 Таким образом, для четной функции ряд Фурье записывается: 

∑
∞

=

+=
1

0 cos
2

)(
n

n nxaaxf  

,...)2,1,0(cos)(2

0

=
π

= ∫
π

nnxdxxfa n  

 
 Аналогично получаем разложение в ряд Фурье для нечетной функции: 
 

∑
∞

=

=
1

;sin)(
n

n nxbxf  
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,...)2,1(;sin)(2

0

=
π

= ∫
π

nnxdxxfbn  

 
 Пример. Разложить ряд Фурье периодическую функцию 3)( xxf =  с перио-
дом T = 2π на отрезке [-π;π]. 
 Заданная функция является нечетной, следовательно, коэффициенты 
Фурье ищем в виде: 

,...)2,1(;sin)(2

0

=
π

= ∫
π

nnxdxxfbn  
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−==
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= ∫∫
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nxdxdvxu
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nn
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00
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+

ππ
−=















−
ππ

+
ππ

−
π

=
π

nnn
n

n
n

n
nx

nnn
n n

2

33

2

0
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3 212)1(cos12cos2sin6cos6cos2  

 
Получаем: 

∑∑
∞

=

∞

=







 π
−−==

1

2

3
1

3 sin212)1(sin
n

n

n
n nx

nn
nxbx . 

 
 Построим графики заданной функции и ее разложения в ряд Фурье, огра-
ничившись первыми четырьмя членами ряда. 
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Ряды Фурье для функций любого периода 
 

 Ряд Фурье для функции f(x) периода Т = 2l, непрерывной или имеющей 
конечное число точек разрыва первого рода на отрезке [-l, l] имеет вид: 
 

∑
∞

=






 π

+
π

+=
1

0 sincos
2

)(
n

nn x
l
nbx

l
naaxf  

,...2,1,sin)(1

,...2,1,cos)(1

;)(1
0

=
π

=

=
π

=

=

∫

∫

∫

−

−

−

nxdx
l
nxf

l
b

nxdx
l
nxf

l
a

dxxf
l

a

l

l
n

l

l
n

l

l

 

 
Для четной функции произвольного периода разложение в ряд Фурье имеет вид: 
 

∫

∫

∑

=
π

=

=

π
+=

∞

=

l

n

l
n

n

nxdx
l
nxf

l
a

dxxf
l

a

x
l
naaxf

0

0
0

1

0

,...2,1;cos)(2

;)(2

;cos
2

)(
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Для нечетной функции: 
 

,...2,1;sin)(2

;sin)(

0

1

=
π

=

π
=

∫

∑
∞

=

nxdx
l
nxf

l
b

x
l
nbxf

l

n

n
n

 

 
Ряд Фурье по ортогональной системе функций 

 

 Определение. Функции ϕ(х) и ψ(х), определенные на отрезке [a, b], назы-
ваются ортогональными на этом отрезке, если 

0)()( =ψϕ∫
b

a

dxxx  

 
 Определение. Последовательность функций ϕ1(x), ϕ2(x), …, ϕn(x), непре-
рывных на отрезке [a, b], называется ортогональной системой функций на этом 
отрезке, если все функции попарно ортогональны. 

jidxxx
b

a
ji ≠=ϕϕ∫ ;0)()(  

 Отметим, что ортогональность функций не подразумевает перпендику-
лярности графиков этих функций. 

 
 Определение. Система функций называется ортогональной и нормиро-
ванной (ортонормированной), если 





=
≠

=ϕϕ∫ ji
ji

dxxx
b

a
ji ,1

,0
)()(  

 
 Определение. Рядом Фурье по ортогональной системе функций ϕ1(x), 
ϕ2(x), …,ϕn(x) называется ряд вида: 

∑
∞

=

ϕ
1

)(
n

nn xa  

коэффициенты которого определяются по формуле: 

[ ]∫

∫

ϕ

ϕ
= b

a
n

b

a
n

n

dxx

dxxxf
a

2)(

)()(
, 
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где f(x) = ∑
∞

=

ϕ
1

)(
n

nn xa  – сумма равномерно сходящегося на отрезке [a, b] ряда по 

ортогональной системе функций. f(x) – любая функция, непрерывная или имею-
щая конечное число точек разрыва первого рода на отрезке [a, b]. 
 
 В случае ортонормированной системы функций коэффициенты определя-
ются: 

∫ ϕ=
b

a
nn dxxxfa )()(  

  
Интеграл Фурье 

 

 Пусть функция f(x) на каждом отрезке [-l,l], где l – любое число, кусочно- 
гладкая или кусочно-монотонная, кроме того, f(x) – абсолютно интегрируемая 
функция, т.е. сходится несобственный интеграл 

∫
∞

∞−

dxxf )(  

 
 Тогда функция f(x) разлагается в ряд Фурье: 

∑
∞

=






 π

+
π

+=
1

0 sincos
2

)(
n

nn x
l
nbx

l
naaxf  

 

,...2,1,sin)(1

,...2,1,0,cos)(1

=
π

=

=
π

=

∫

∫

−

−

ntdt
l
ntf

l
b

ntdt
l
ntf

l
a

l

l
n

l

l
n

 

 
Если подставить коэффициенты в формулу для f(x), получим: 
 

=






 ππ
+

ππ
+= ∑ ∫∫∫

∞

= −−− 1
sinsin)(coscos)(1)(

2
1)(

n

l

l

l

l

l

l

x
l
ntdt

l
ntfx

l
ntdt

l
ntf

l
dttf

l
xf  

 

∑∫∫
∞

= −−

−
π

+=
1

)(cos)(1)(
2
1

n

l

l

l

l

dtxt
l
ntf

l
dttf

l
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Переходя к пределу при l→∞, можно доказать, что 0)(
2
1lim =∫

−
∞→

l

l
l

dttf
l

 и  

∑∫
∞

= −
∞→

−
π

=
1

)(cos)(1lim)(
n

l

l
l

dtxt
l
ntf

l
xf  

 

Обозначим ;1;; 1 π
∆

=
π

=−=∆
π

= +
n

nnnn
u

ll
uuu

l
nu   

При l→∞  ∆un →0. 

∑ ∫
∞

= −
∞→

−∆
π

=
1

)(cos)(lim1)(
n

l

l
nnl

dtxtutfuxf  

 
Можно доказать, что предел суммы, стоящий в правой части равенства, равен 
интегралу 

∫∫
∞

∞−

∞

− dtxtutfdu )(cos)(
0

 

Тогда 
π

=
1)(xf ∫∫

∞

∞−

∞

− dtxtutfdu )(cos)(
0

 - двойной интеграл Фурье. 

Окончательно получаем: 

[ ]

∫

∫

∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

π
=

π
=

+=

utdttfub

utdttfua

duuxubuxuaxf

sin)(1)(

cos)(1)(

sin)(cos)()(
0

 

 
– представление функции f(x) интегралом Фурье. 
 
 Двойной интеграл Фурье для функции f(x) можно представить в комплекс-
ной форме: 

 

∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−π
= dtetfduxf txiu )()(

2
1)(  
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Преобразование Фурье 
 

 Определение. Если f(x) – любая абсолютно интегрируемая на всей число-
вой оси функция, непрерывная или имеющая конечное число точек разрыва пер-
вого рода на каждом отрезке, то функция 

∫
∞

∞−

−= dxexfuF iux)()(  

называется преобразованием Фурье функции f(x).  
 Функция F(u) называется также спектральной характеристикой функ-
ции f(x). 
 
 Если f(x) – функция, представимая интегралом Фурье, то можно записать: 

∫
∞

∞−π
= dueuFxf iux)(

2
1)(  

Это равенство называется обратным преобразованием Фурье 
 

Интегралы ∫
∞

π
=

0

cos)(2)( uxdxxfuF   и ∫
∞

π
=

0

sin)(2)( uxdxxfuF  называются соответ-

ственно косинус-преобразование Фурье и синус-преобразование Фурье. 
 
 Косинус-преобразование Фурье будет преобразованием Фурье для четных 
функций, синус-преобразование – для нечетных. 
 Преобразование Фурье применяется в функциональном анализе, гармони-
ческом анализе, операционном исчислении, теории линейных систем и др. 

 
Решение задач 

 

Пример 1. Доказать сходимость рядов: 

a) 
n 1

1
(n 2)(n 3)

∞

= + +
∑ ; б) n

n 0
q

∞

=
∑ ,  q 1< .  

Решение. а) Общий член ряда n
1a

(n 2)(n 3)
=

+ +
. Эту дробь можно пред-

ставить в виде суммы двух простых дробей 
1 1 1

(n 2)(n 3) n 2 n 3
= −

+ + + +
. 
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Поэтому n-ю частичную сумму nS  ряда можно записать следующим об-

разом: 
1 1 1 1 1

3 4 4 5 5 6 ( 1)( 2) ( 2)( 3)nS
n n n n

= + + + + + =
⋅ ⋅ ⋅ + + + +

  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 4 4 5 5 6 1 2 2 3n n n n

= − + − + − + + − + − =
+ + + +

  

1 1
3 3n

= −
+

. 

Имеем 
1 1 1lim lim( )
3 3 3nn n

S S
n→∞ →∞

= = − =
+

. Таким образом, наш числовой ряд схо-

дится к сумме S 1/3= . 

б) Члены числового ряда 
0

n

n
q

∞

=
∑  образуют геометрическую прогрессию с первым 

(нулевым) членом 0 1a =  и знаменателем q. При 1q <  прогрессия является убы-

вающей и ряд сходится к 
1

1
S

q
=

−
. 

Критерий Коши. Для сходимости числового ряда (1) необходимо и доста-
точно, чтобы для любого 0ε >  существовало натуральное число N N( )= ε та-
кое, что для любых n> N и m> 0 справедливо неравенство 

1 2n m n n n n mS S a a a ε+ + + +− = + + + < .   (2) 

Пример 2. Доказать расходимость гармонического ряда 
1

1
n n
∞

=
∑ . 

Решение. Зададимся 
1
2

ε =  и m n=  и найдём номер N, такой, что для лю-

бого  n N>  

2
1
2n m n n nS S S S+ − = − > . 

Имеем 

1 1 11
2 3nS

n
= + + + + ,  2

1 1 1 1 11
2 3 1 2nS

n n n
= + + + + + + +

+
  , 
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2
1 1 1

1 2 2n nS S
n n n

− = + + +
+ +

 . 

В последней сумме n слагаемых и наименьшее из них равно 
1

2n
. Если каж-

дое из слагаемых заменить на меньшее, то сумма уменьшится, поэтому 

2
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2n nS S n

n n n n
− > + + + = ⋅ = . 

Как видим, 2
1
2n nS S− >  для любого n и не выполняется условие крите-

рия Коши, следовательно, ряд расходится. 

Необходимое условие сходимости. Если числовой ряд (1) сходится, то 

nn
lima 0
→∞

= . 

Пример 3. Доказать расходимость ряда 
1

2 1
3 2n

n
n

∞

=

−
+

∑ . 

Решение. Проверим выполнение необходимого условия сходимости. 

Имеем 
2 1
3 2n

na
n
−

=
+

, 

122 1 2lim lim lim 23 2 33
nn n n

n na
n

n
→∞ →∞ →∞

−−
= = =

+ +
. 

Так как lim 2 / 3 0nn
a

→∞
= ≠ , то ряд расходится. 

Отметим, что необходимое условие сходимости ( lim 0nn
a

→∞
= ) не является 

достаточным для сходимости ряда (пример 2). 

Пример 4. Исследовать на сходимость ряды: а) 
( )2

1

1
3n n

∞

= +
∑ , б) 2

1 3 2n

n
n

∞

= +
∑ ,

 в) 
3

1 1n

n
n

∞

= +
∑ ,  г) 

2

2
1

3ln
2n

n
n

∞

=

+
+

∑ ,  д) 
1

1 1
n

tg
n n

∞

=
∑ ,  
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е) 

2

1

cos
2

( 2)( 1) 1n

n

n n

π
∞

= + + +
∑ . 

Решение. а) В качестве вспомогательного ряда 
1

n
n

b
∞

=
∑  возьмём числовой 

ряд 
1

1
( 2)( 3)n n n

∞

= + +
∑ , сходимость которого доказана в примере 1 (а). Имеем  

2

1
( 3)na
n

=
+

,  
1

( 2)( 3)nb
n n

=
+ +

,  

2

1 10
( 3) ( 2)( 3)n n n

< <
+ + +

 для любого n. 

Согласно первому признаку сравнения, сходимость ряда 
1

n
n

b
∞

=
∑  влечёт за собой 

сходимость нашего ряда 
( )2

1

1
3n n

∞

= +
∑ . 

б) В качестве вспомогательного ряда возьмём ряд 3/2
1

1
n n
∞

=
∑ . Имеем 

23 2n
na

n
=

+
,  3/2

1
nb

n
= , 

3/2 2

2
2

2 2

1 1lim lim lim lim2 23 2 3(3 ) 3
n

n n n n
n

a n n n
b n n

n n
→∞ →∞ →∞ →∞

⋅
= = = =

+ + +
. 

Так как 
1lim 0,
3

n

n
n

a
b→∞

= ≠ ∞ , то ряды 
1

n
n

a
∞

=
∑ , 

1
n

n
b

∞

=
∑  ведут себя одинаково в смысле 

сходимости. Но ряд 3/2
1

1
n n
∞

=
∑  сходится 

3( 1)
2

p = > , следовательно, сходится 

и наш ряд. 
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в) В качестве вспомогательного ряда возьмём 2/3
1

1
n n
∞

=
∑ . Имеем 

3

1n
na

n
=

+
,   2/3

1
nb

n
= , 

2/33

lim lim lim 1
1 1

n

n n n
n

a n n n
b n n→∞ →∞ →∞

⋅
= = =

+ +
. 

Так как lim 1 0,n

n
n

a
b→∞

= ≠ ∞ , то ряды 
1

n
n

a
∞

=
∑  и 

1
n

n
b

∞

=
∑  ведут себя одинаково в смысле 

сходимости. Ряд 2/3
1

1
n n
∞

=
∑  расходится 

2( 1)
3

p = < , следовательно, наш ряд 2/3
1

1
n n
∞

=
∑  

расходится. 

г) Для сравнения возьмём ряд 2
1

1
n n
∞

=
∑ . Так как это ряд вида 

1

1
p

n n
∞

=
∑ , где 

2 1p = > , то он сходится. 

Применим предельный признак сравнения: 

2

22

2 2

13 ln 1ln 22lim lim1 1n n

n
nn

n n
→∞ →∞

 + + + + = . 

При n →∞  2

1 0
2n
→

+
 и величина 2

1ln 1
2n

 + + 
 эквивалентна 2

1
2n +

. 

Поэтому 
22

2

2

1ln 1
2lim lim 11 2n n

nn
n

n
→∞ →∞

 + +  = =
+

. 

Так как ряд 2
1

1
n n
∞

=
∑  сходится, то и данный ряд сходится. 
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д) При n →∞  бесконечно малая величина 
1tg
n

 эквивалентна 
1
n

. По-

этому для сравнения возьмём ряд 
1

1
n n n

∞

=
∑ . Этот ряд вида 

1

1
p

n n
∞

=
∑ , где 

3 1
2

p∞ = > .  

Следовательно, ряд 
1

1
n n n

∞

=
∑  сходится. 

Применим предельный признак сравнения: 
1 1 1 1 1 1

lim lim lim lim 11 1 1 1 1n n n n

tg tg tg
n nn n n n

nn n n n n
→∞ →∞ →∞ →∞

⋅
= = = =

⋅
. 

Так как ряд 
1

1
n n n

∞

=
∑  сходится, то и данный ряд сходится. 

е) В качестве вспомогательного ряда возьмём ряд 
1

1
( 2)( 1) 1n n n

∞

= + + +
∑ . 

Сравним его со сходящимся рядом 2
1

1
n n
∞

=
∑  по предельному признаку сравнения. 

Поскольку 
2

lim 1
( 2)( 1) 1n

n
n n→∞

=
+ + +

, а ряд 2
1

1
n n
∞

=
∑  сходится, то и ряд 

1

1
( 2)( 1) 1n n n

∞

= + + +
∑  сходящийся. 

Так как 2cos 1
2
nπ
≤ , то 

2cos 12
( 2)( 1) 1 ( 2)( 1) 1

n

n n n n

π

≤
+ + + + + +

. Следовательно, 

по признаку сравнения исходный ряд сходится. 

Пример 5. Исследовать на сходимость числовые ряды: а)
2

1 4n
n

n∞

=
∑ , б)

1

8
!

n

n n
∞

=
∑  ,   

в)
1

2 1
1

7
2

n

n
n

+∞

+
=
∑ . 
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Решение. а) Имеем   
2

4n n

na = ,    
2

1 1

( 1)
4n n

na + +

+
= ,  

22
1

2 1

( 1) 4 1 1 1lim lim lim
4 4 4

n
n

nn n n
n

a n nq
a n n
+

+→∞ →∞ →∞

+ ⋅ + = = = = ⋅  
. 

Так как 
1 1
4

q = < , то, согласно признаку Даламбера, ряд сходится. 

б) В данном случае  
8

!

n

na
n

= ,  
( )

1

1
8

1 !

n

na
n

+

+ =
+

, 

1
1 8 ! ! !lim lim 8lim 8lim

( 1)! 8 ( 1)! !( 1)

n
n

nn n n n
n

a n n nq
a n n n n

+
+

→∞ →∞ →∞ →∞

⋅
= = = = =

+ ⋅ + +
 

18lim 8 0 0
1n n→∞

= = ⋅ =
+

. 

Так как 0 1q = < , то ряд сходится. 

в) Имеем  
1

2 1

7
2

n

n na
+

+= ,  
1 1 2

1 2( 1) 1 2 3

7 7
2 2

n n

n n na
+ + +

+ + + += = , 

2 2 1
1

2 3 1 2

7 2 7 7lim lim
2 7 2 4

n n
n

n nn n
n

aq
a

+ +
+

+ +→∞ →∞

⋅
= = = =

⋅
. 

7 1
4

q = > , следовательно, ряд расходится. 

Пример 6. Исследовать на сходимость числовые ряды: а)
2 3

1

3 4
4 3

n

n

n
n

+
∞

=

+ 
 − 

∑ ,  

б) 
1

2 1
1

n

n

n
n

∞

=

− 
 + 

∑ , в) 

2

1

2 1
2 2

n

n

n
n

∞

=

− 
 + 

∑ . 

Решение. а) Имеем  
2 33 4 ,

4 3

n

n
na
n

++ =  − 
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2 32 33 4 3 4lim lim lim
4 3 4 3

nn
n

n n
nn n n

n nq a
n n

+
+

→∞ →∞ →∞

+ +   = = = =   − −   
  

32

2
43 3 9lim 3 4 164

n

n

n

n

+

→∞

 +   = = =   
  −

 

. 

Так как q = 9/16 <1, согласно радикальному признаку Коши, ряд сходится. 

б) Имеем  
2 1

1

n

n
na

n
− =  + 

, 

2 1 2 1lim lim lim 2
1 1

n

nn
nn n n

n nq a
n n→∞ →∞ →∞

− − = = = = + + 
. 

Этот ряд расходится, так как q = 2> 1. 

в) В этом случае  

2

2 1
2 2

n

n
na
n
− =  + 

, 

2

2 1 2 1lim lim lim
2 2 2 2

n n
nn

nn n n

n nq a
n n→∞ →∞ →∞

− −   = = = =   + +   
 

2 2 3
3 2 23 3lim 1 lim 1

2 2 2 2

nn n
n

n nn n

+ −
− ⋅ ⋅

+

→∞ →∞

   = − = − =   + +   
 

3 3
2 2 2 1lim

n
n

n
e e

e e

−
−

+

→∞
= = = . 

Так как 
1 1q

e e
= < , то этот ряд сходится. 
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Пример 7. Исследовать на сходимость числовые ряды:  

а)
2

1
lnn n n

∞

=
∑ ,  б) 2

2

1
lnn n n

∞

=
∑ . 

Решение. а) Введём в расcмотрение функцию 
1( )
ln

f x
x x

= . Эта функ-

ция определена на [2; +∞), положительна и монотонно убывает в этом проме-

жутке. Более того, при n> 2 
1( )
ln nf n a

n n
= = . Следовательно, согласно тео-

реме 6, ряд 
2

1
lnn n n

∞

=
∑  и несобственный интеграл 

2 ln
dx

x x

∞

∫  ведут себя одинаково 

в смысле сходимости. 

Исследуем интеграл на сходимость: 

2
2 2 2

lnlim lim lim ln(ln )
ln ln ln

b b b

b b b

dx dx d x x
x x x x x

∞

→+∞ →+∞ →+∞
= = = =∫ ∫ ∫  

lim (ln ln ln ln 2)
b

b
→+∞

= − = +∞ . 

Видим, что несобственный интеграл расходится, следовательно, расходится 
и наш ряд. 

б) Рассмотрим функцию 2

1( )
ln

f x
x x

= , определённую на [2; + ∞). Она 

монотонно убывает и положительна на [2; +∞) и 2

1( )
ln nf n a

n n
= = . Выпол-

нены все требования теоремы 6, поэтому ряд 2
2

1
lnn n n

∞

=
∑  и несобственный инте-

грал 
2

( )f x dx
+∞

∫  ведут себя одинаково в смысле сходимости. Имеем 

2 2 2
2 2 2 2 2

(ln ) 1( ) lim lim lim
ln ln ln ln

bb b

b b b

dx dx d xf x dx
x x x x x x

+∞ +∞

→+∞ →+∞ →+∞

 
= = = = − =  

 
∫ ∫ ∫ ∫  
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1 1 1lim
ln ln 2 ln 2b b→+∞

 = − + = 
 

. 

Видим, что несобственный интеграл сходится, следовательно, сходится 
и наш ряд. 

Пример 8. Исследовать на сходимость числовой ряд 
1

1

( 1)n

n n

−∞

=

−
∑ . 

Решение. Данный ряд является знакочередующимся. Обозначим 
1

na
n

= . 

Проверим выполнение условий 1), 2) теоремы 7. 

1) 1
1

1na
n+ =
+

,  1
1 1

1n na a
n n += > =

+
, что означает, что первое усло-

вие выполнено. 

2) 
1lim lim 0nn n

a
n→∞ →∞

= =  – выполнено и второе условие.  

Следовательно, данный ряд сходится. 
Числовой ряд (1) называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, 

составленный из абсолютных величин его членов: 

1 2
1

n n
n

a a a a
∞

=
+ + + + = ∑  .    (4) 

Если же ряд (1) сходится, а ряд (4) расходится, то говорят, что ряд (1) сходится 
условно. 

Пример 9. Найти область абсолютной сходимости функционального ряда 

1

1

( 1)
2 ( 3)

n

n nn n x

−∞

=

−

⋅ −
∑ ,  x 3> . 

Решение. Для данного ряда 
1( )

2 ( 3)
n n n

u x
n x

=
⋅ −

,  x 3> . 

Найдём предел 
1( ) lim ( ) lim

2 ( 3)
n nn n nn n

q x u x
n x→∞ →∞

= =
⋅ −

=
1 1lim

2 3 2 3nn x n x→∞
=

− ⋅ −
. 
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(мы здесь воспользовались тем, что n

n
lim n 1
→∞

= ). Согласно радикальному при-

знаку Коши, ряд сходится, если q(x) 1< , т.е. 
1 1

2 3x
<

−
. Решением послед-

него неравенства является (13/4; +∞). Учитывая область определения членов 
функционального ряда, получаем, что областью абсолютной сходимости явля-
ется пересечение множеств (13/4; + ∞) и (3; + ∞), т. е. (13/4; + ∞). 

При 
13x
4

=  получим числовой ряд 
( ) 1

1

1 n

n n

−
∞

=

−
∑ . Согласно признаку Лейб-

ница, он сходится. Таким образом, областью сходимости исходного ряда явля-

ется  
13;
4

 +∞ 
. 

Говорят, что функциональный ряд (5) сходится в области (D) равномерно 
к функции S(x), если для любого 0ε >  существует такое 0n , что для всех 0n n>  

и для любого x (D)∈  справедливо неравенство 

( ) ( )nS x S x ε− <    (или ( )nr x ε< ). 
 

Пример 10. Найти область сходимости степенного ряда:  

а)
1

(2 1)
3

n

n
n

x
n

∞

=

−
⋅

∑ ;  б) 2 1

1

( 1)
( 2) 3

n
n

n
n

x
n

∞
+

=

−
+ ⋅

∑ . 

Решение. а) Ряд является степенным (так как 
1(2 1) 2 ( )
2

n n nx x− = − ), по-

этому он сходится абсолютно в интервале сходимости. Обозначим 

(2 1)
3

n

n n

xu
n
−

=
⋅

, тогда 
1

1 1

(2 1)
( 1) 3

n

n n

xu
n

+

+ +

−
=

+ ⋅
. Согласно признаку Даламбера, для аб-

солютной сходимости ряда 
1

n
n

u
∞

=
∑  достаточно потребовать, чтобы 1lim 1n

n
n

u
u
+

→∞
<  

(при 1lim 1n

n

u
u
+ >  ряд будет расходиться). Имеем 
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1
1

1

2 1 2 1(2 1) 3lim lim lim
( 1)3 (2 1) 3 1 3

n n
n

n nn n n
n

x xu x n n
u n x n

+
+

+→∞ →∞ →∞

− −− ⋅ ⋅
= = =

+ − +
. 

Наш ряд сходится при 
2 1

1
3

x −
<  и расходится при 

2 1
1

3
x −

> . Решим первое 

неравенство: 2 1 3x − < ;    –3 <2x – 1 <3; –2 <2x <4; 

 –1 <x <2. Таким образом, (–1; 2) является интервалом сходимости ряда. Иссле-
дуем поведение ряда на концах интервала. 

При x = –1 получаем числовой ряд 
1 1

( 3) ( 1)
3

n n

n
n nn n
∞ ∞

= =

− −
=

⋅
∑ ∑ . Это знакочередую-

щийся ряд, удовлетворяющий условиям теоремы Лейбница:  

1
1 1

1n na a
n n += > =

+
,  

1lim lim 0nn n
a

n→∞ →∞
= = . Поэтому ряд 

1

( 1)n

n n
∞

=

−
∑  сходится, 

и точка x = –1 принадлежит области сходимости. 

При x = 2 получаем числовой ряд 
1 1

3 1
3

n

n
n nn n
∞ ∞

= =
=

⋅
∑ ∑ . Это гармонический ряд, и он 

расходится. Следовательно, точка x = 2 не принадлежит области сходимости сте-
пенного ряда. 

Итак, областью сходимости степенного ряда 
1

(2 1)
3

n

n
n

x
n

∞

=

−
⋅

∑  является полуинтервал 

[–1; 2). 

б) Ряд 2 1

1

( 1)
( 2)3

n
n

n
n

x
n

∞
+

=

−
+

∑  является степенным. Обозначим 

2 1( 1)
( 2)3

n n

n n

xu
n

+−
=

+
, тогда 

1 2( 1) 1 1 2 3

1 1 1

( 1) ( 1)
( 2 1)3 ( 3)3

n n n n

n n n

x xu
n n

+ + + + +

+ + +

− −
= =

+ + +
. 

Имеем 
2 3 2 2

1
2 1 1

( 2)3 2lim lim lim
( 3)3 3 3 3

n n
n

n nn n n
n

u x n x n x
u x n n

+
+

+ +→∞ →∞ →∞

+ +
= = =

+ +
. 

Ряд будет сходиться при 
2

1
3
x

<  или ( 3; 3)x∈ − . Исследуем ряд на сходи-

мость на концах интервала, т. е. при 3x = ± . 
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При x 3= −  получаем числовой ряд 
2 1 1

0 0

( 1) ( 3) ( 1)3
( 2)3 2

n n n

n
n nn n

+ +∞ ∞

= =

− − −
=

+ +
∑ ∑ , явля-

ющийся знакочередующимся. Он сходится по признаку Лейбница, т. к. абсолют-

ные величины его членов монотонно убывают и 
3lim lim 0
2nn n

a
n→∞ →∞

= =
+

. Следо-

вательно, точка 3x = −  принадлежит области сходимости. 

При x 3=  получаем числовой ряд 
( 1)3

2

n

n
−
+

∑  , и он тоже сходится по при-

знаку Лейбница. 
Таким образом, областью сходимости нашего степенного ряда является отрезок 

[ 3; 3]− . 

Пример 11. Разложить функцию ( ) sinxf x e x=  в ряд Тейлора по степе-
ням x. 

Решение. 1 способ. Разложить функцию по степеням x означает, что её 
нужно разложить в ряд Тейлора в окрестности точки x0= 0. Для этого найдём 
производные  заданной  функции  и  их  значения в точке  
x0 = 0. Займёмся этим. 

( ) sinxf x e x= ,    (0) 0f = ; 

( ) (sin cos ) 2 sin( ),
4

x xf x e x x e x π′ = + = +     (0) 2 sin
4

f π′ = ; 

2( ) 2(sin( ) cos( )) ( 2) sin( )
4 4 2

x xf x e x x e xπ π π′′ = + + + = + , 

2 2(0) ( 2) sin
4

f π′′ = ;    

3 3( ) ( 2) sin( )
4

xf x e x π′′′ = + ,   3 3(0) ( 2) sin
4

f π′′′ = ; 

. . . . . . . . . 

( ) ( ) ( 2) sin( )
4

n x n nf x e x π
= + ;  ( ) (0) ( 2) sin

4
n n nf π

= . 

Найденные значения (n)f (0)  подставим в (7), это даст нам требуемое разложение 
f(x) по степеням x: 
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0

( 2) sin
4( )

!

n

n

n

n

f x x
n

π
∞

=
= ∑ . 

2 способ. Воспользовавшись записанными выше разложениями функций xe  
и sinx, имеем 

2 3

3 5 7 2 1

sin 1
1! 2! 3! !

( 1)
3! 5! 7! (2 1)!

n
x

k
k

x x x xe x
n

x x x xx
k

+

 
= + + + + + + 
 

 
− + − + + − + = + 

 

 

( )

2
3 5 6

2

1 1 1 1 1 1 1 1
1! 2! 3! 5! 2! 3! 4! 5! 5!3!
xx x x x

    = + + − + − + + − + +      ⋅     


 

Замечание. В последнем примере мы поставили знак равенства между самой 
функцией  xf (x) e sin x=  и её рядом Тейлора. Вообще говоря, это требует обос-
нования. Сформулируем ещё одно достаточное условие для сходимости ряда 
Тейлора функции f(x) к самой функции f(x) (более сильное, чем теорема 11). 

Пример 12. Разложить функцию ln(3 4 )x−  в ряд Тейлора по степеням 
(x 2)+ , используя разложения основных элементарных функций. 

Решение. Выражение, стоящее под знаком логарифма, преобразуем таким 
образом, чтобы выделить выражение ( 2)x + : 
(3 4 ) [3 4( 2 2)] [3 4( 2) 8] [11 4( 2)]x x x x− = − + − = − + + = − + =  

411[1 ( 2)]
11

x= − + . 

Тогда 
4 4ln(3 4 ) ln[11(1 ( 2))] ln11 ln[1 ( 2)]

11 11
x x x− = − + = + − + =  

ln11 ln(1 )u= + + , 

где 
4 ( 2)

11
u x= − + . Теперь воспользуемся разложением в ряд Тейлора для 

функции ln(1 )u+  при 1u < : 
1

1

( 1) 4ln(3 4 ) ln11 ( 2)
11

nn

n
x x

n

+∞

=

−  − = + − + = 
 

∑  
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1

4 ( 2)ln11
11

n n

n

x
n

∞

=

+ = − ⋅ 
 

∑ , 
112
4

x + < . 

Исследуем поведение ряда на концах интервала сходимости 
19 3;
4 4

 − 
 

. 

При 
19x
4

= −  получаем знакочередующийся ряд 
1

( 1)ln11
n

n n
∞

=

−
− ∑ , сходящийся 

согласно признаку Лейбница. При 
3x
4

=  получаем гармонический ряд, который, 

как известно, расходится. Таким образом, полученный степенной ряд сходится 

на промежутке 
19 3;
4 4

 −  
. 

Пример 13. Разложить функцию ( ) ( )cosf x x tgx x= −  в ряд Тейлора 

в окрестности точки 0x 0= , используя разложение основных элементарных 

функций. 
Решение. Заданную функцию преобразуем следующим образом: 

( )cos cos sinx tgx x x x x− = − . 
Воспользовавшись известными разложениями в ряд Тейлора функций cos x  
и sin x , получим 

2 4 6 2

cos sin 1 ( 1)
2! 4! 6! ! (2 )!

n n
nx x x x xx x x x

n n
 

− = − + − + + + + − + − 
 

    

3 5 7 2 1

( 1)
3! 5! 7! (2 1)!

n
nx x x xx

n

+ 
− − + − + + − + = + 

 

3 3 5 53 5
3! 3! 5! 5!
x x x x

− + + − +  

2 1
2 12 1( 1) ( 1)

(2 1)! (2 1)!

n
n n nn xx

n n

+
++

+ + − − − +
+ +



3 5 72 4 6
3! 5! 7!
x x x

= − + − + +   

2 12( 1)
(2 1)!

n nn x
n

++ − ⋅ ⋅ +
+

 

Так как ряды Тейлора для cosx и sinx сходятся при любых значениях x, то и по-
лученный ряд функции f(x) будет сходиться для любых x. 
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Пример 14. Разложить функцию 2

1( )
3 2

f x
x x

=
− +

 в ряд Тейлора 

в окрестности точки 0 1x = − , используя разложение основных элементарных 
функций. 

Решение. Заданную функцию разложим на сумму простейших дробей: 

2

1 1 1 1
3 2 ( 1)( 2) 2 1x x x x x x

= = −
− + − − − −

. 

Полученные слагаемые можно представить в виде 

1

пользуемся разложением
1 1 1 1( ) 112 1 3 3 функции1 13

f x xx x
x

 
 = = = − ⋅ =

+  − + − − − 

= 

2 3

1
0

1 1 1 1 ( 1)1
3 3 3 3 3

n

n
n

x x x x∞

+
=

 + + + +   = − + + + + = −    
     

∑ , 

2
1 1 1 1 1( ) 11 1 2 ( 1) 2 1

2

f x xx x x
= − = = = ⋅ =

+− − − + −
 

2 3

1
0

1 1 1 1 ( 1)1
2 2 2 2 2

n

n
n

x x x x∞

+
=

 + + + +   = + + + + =    
     

∑ . 

Отсюда 

1 2 1 1
0 0

( 1) ( 1)( ) ( ) ( )
3 2

n n

n n
n n

x xf x f x f x
∞ ∞

+ +
= =

+ +
= + = − + =∑ ∑  

1 1
0

1 1 ( 1)
2 3

n
n n

n
x

∞

+ +
=

 = − + 
 

∑ . 

Осталось выяснить интервал сходимости последнего ряда. Он является  пересе-
чением областей сходимости рядов Тейлора для функций  1f (x)  и 2f (x) , т.е. 

множеств, задаваемых неравенствами 
1 1

3
x +

<  и  
1 1

2
x +

< . Это пересечение 

даёт 3 1x− < < . 
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Пример 15. Вычислить 0,1e  с точностью до 0,001ε = . 

Решение. Для вычисления приближённого значения функции ( ) xf x e=  

воспользуемся её разложением в ряд Тейлора в окрестности точки 0x 0= , при 

этом возьмём конечное число членов ряда, а возникающую при этом погреш-
ность оценим с помощью остаточного члена ряда. Имеем 

2 3
0,1 0,1 0,1 0,11 0,1

2! 3! !

n

e
n

= + + + + + +     (10) 

Определим, сколько членов ряда (10) нужно взять, чтобы обеспечить требуемую 
точность. Для этой цели воспользуемся формулой (9): 

0,1 10,1( )
( 1)!

n

n
eR x

n

+⋅
≤

+
,  0 0,1x< ≤ . 

Учитывая, что 0,1e 2< , получим 
12 0,1( )

( 1)!

n

nR x
n

+⋅
<

+
. 

Потребуем, чтобы дробь в правой части была меньше 0,001ε =  (тогда и погреш-
ность будет меньше ε ): 

12 0,1 1
( 1)! 1000

n

n

+⋅
<

+
, 

или 2( 1)! 2 10 nn −+ > ⋅ . Для выполнения последнего неравенства достаточно 

взять n = 2: (2 1)! 6,+ =  2 22 10 2−⋅ = . Следовательно,   
2

0,1 0,11 0,1 1,105
2!

e ≈ + + = . 

Пример 16. Вычислить 630  с точностью 0,0001ε = . 

Решение. В данном случае мы воспользуемся рядом Тейлора для функции 
(1 )x α+  при 1/ 2α = . Предварительно выполним следующие преобразования: 

1 1
2 25 1630 625 5 625(1 ) 25(1 ) 25(1 0,008)

625 125
= + = + = + = + . 
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Так как 

1 2 3 4
2 5(1 ) 1

2 8 16 128
x x x xx+ = + − + − +, 

то 

1 2 3
21 0,008 (0,008) (0,008)25(1 ) 25 1

125 2 8 16
 

+ = + − + − = 
 

  

= 25 + 0,1–0,002 + 0,0000008 – … 

Полученный ряд является знакочередующимся. Поэтому, ограничившись пер-
выми тремя членами последнего ряда, мы достигнем погрешности, по абсолют-
ной величине не превышающей четвёртого члена прогрессии, что обеспечивает 
требуемую точность. Итак,   

630 25 0,1 0,0002 25,0998≈ + − = . 

Пример 17. Вычислить значение 0cos10  с точностью 0,0001ε = . 

Решение. Переведём градусную меру в радианную и воспользуемся рядом 

Тейлора для cosx при 0x 0=  и 
10
180 18

x π π
= = : 

2 4
0 1 1cos10 cos 1

18 18 2! 18 4!
π π π   = = − + −   

   
  

Полученный числовой ряд является знакочередующимся и удовлетворяет усло-
виям Лейбница. Поэтому для достижения нужной точности можно остановиться 
на том члене, который по абсолютной величине меньше ε. В данном случае это 
третий член: 

4 41 1 1 1 0,0001
18 4! 5 4! 15000
π   ⋅ < ⋅ = <   

   
. 
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Таким образом, 

2
0 21 1cos10 1 1 (0,1745) 0,9848

18 2! 2
π ≈ − ≈ − ≈ 

 
. 

Пример 18. Вычислить приближённо интеграл  
0,1

0

ln(1 )x dx
x
+

∫ , 

используя известные разложения элементарных функций, с точностью до 0,001. 

Решение. Имеем 

2 3 41 1ln(1 )
2 3 4
x x xx x

x x
 

+ = − + − + 
 

 , 1x < ; 

2 31 ln(1 ) 1
2 3 4
x x xx

x
+ = − + − +,  1x < . 

Ряд сходится в интервале интегрирования (0; 0,1) ( 1;1)⊂ − . Поэтому 

0,12 3 2 3 40,1 0,1

0 0 0

ln(1 ) 1
2 3 4 4 9 16

x x x x x x xdx dx x
x

   +
= − + − + = − + − + =   

   
∫ ∫    

2 3 40,1 0,1 0,10,1
4 9 16

= − + − + 

Получим знакочередующийся ряд, удовлетворяющий условиям теоремы Лейб-
ница. Поэтому заданную точность 310−ε =  можно обеспечить, взяв три члена 
полученного ряда. Следовательно, 

2 30,1

0

ln(1 ) 0,1 0,10,1 0,098
4 16

x dx
x
+

≈ − + ≈∫ . 

Пример 19. Найти первые четыре ненулевые члена разложения решения 
дифференциального уравнения в степенной ряд 

2 4 0,y xy y′′ ′+ + =  (0) 0y = , (0) 1y′ = − . 
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Решение. Будем предполагать, что неизвестная функция, являющаяся ре-
шением дифференциального уравнения, представима степенным рядом 

( )
2 3(0) (0) (0) (0)( ) (0)

1! 2! 3! !

n
ny y y yy x y x x x x

n
′ ′′ ′′′

= + + + + + +  ,  (11) 

коэффициенты которого определяются путём последовательного дифференци-
рования исходного уравнения y 2xy 4y′′ ′= − −  и подстановкой в него 
x 0, y(0), y (0)′=  и найденных позже значений y (0), y (0),′′ ′′′

 . Итак, 
имеем: y(0) 0, y (0) 1′= = − , 

( ) 2 4y x xy y′′ ′= − − , (0) 2 0( 1) 4 0 0y′′ = − ⋅ − − ⋅ = ; 

( ) ( 2 4 ) 2 2 4 2 6y x xy y y xy y xy y′′′ ′ ′ ′ ′′ ′ ′′ ′= − − = − − − = − − ,    (0) 6y′′′ = ; 

( ) ( 2 6 ) 2 2 6 2 8IVy x xy y y xy y xy y′′ ′ ′′ ′′′ ′′ ′′′ ′′= − − = − − − = − − , (0) 0IVy = ; 

( ) ( 2 8 ) 2 10V IVy x xy y xy y′′′ ′′ ′ ′′′= − − = − − ,     (0) 60Vy = − ; 

( ) ( 2 10 ) 2 12VI IV V IVy x xy y xy y′′′ ′= − − = − − ,    (0) 0VIy = ; 

( ) ( 2 12 ) 2 14VII V IV VI Vy x xy y xy y′= − − = − − ,    (0) 840VIIy = . 

Осталось подставить найденные значения в ряд (11): 

3 5 76 60 840( )
3! 5! 7!

y x x x x x= − + − + − , 

5 7
3( )

2 6
x xy x x x= − + − + − . 

Пример 20. Разложить в тригонометрический ряд Фурье функцию 

2, 2 0,
( )

3 , 0 2.
x x

f x
x

+ − ≤ ≤
=  < ≤

 

Решение. Заданная функция кусочно-непрерывна, кусочно-монотонна 
и ограничена на [–2, 2], следовательно, её можно разложить в тригонометриче-
ский ряд Фурье. Найдём коэффициенты Фурье.  Имеем  
T = 4, 2 / / 2Tω π π= = , 
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2 0 2

0
2 2 0

1 1( ) ( 2) 3 4
2 2

a f x dx x dx dx
− −

 = = + + = 
 

∫ ∫ ∫ , 

2 0 2

2 2 0

1 1( )cos ( 2)cos 3cos
2 2 2 2 2n

n n na f x xdx x xdx xdxπ π π
− −

 = = + + = 
 

∫ ∫ ∫  

2

2 (1 ( 1) )
( )

n

nπ
= − − , n = 1, 2, 3, ... , 

2 0 2

2 2 0

1 1( )sin ( 2)sin 3sin
2 2 2 2 2n

n n nb f x xdx x xdx xdxπ π π
− −

 = = + + =  
∫ ∫ ∫  

1 (1 ( 1) )n

nπ
= − − . 

Таким образом, 

2
1

2 1( ) ~ 2 (1 ( 1) )cos (1 ( 1) )sin
( ) 2 2

n n

n

n nf x x x
n n

π π
π π

∞

=

 
+ − − + − − 

 
∑ . 

Причём 

( ), если { 2; 0; 2},
( ) 5 / 2, 0,

3 / 2, 2 или 2.

f x x
S x если x

если x x

∉ −
= =
 = − =

 

Пример 21. Разложить в тригонометрический ряд Фурье функцию 
( )f x x= , –1 <x <2. 

Решение. Данная функция удовлетворяет условиям теоремы Дирихле. 
Ввиду непрерывности f(x) на (–1; 2) 

0

1
( )~ ( cos sin )

2 n n
n

af x a n x b n xω ω
∞

=
+ +∑ . 

Имеем T = 3,  
2 2

3T
π πω = = . Найдём коэффициенты an и bn: 

0 22 22 0 2

0
1 1 0 1 0

2 2 2( ) ( )
3 3 3 2 2

x xa f x dx x dx xdx
− − −

  = = − + = − + =     
∫ ∫ ∫

2 5 5
3 2 3
⋅ = . 

2 0 2

1 1 0

2 2( )cos ( )cos cos
3 3na f x n xdx x n xdx x n xdxω ω ω

− −

 = = − + =  
∫ ∫ ∫  
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1 2 4 3 2 3 4 3sin 2sin cos cos
3 3 2 3 2 3

n n n n
n n n n

π π π π
π π π π
 = + + + −  

,   

n = 1, 2, 3, ..., 
2 0 2

1 1 0

2 2( )sin ( )sin sin
3 3nb f x xdx x n xdx x n xdxω ω ω

− −

 = = − + =  
∫ ∫ ∫  

1 4 2 3 2 42cos cos sin sin
3 3 2 3 43

n n n n
n n

π π π π
π π
  = − + + − +    

. 

Таким образом,  

( )
1

5 2 2~ cos sin
6 3 3n n

n

n nf x a bπ π∞

=

 + + 
 

∑ , –1 <x <2, 

где an, bn, n ≥ 1 найдены выше. 
Если функция f(x), определённая на интервале ( ; )−   и удовлетворяющая усло-
виям теоремы Дирихле, является чётной, то в её разложении в ряд Фурье будут 
участвовать лишь косинусы: 

0

1
( ) ~ cos

2 n
n

a nf x a xπ∞

=
+ ∑



, 

т. е. все kb  окажутся равными нулю. Если же f(x) является нечётной функцией 

на ( ; )−  , то её ряд Фурье будет содержать лишь синусы: 

1
( ) ~ sinn

n

nf x b xπ∞

=
∑



. 

y

x
0− 

 
Если ставится задача разложить функцию f(x), определённую на интервале 
(0; )  в ряд по косинусам, то её доопределяют на интервале ( ; 0)−  чётным об-
разом и разлагают новую функцию f1(x) в тригонометрический ряд Фурье на ин-
тервале ( ; )−  ; этот ряд Фурье будет содержать лишь косинусы. Ввиду того, 
что f(x) и f1(x) совпадают на (0; ) , при этом получается разложение функции 
f(x) в ряд по косинусам 
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0

1
( ) ~ cos

2 n
n

a nf x a xπ∞

=
+ ∑



, 

где 

0

2 ( )cosn
na f x xdxπ

= ∫


 

.   

Аналогично,  если требуется разложить функцию f(x), определённую на (0; )  
в ряд по синусам, то f(x) продолжают на 
( ; 0)−  нечётным образом и разлагают новую 
(нечётную) функцию f2(x) в тригонометриче-
ский ряд Фурье на интервале ( ; )−  ; этот ряд 
будет содержать лишь синусы. В результате 
получим разложение f(x) в ряд по синусам:  

1
( ) ~ sinn

n

nf x b xπ∞

=
∑



, 

где 

0

2 ( )sinn
nb f x xdxπ

= ∫


 

. 

Пример 22. Разложить функцию ( )
4 2

xf x π
= − , определённую на интер-

вале (0; )π , в ряд Фурье: а) по косинусам; б) по синусам. 

Решение. а) 0
0

2 0
4 2

xa dx
π π

π
 = − = 
 
∫ , 

2
0

2 1 ( 1)cos
4 2

n

n
xa nxdx

n

π π
π π

− − = − = 
 
∫ . 

Запишем разложение f(x) в ряд по косинусам: 

2 2
1 0

1 ( 1) cos(2 1)( ) ~ cos 2
(2 1)

n

n n

n xf x nx
n nπ π

∞ ∞

= =

− − +
=

+
∑ ∑ , 0  < x  <  π. 

б) 
0

2 ( 1) 1sin
4 2 2

n

n
xb nxdx

n

π π
π

− + = − = 
 
∫ . 

Отсюда получаем разложение f(x) в ряд Фурье по синусам: 

1 1

( 1) 1 sin 2( ) ~ sin
2 2

n

n n

nxf x nx
n n

∞ ∞

= =

− +
=∑ ∑ ,  0  < x  <  π. 

y

x
0− 
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Пример 23. Разложить на интервале (0; 3) в триго-
нометрический ряд Фурье только по косинусам и только 
по синусам функцию f(x), заданную графиком. 

Решение. Найдём аналитическое выражение задан-
ной функции, а затем поступим так же, как в предыдущем 
примере. 

0, 0 1,
( ) 2( 1), 1 2,

2, 2 3.

x
f x x x

x

< ≤
= − < ≤
 < <

 

Находим коэффициенты an и bn: 

( )
3 2 3

0
0 1 2

2 2( ) 2 1 2 2
3 3

a f x dx x dx dx = = − + = 
 

∫ ∫ ∫ , 

( )
3 2 3

0 1 2

2 2( )cos 2 1 cos 2cos
3 3 3 3 3n

n n na f x xdx x xdx xdxπ π π = = − + =  
∫ ∫ ∫  

2 2

6 2cos cos
3 3

n n
n

π π
π

 = − 
 

, n = 1, 2, 3, ... , 

( )
3 2 3

0 1 2

2 2( )sin 2 1 sin 2sin
3 3 3 3 3n

n n nb f x xdx x xdx xdxπ π π = = − + =  
∫ ∫ ∫  

2 14 3 2 ( 1)sin sin 3
3 3 3

nn n
n n

π π
π π

+ −   = − +    
     

. 

Отсюда получаем разложение f(x) в ряд Фурье только по косинусам 

2 2
1

6 2( ) 1 cos cos cos
3 3 3n

n n nf x x
n

π π π
π

∞

=

 ∼ + − 
 

∑ , 0 <x <3  

и разложение f(x) в ряд Фурье только по синусам 
2

1

1

4 3 2( ) sin sin ( 1) sin
3 3 3 3

n

n

n n nf x x
n

π π π
π

∞
+

=

    = − + −    
     

∑ , 0 <x <3. 

Ещё одним важным примером ортонормированной системы функций является 
2 21, , , , , ,

i x i x i x i xe e e e
T T T T T

ω ω ω ω− −

  

y

x
1
2

0 1 2 3
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на отрезке [a; b]; здесь, как и прежде T = b – a, 2 / Tω = π . Любую функцию, 
удовлетворяющую условиям теореме Дирихле, можно разложить в ряд Фурье по 
этой системе (при этом справедлива теорема Дирихле): 

( ) ~ in x
n

n
f x C e ω

+∞

=−∞
∑ .     (14) 

Коэффициенты Фурье находятся по формуле 

1 ( )
b

in x
n

a
C f x e dx

T
ω−= ∫ . 

Ряд (14) называется рядом Фурье в комплексной форме. При этом между Cn и ко-
эффициентами Фурье an, bn функции f(x) ортонормированной системы 

{ }n 0
cosn x, sin n x ∞

=
ω ω  существует следующая связь: 

0
0 2

aC = ,  
2

n n
n

a ibC −
= ,  

2
n n

n
a ibC−

+
= . 

Пример 24. Разложить функцию f(x) = x на интервале (0; π) в ряд Фурье 
в комплексной форме. 

Решение. В нашем случае T = π,  ω = 2. Имеем 

0
0 0

1 1( ) / 2C f x dx xdx
π π

π
π π

= = =∫ ∫ , 

2 2

0 0

1 1 1 1( )
2

i nx i nx
nC f x e dx xe dx

ni

π π

π π π
− −= = = ⋅ ×

−∫ ∫
i2nx

0
xd(e )

π
− =∫  

2 2

0 02
i nx inxi xe e dx

n

ππ

π
− − = − =  

∫
2 2

0

10
2 2

i n inxi e e
n in

πππ
π

− − − − = − 
 

( )2 0 (1 1)
2 2 2 2 2

ini i i i ie e
n n n n n

ππ π
π π

−   = − − = − − = −      
. 

Таким образом, 

2

0

( ) ~
2 2

inx

n
n

if x e
n

π ∞

=−∞
≠

−
+ ∑ . 

 
 

 



60 
 

Расчетная работа 

Задание 1 

Для заданного ряда: а) найдите сумму первых 4-x членов ряда; б) докажите 
сходимость ряда, пользуясь непосредственно определением сходимости; 
в) найдите сумму ряда. 

1) 
1

1 ,
( 1)n n n

∞

= +
∑ ,     

2) 
1

1
( 1)( 2)n n n

∞

= + +
∑ , 

3) 
1

1
( 1)( 3)n n n

∞

= + +
∑ ,    

4) 
1

1
( 2)( 3)n n n

∞

= + +
∑ , 

5) 
2

1
( 1)n n n

∞

= −
∑ ,     

6) 
1

1
( 2)n n n

∞

= +
∑ , 

7) 
1

1
( 2)( 4)n n n

∞

= + +
∑ ,    

8) 
1

1
( 2)( 5)n n n

∞

= + +
∑ , 

9) 
3

1
( 2)( 1)n n n

∞

= − −
∑ ,    

10) 
3

1
( 2)n n n

∞

= −
∑ , 

11) 
3

1
( 2)( 1)n n n

∞

= − +
∑ ,    

12) 
2

1
( 1)( 1)n n n

∞

= − +
∑ , 
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13) 
1

1
(2 1)(2 1)n n n

∞

= − +
∑ ,    

14) 
1

1
( 4)n n n

∞

= +
∑ , 

15) 
4

1
( 3)n n n

∞

= −
∑ ,     

16) 
4

1
( 2)( 3)n n n

∞

= − −
∑ , 

17) 
2

1
( 1)( 2)n n n

∞

= − +
∑ ,    

18) 
2

1
( 1)( 3)n n n

∞

= − +
∑ , 

19) 
1

1
(2 21)(2 3)n n n

∞

= − +
∑ ,   

20) 
1

1
(2 1)(2 1)n n n

∞

= − +
∑ , 

21) 
0

1 2
3

n

n
n

∞

=

+
∑ ,     

22) 
3

1
( 1)( 2)n n n n

∞

= − −
∑ , 

23) 
0

2 3
4

n n

n
n

∞

=

+
∑ ,     

24) 
4

2
( 1)( 2)( 3)n n n n

∞

= − − −
∑ , 

25) 
1

3
( 1)( 3)n

n
n n n

∞

=

−
+ +

∑ ,    

26)
2

2
( 1) ( 1)n n n n

∞

= − +
∑ , 

27) 2 2
2

2 1
( 1)n

n
n n

∞

=

−
−

∑ ,    

28) 
0

1 3
5

n

n
n

∞

=

+
∑ , 
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29) 
1

3
(3 1)(3 2)n n n

∞

= − +
∑ ,   

30) 2 2
1

8
(2 1) (2 2)n

n
n n

∞

= − +
∑ . 

 

Задание 2 

Установите расходимость ряда, используя критерий Коши или необходи-
мый признак сходимости ряда. 

1) 
1

1
( 2)n n n

∞

= +
∑ ,     

2) 2
1 3n

n
n

∞

= +
∑ , 

3) 
0
cos

3n

nπ∞

=
∑ ,     

4) 
0

3n

n n
∞

=
∑ , 

5) 
3

1
( 1)( 2)n n n

∞

= − −
∑ ,    

6) 
0
sin

7n

nπ∞

=
∑ , 

7) 
1 ( 1)( 2)n

n
n n n

∞

= + +
∑ ,   

8) 
2

3
1 1n

n
n n

∞

= + +
∑ , 

9) 2
1

!
1n

n
n

∞

= +
∑ ,     

10) 
1 ( 1)n

n
n n

∞

= +
∑ , 

11) 
1 3 1n

n
n

∞

= +
∑ ,     

12) 
1

2
3 1

n

n n
∞

= −
∑ , 
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13) 
1 ( 1)( 2)n

n
n n

∞

= + +
∑ ,    

14) 
0
(1 ( 1) )n

n

∞

=
− −∑ , 

15) 
2

2
1 (2 1)n

n
n

∞

= +
∑ ,     

16) 1
1

( 1)!
3n

n

n∞

+
=

+
∑ , 

17) 
1100 1n

n
n

∞

= +
∑ ,     

18) 
2

1

1
1n

n
n

∞

=

− 
 + 

∑ , 

19)
1 1n

n
n

∞

= +
∑ ,     

20) 2
0

4
( 1)

n

n n
∞

= +
∑ , 

21) 2

12
cos

n
n

n
π∞

=
∑ ,     

22) 
0

2 1
2 1

n

n

n
n

∞

=

+ 
 − 

∑ , 

23) 2
0

1
2n

n
n

∞

=

+
+

∑ ,     

24) 
1 2n

n
n n

∞

= +
∑ , 

25) 
1

ln
n

n
n

∞

=
∑ ,     

26) 
1

1
2

n

n

n
n

∞

=

− 
 + 

∑ , 

27) 
2

1

!
3n

n

n∞

=

 
 
 

∑ ,     

28) 
2

2
0

1
5 2n

n
n n

∞

=

+
+ +

∑ , 
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29) 
3 ( 12)( 2)n

n
n n

∞

= − −
∑ ,    

30) 
1

100
( 10)n

n
n n

∞

=

+
+

∑ . 

 
Задание 3a 

Исследуйте сходимость ряда с помощью признаков сравнения. 

1) 2
1

sin( / 3 )
4

n

n n
π∞

=
∑ ,     

2) 3
1 5n

arctgn
n

∞

= +
∑  , 

3) 
2

2
1
ln

9n

n
n

∞

=

 
 + 

∑ ,    

4) 
3 21

2 1
n

arctg n
n

∞

=

−
∑ , 

5) 
41

sin( / 3)
2n

n
n
π∞

= +
∑ ,     

6) 
3

8 151

4 2 1
2n

n
n

∞

=

+ +

+
∑ , 

7) 2
1

ln(( 1) / )
4n

n n
n

∞

=

+
+

∑ ,    

8) 
7 51

cos
n

n
n

π∞

=

+
∑ , 

9) 
sin

31

3
1

n

n n

∞

= +
∑ ,     

10) 
2 2

4
1

cos ( 1)
7n

n n
n

∞

=

+
+

∑ , 

11) 
3 52 41

3
2n

n
n n

∞

=

+

+
∑ ,    

12) 
2

5 61

2 sin
1n

n
n

π∞

=

+

+
∑ , 
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13) 
1

1 1sin
n nn

∞

=
∑ ,     

14) 
cos( /4)

1

3
5 1

n

n n

π∞

= −
∑ , 

15) 
2

2
( 1)( 2)n n n n

∞

= − +
∑ ,   

16) 
3 21

3
1n

tg
n
π∞

= +
∑ , 

17) 
1 4

3

1
1ln 1

2
n n

n

∞

=  + + 

∑ ,   

18) 
2cos

1

8
3 2

n

n n

∞

= +
∑ , 

19) 
1

1 2
3 2

n

n
n

∞

=

+
+

∑ ,     

20) 7
1

5
sin(3 / )n n

∞

=
∑ , 

21) 
3 3

5 81

3 1
4n

n n
n

∞

=

+ +
∑ ,    

22) 
3

31

( / 3)
2 3n

arctg n
n
π∞

= +
∑ , 

23) 2
1

2 sin (3 ( 1) )
4

n

n n
π∞

=

 + −  
∑ ,  

24) 4
1

2
(2 cos( / 3))n

n
n nπ

∞

=

+
+

∑ , 

25) 
3 71 3n

n
n

∞

= +
∑ ,     

26) 
32 21

2
n n arctg n

∞

=
∑ , 

27) 
1

ln(( 1) / ( 3))
n

n n
arctgn

∞

=

+ +
∑ ,   
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28) 
3

7 21 3 5n

n n
n n

∞

=

+

+ +
∑ , 

29) 
31

cos( / 4)
n

n
n n
π∞

= +
∑ ,    

30) 
31

1
n n arctg n

∞

=
∑ . 

 
Задание 3б 

Исследуйте сходимость ряда с помощью признаков сравнения. 

1) 
1

1
2n

n
n

∞

=

+
+

∑ ,     

2) 
31

2 1
2n

n
n n

∞

=

−
− +

∑ , 

3) 3
1

4
2 5n

n n
n n

∞

=

+
− +

∑ ,    

4) 2
1

4
7n

n
n

∞

=

+
−

∑ , 

5) 
3

1

8
4 5n

n
n

∞

=

+
+

∑ ,     

6 
3 2

1 6n

n
n n

∞

= +
∑ , 

7) 
3

2
1

2
1n

n n
n n

∞

=

+
+ −

∑ ,     

8) 
2

4
1

1
5 1n

n n
n n

∞

=

+
+ −

∑ , 

9) 
2 31

2
1n

n
n n n

∞

=

+
+ +

∑ ,    

10) 
31

4 1
5 2n

n
n n n

∞

=

−
+ +

∑ , 

11) 
2

31

3 1
4n

n n
n n

∞

=

+ −
+

∑ ,    

12) 
2

3
1

2
3 4n

n n n
n n

∞

=

− +
+ +

∑ , 
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13) 2
1

3
2 3n

n
n n

∞

=

+
+ +

∑ ,    

14) 
1

3 2
5 1n

n
n n n

∞

=

−
+ −

∑ , 

15) 
2

4 21

5
2 2n

n n
n n n

∞

=

+ +
+ −

∑ ,    

16) 
4

2
1

1
3 7n

n n n
n n

∞

=

+ −
− +

∑ , 

17) 
2

2 31

9
5n

n n
n n n

∞

=

− +
+ +

∑ ,    

18) 2
1

3
6n

n n
n

∞

=

−
+

∑ , 

19) 3 2
1

4
7n

n n n
n n

∞

=

+ +
− +

∑ ,    

20) 
2

3 2
1

1
3 4 2n

n n
n n n

∞

=

+ −
+ − +

∑ , 

21) 
3

1

3
2 7n

n
n

∞

=

+
+

∑ ,     

22) 
4

21

3 1
5n

n n n
n n

∞

=

+ +
+

∑ , 

23)
3 21

2 3
1n

n
n n n

∞

=

−

+ +
∑ ,    

24) 
2

31

5 1
3 2n

n n
n n

∞

=

− −
−

∑ , 

25) 2
1

4
2 3 1n

n n
n n

∞

=

+ +
+ −

∑ ,    

26) 
3

41

2
1n

n
n n n

∞

=

−
+ −

∑ , 

27) 
31

2 1
1n

n
n n n

∞

=

+
+ −

∑ ,    

28) 3
1

4 1
3n

n n
n n

∞

=

+
− +

∑ , 
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29) 
2

3 21

5 2
6 1n

n n
n n n

∞

=

− +
+ +

∑ ,   

30) 
2

33 21

2
1n

n n n
n n n

∞

=

− +

+ +
∑ . 

 
Задание 4 

Исследуйте сходимость ряда с помощью признака Даламбера. 

1) 2

2

1

( !)
3nn

n∞

=
∑ ,     

2) 
1

2 !
( 1)!

n

n

n
n

∞

=

⋅
−

∑ , 

3) 2
1

( 2)!
2 ( !)n

n

n
n

∞

=

+
⋅

∑ ,     

4) 
1

5 !n

n
n

n
n

∞

=

⋅
∑ , 

5) 
5 3

1 (2 1)!n

n
n

∞

= +
∑ ,     

6) 1
1

( 2)!
n

n

n
n

∞

+
=

+
∑ , 

7) 2
1

( 1)!
(2 1)( !)n

n

n
n

∞

=

+
+

∑ ,    

8) 2
1

(2 )!
( !)n

n
n

∞

=
∑ , 

9) 2
2

2 !n

n
n

n
n

∞

−
=

⋅
∑ ,     

10) 2
1

(2 )!
(5 1)( !)n

n

n
n

∞

= +
∑ , 

11) 
2

1

3
(2 )!

n

n n
∞

=
∑ ,     

12) 
2 ( 1)!

n

n

n
n

∞

= −
∑ , 
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13) 
2

1

6
! 3

n

n
n n
∞

= ⋅
∑ ,     

14) 2
1

(2 1)!
( !) 2n

n

n
n

∞

=

+
⋅

∑ , 

15) 
2 2

2
1

( 1) 3
(( 1)!)

n

n

n
n

∞

=

− ⋅
+

∑ ,    

16) 
1 5 ( 1)!

n

n
n

n
n

∞

= −
∑ , 

17) 
2

1

7 ( 1)!
(2 )

n

n
n

n
n

∞

=

+
∑ ,    

18) 
1

(3 4)
( 2)!

n

n

n n
n

∞

=

+ ⋅
+

∑ , 

19) 
2

1

3 ( !)
(3 )!

n

n

n
n

∞

=
∑ ,     

20) 
1

(3 )
( 1)!

n

n

n
n

∞

= −
∑ , 

21) 2

2

1

( !)
3n nn

n
n

∞

= ⋅
∑ ,     

22) 
1 2

1

3 ( 1)
( 2)!

n

n

n
n

+∞

=

⋅ +
+

∑ , 

23) 
2

1 (2 1)!

n

n

n
n

∞

= −
∑ ,     

24) 
1

5 !
(2 1)!

n

n

n
n

∞

=

⋅
+

∑ , 

25) 
1

2
1

2
!

n n

n

n
n n

+∞

=

⋅
⋅

∑ ,     

26) 
1 2 !

n

n
n

n
n

∞

= ⋅
∑ , 

27) 
1

( 2)!
4 (2 )!n

n

n
n

∞

=

+
∑ ,     
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28) 
3

2
1

5
((2 )!)

n

n n
∞

=
∑ , 

29) 
2

2 ( 1)!

n

n

n n
n

∞

=

⋅
−

∑ ,     

30) 
1

!
( 1) (2 1)!n

n

n
n n

∞

= + −
∑ . 

 
Задание 5 

Исследуйте сходимость ряда с помощью радикального признака Коши 
(в некоторых случаях следует воспользоваться тем, что lim 1n

n
n

→∞
= ). 

1) 

2

1

2
3

n

n

n
n

−
∞

=

 
 + 

∑ ,     

2) 

4

3
1

1 11
2

n

n
n n
∞

=

 + 
 

∑ , 

3) 
2 1

1

1
2 1

n

n n

+
∞

=

 
 − 

∑ ,    

4) 
1

1 3 11
2 1

n

n

n
n n

∞

=

+  +  −  
∑ , 

5) 

3

1 2 5

n

n

n
n

∞

=

 
 + 

∑ ,    

6) 
1

sin
2

n

n
n

n
π∞

=
∑ , 

7) 
1

1

3
(2 )

n

n
n n

+∞

=
∑ ,     

8) 
2

1 3(log 2)n
n

n∞

=
∑ , 

9) 2

1
( )

3
n

n
n arctg

n
π∞

=
∑ ,    

10) 
1

1

3
(3 1)

n

n
n n

+∞

= +
∑ , 
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11) 

2 1

1

2
3 1

n

n

n
n

+
∞

=

+ 
 + 

∑ ,    

12) 
1

4 1
2

n

n
n

n n
n

∞

=

− 
 
 

∑ , 

13) 
1

(sin( / 2 ))n

n

n
n

π∞

=
∑ ,    

14) 2

1

2 2
n

n
n

n
∞

=

 + 
 

∑ , 

15) 
2

2
1

3n

n
n n

+∞

=
∑  ,     

16) 
2

1

5
3 2

n

n

n
n

+
∞

=

 
 + 

∑ , 

17) 

2 22

2
1

13
5

n n
n

n

n
n

+
∞

=

 −
 + 

∑ ,   

18) 2

1

1( 1)
2 3

n

n

nn
n

∞

=

+ +  + 
∑ , 

19) 

2

1

2 2
3

n

n
n

n n
n

∞

=

+ 
 
 

∑ ,    

20) 

22 1

1

2
2 1

n

n

n
n

+
∞

=

+ 
 + 

∑ , 

21) 
1

2
1

3n

n
n n

+∞

+
=
∑ ,     

22) 

3 12

2
1 1

n

n

n
n

+
∞

=

 
 − 

∑ , 

23) 

23

1

1 2 n

n

n
e n

∞

=

+  
  
  

∑ ,    

24) 1

1
2n n

n
e

∞
− −

=
⋅∑ , 

25) 
1

2
3 1

n

n

nn
n

∞

=

 
 + 

∑ ,    
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26) 
1 3

n

n
n arctg

n
π∞

=

 
 
 

∑ , 

27) 

2

2

2
1

n
n

n

ne
n

∞

=

+ 
 − 

∑ ,    

28) 

2

2

1
5

1

n
n

n

n
n

∞
+

=

 
 + 

∑ , 

29) 5
1

(log 2)n

n
n

∞

=
∑ ,    

30) 

2 1

3

3
2

n

n

n
n

+
∞

=

+ 
 − 

∑ . 

 

Задание 6 

Исследуйте сходимость ряда с помощью интегрального признака Коши. 

1) 
1

1
( 2)ln( 2)n n n

∞

= + +
∑ ,    

2) 2
1

3 2
4n

n
n

∞

=

+
∑ , 

3) 
1

1
ln 2 ln(ln 2 )n n n n

∞

= ⋅
∑ ,   

4) 2
1

1
( 1)ln ( 1)n n n

∞

= + +
∑ , 

5) 2
1

1
( 2) 1n n

∞

= + +
∑ ,    

6) 
1 2 2

1
1sinn n
n

∞

=
∑ , 

7) 2
1 nn

n
e

∞

=
∑ ,      

8) 
1 3 2

2

1
1cosn n
n

∞

=
∑ , 
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9) 2
1 1n

arctgn
n

∞

= +
∑ ,     

10) 
1

n

n

e
n

−∞

=
∑ , 

11) 
2

1
lnn n n

∞

=
∑ ,     

12) 2
1

1
6 10n n n

∞

= + +
∑ , 

13) 2
1

1
4 13n n n

∞

= − +
∑ ,    

14) 
2

1
lnn n n

∞

=
∑ , 

15) 2
1

1
2 3n n n

∞

= + +
∑ ,    

16) 4
1

2
5n

n
n

∞

= +
∑ , 

17) 
3

8
1

2
9n

n
n

∞

= +
∑ ,     

18) 
21

3
2n

n
n

∞

= +
∑ , 

19) 2 2
1

2 5
( 5 2)n

n
n n

∞

=

+
+ −

∑ ,    

20) 2
1

1
2 5n n n

∞

= + +
∑ , 

21) 1/
2

1

1 n

n
e

n
∞

−

=
∑ ,     

22) 2
1

1
6 7n n n

∞

= + +
∑ , 

23) 
2

3
1

1
3 3n

n
n n

∞

=

+
+ +

∑ ,    

24) 3
2

1
lnn n n

∞

=
∑ , 

25) 2
1

3
4n

n
n

∞

= +
∑ ,     
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26) 
2

2 3
1

3 4
cos ( 4 3)n

n
n n

∞

=

+
+ +

∑ , 

27) 2
1

2
8 7n n n

∞

= + +
∑ ,    

28) 2
1

4
4 8n n n

∞

= + +
∑ , 

29) 
1

1
( 3)ln( 3)n n n

∞

= + +
∑ ,   

30) 2
2

1
lnn n n

∞

= ⋅
∑ . 

 
Задание 7 

Исследуйте ряд на абсолютную и условную сходимость. 

1) 1

1

3( 1)
(5 2)

n
n

n
n n
∞

−

=
−

+
∑ ,   

2) 
1

2( 1)
3 2

n
n

n

∞

=
−

+
∑ , 

3) 
1

1

( 1)
5 2

n

n
n

−∞

=

−
−

∑ ,     

4) 2
1

1( 1)
1

n

n

n
n

∞

=

−
−

+
∑ , 

5) 
21

( 1)
1

n

n n

∞

=

−

+
∑ ,     

6) 
3

1

( 1)
8

n

n
n

n∞

=

−
∑ ,  

7) 
2

2
1

1( 1)
2 1

n
n

n

n n
n n

∞

=

 + +
−  + + 

∑ ,   

8) 
1

1

( 1) ( 2)
4

n

n
n

n−∞

=

− +
∑ , 

9) 
1

1

( 1)
3 1

n

n

n
n

−∞

=

−
+

∑ ,     

10) 
2

3
1

( 1) ( 1)n

n

n
n

∞

=

− −
∑ , 
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11) 2
1

2 1( 1)
1

n

n

n
n

∞

=

−
−

+
∑ ,    

12) 1

1

( 1)!( 1)
3 !

n
n

n

n
n

∞
−

=

+
−

⋅
∑ , 

13) 1

1

2 1( 1)
3 1

n
n

n
n

∞
−

=

−
−

+
∑ ,    

14) 1

31
( 1) sinn

n n
π∞

−

=
−∑ , 

15) 1

31

ln( 1)n

n

n
n

∞
−

=
−∑ ,    

16) 
1

1

( 1)
(2 1)

n

n
n n

−∞

=

−
+

∑ , 

17) 
1

( 1)
2 1

n

n n n

∞

=

−
−

∑ ,    

18) 
1

1

( 1)
3

n

n
n n

−∞

=

−
⋅

∑ , 

19) 2
1

2( 1) ln 1n

n n
∞

=

 − + 
 

∑ ,   

20) 1
2 2

1

3 1( 1)
( 1)

n

n

n
n n

∞
−

=

+
−

+
∑ , 

21) 
1 1

1

( 1) 2n n

n
n n

− +∞

=

−
∑ ,    

22) 
1

( 1)
2

n

n n

∞

=

−
+

∑ , 

23) 
3

1 ( 3)n
n

n∞

= −
∑ ,     

24) 
1

1

( 1)
3 2

n

n n

−∞

=

−
−

∑ , 

25) 
1

( )
( 1) 2 1

n

nn

n
n n

∞

=

−
+ +

∑ ,   

26) 2
1

( 1)
(2 1)

n

n n
∞

=

−
+

∑ , 
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27) 
1

1
1

( 2)
( 1)

n

n
n n

−∞

−
=

−
+

∑ ,     

28) 1

1

2 1( 1)
3 2

n

n

n
n

∞
−

=

+
−

−
∑ , 

29) 
1

1

( 2)
( 1)!

n

n n

−∞

=

−
+

∑ ,     

30) 
2

1

1

3( 1)
!

n
n

n n
∞

−

=
−∑ . 

 
Задание 8 

Найдите область сходимости степенного ряда 

1) 2
1

( 1)
(3 1) 3

n

n
n

x
n

∞

=

−
− ⋅

∑ ,    

2) 
1

(3 2)
(2 1) 4

n

n
n

x
n

∞

=

−
+ ⋅

∑ , 

3) 2
1

( 3)
2 1

n

n

x
n

∞

=

+
+

∑ ,     

4) 
3

2
1

( 3)
3

n

n

x
n

+∞

=

+
+

∑ , 

5) 
1

(2 1)
5

n

n
n

x∞

=

−
∑ ,     

6) 
2

1

1

( 2)( 1)
9

n
n

n
n

x∞
−

=

−
−∑ , 

7) 2 3
1

(3 1)( 3)
( 1) 2

n

n
n

n x
n

∞

+
=

− −
+ ⋅

∑ ,    

8) 
2 1

2
1

( 5)
2 ( 1)

n

n
n

x
n

−∞

=

+
−

∑ , 

9) 
2

3
1

( 3)
1

n

n

n x
n

∞

=

+
+

∑ ,    

10) 2
1

(3 1)
( 1) 2

n

n
n

x
n

∞

=

+
+ ⋅

∑ , 

11) 2
1

(2 5)
( 2) 3

n

n
n

n x
n

∞

=

+
+ ⋅

∑ ,    
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12) 
2

1 5 4

n

nn

x
n

∞

= ⋅ +
∑ , 

13) 
2

1

( 2)
( 3) 2

n

n
n

x
n

∞

=

−
+ ⋅

∑ ,    

14) 
2 1

1 (2 1)!

n

n

x
n

+∞

= +
∑ , 

15) 
1

( 2)
(2 1) 3

n

n
n

x
n

∞

=

+
+ ⋅

∑ ,    

16) 
2 1

1

( 5)
3 8

n

n

x
n

+∞

=

−
+

∑ , 

17) 
2

1

4 ( 1)n n

n

x
n

∞

=

+
∑ ,    

18) 
1

(3 1)
2

n

n
n

x
n

∞

=

−
⋅

∑ , 

19) 
1

( 5)
(3 2) 2

n

n
n

n x
n

∞

=

−
+ ⋅

∑ ,    

20) 
1

( 2)
(3 1) 2

n

n
n

x
n

∞

=

−
+ ⋅

∑ , 

21) 2 1
1

(3 2)( 3)
( 1) 2

n

n
n

n x
n

∞

+
=

− −
+ ⋅

∑ ,   

22) 2
1

( 1)
( 3 2) 3

n

n
n

x
n n

∞

=

+
+ + ⋅

∑ , 

23) 
1 1 3

n

n
n

n x
n

∞

=
⋅

+
∑ ,     

24) 
3

2
1

( 8) n

n

x
n

∞

=

+
∑ , 

25) 
1 !

n

n

x
n

∞

=
∑ ,      

26) 
1

11

( 1)
3

n n

nn

x
n

−∞

−=

−
∑ , 

27) 2
1

( 3)
3 2

n

n
n

x
n

∞

=

+
⋅

∑ ,     
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28) 2
1

( 1)
(2 1) 5

n

n
n

x
n

∞

=

−
+ ⋅

∑ , 

29) 
1

1
1

( 1)
3 ( 2)

n n

n
n

x
n

−∞

−
=

− ⋅
⋅ +

∑ ,    

30) 
1

( 2)
6

n

n
n

x
n

∞

=

−
⋅

∑ . 

 
Задание 9 

Запишите три первых ненулевых члена разложения функции f(x) 
в окрестности указанной точки x0 в ряд Тейлора. 

1) 2( ) sinf x x= , 0 / 2x π= ; 

2) sin( ) xf x xe= , 0x π= ; 

3) 2( ) ln(2 2 )f x x x= − + , 0 1x = ; 
4) ( )f x tgx= , 0 / 4x π= ; 

5) 2( ) cosf x x= , 0 / 2x π= ; 

6) 2( ) (ln(1 )f x x x= − + , 0 1x = ; 
7) ( ) 1 / sinf x x= , 0 / 2x π= ; 

8) 
1( ) ln
2

xf x
x

+
=

−
, 0 1x = ; 

9) ( ) 1 / cosf x x= , 0 0x = ; 

10) 2( ) ln(2 )f x x x= − , 0 1x = ; 

11) 
2

( ) x xf x e− += , 0x 1= ; 
12) f (x) arcsin x= , 0 1 / 2x = ; 
13) ( )f x xe= , 0 / 2x π= ; 
14) ( ) arccosf x x= , 0 1 / 2x = ; 

15) 2( ) 3f x x= + , 0 1x = ; 
16) ( ) lnf x x x= , 0 1x = ; 

17) 3( ) 7f x x= + , 0 1x = ; 
18) ( ) sin 2 cos3f x x x= , 0 0x = ; 

19) 2 1( ) (1 ) xf x x e −= − , 0 1x = ; 

20) ( ) 1 / 10f x x= − , 0 1x = ; 
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21) ( ) sinf x x x= , 0 / 6x π= ; 
22) ( ) sin /f x x x= , 0 / 2x π= ; 

23) 2( ) ln(4 2 )f x x x= − − , 0 1x = ; 
24) ( ) sin cos2f x x x= − , 0 0x = ; 
25) ( ) ( 1) / cosf x x x= − , 0 0x = ; 

26) 3( ) 3 2f x x= − , 0 1x = ; 

27) ( ) 1 / 12 3f x x= − , 0 1x = ; 

28) 2( ) lg(14 )f x x= − , 0 2x = ; 

29) ( ) (1 )sin 2f x x x= − , 0 0x = ; 

30) 2( ) (1 ) /f x x x= − , 0 1x = ; 
 

Задание 10 

Разложите функцию f(x) в окрестности указанной точки x0 в ряд Тейлора, 
пользуясь разложениями основных элементарных функций. 

1) ( ) lnf x x x= , 0 2x = ; 

2) 2( )
9

xf x
x

=
+

, 0 0x = ; 

3) ( ) 9f x x= − , 0 0x = ; 

4) ( )
4

xf x
x

=
+

, 0 3x = ; 

5) 2

cos sin( ) x x xf x
x
−

= , 0 0x = ; 

6) 2

3( )
1 2

f x
x x

=
+ −

, 0 0x = ; 

7) ( )
4 8

xf x
x

=
+

, 0 1x = − ; 

8) 
arcsin( ) 1xf x

x
= − , 0 0x = ; 

9) ( ) ln(10 )f x x x= + , 0 9x = ; 

10) ( )
2
xf x

x
=

−
, 0 1x = ; 

11) 
1( )

5 2
f x

x
=

−
, 0 0x = ; 
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12) 3 3( ) 8f x x= − , 0 0x = ; 
13) ( ) sin(5 )f x x= + , 0 0x = ; 

14) 2 2( ) sinf x x x= , 0 0x = ; 

15) 2( ) (1 )f x x arctgx= − , 0 0x = ; 
16) ( ) sinf x x= , 0 / 6x π= ; 
17) ( ) cosf x x= , 0 / 3x π= ; 

18) 2( ) ln(2 2 )f x x x= − + , 0 1x = ; 

19) 2( ) ln 1f x xarctgx x= − − , 0 0x = ; 
20) ( ) ( 1)sinf x x x= + , 0 1x = − ; 

21) 2( ) ln(3 2 )f x x x= − − , 0 1x = − ; 

22) 2( ) ln(1 6 )f x x x= − − , 0 0x = ; 

23) 2

3( )
( 1)

xf x
x
+

=
+

, 0 2x = ; 

24) 
2

2
( )

1
xf x

x
=

−
, 0 0x = ; 

25) 2( ) ln(1 2 )f x x x= − − , 0 0x = ; 
26) ( ) (1 )ln(2 )f x x x= + + , 0 1x = − ; 
27) ( ) ( 2)cosf x x x= + , 0 2x = − ; 

28) ( ) 2 cos
2
xf x x x= − , 0 2x = ; 

29) 
1 2( ) ln
1 2

xf x
x

−
=

+
, 0 1x = ; 

30) 3 3 2( ) ( 1) /x xf x e e x−= + − , 0 0x = . 
 

Задание 11 

Используя соответствующие разложения в степенной ряд, вычислите ука-
занные интегралы с точностью до 0,0001. 
 

1) 
1

0

sin x dx
x∫ ,     

2) 
1

0
cos x dx∫ , 
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3) 
0,5

3 3

0
1 x dx+∫ ,     

4) 
1,5

0

1
4
xarctg dx

x∫
, 

5) 
0,5

2
0 1

dx
x+∫ ,     

6) 
0,2

3 2

0
1 x dx+∫ , 

7) 
1

0
ln(1 )x x dx+∫ ,    

8) 
20,5

0

xe dx∫ , 

9) 
0,5

0
ln(1 )x dx+∫ ,    

10) 
1

2

0
sin x dx∫ , 

11) 
0,5

3 2

0
cosx xdx∫ ,    

12) 
1

0

1 (cos 1)x dx
x

−∫ , 

13) 
0,5

2

0
x arctgxdx∫ ,    

14) 
0,5

2

0
cos x dx∫ , 

15) 
1

4
0 1

dx
x+∫ ,      

16) 
0,5

3 2

0
4 3x dx−∫ , 

17) 
31

0

xxe dx∫ ,     

18) 
0,5

3

0
ln(1 )x dx+∫ , 

19) 
0,5

0

xx e dx−∫ ,     
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20) 
2

1/

1

xe dx∫ , 

21) 
0,5

2 2

0,5
ln(1 )x x dx

−
+∫ ,   

22) 
0,5

0
ln(1 )x x dx+∫ , 

23) 
2

1

1 ( 1)xe dx
x

− −∫ ,    

24) 
21

0

xe dx−∫ , 

25) 
0,5

2

0
arctgx dx∫ ,    

26) 
1

0
sinx x dx∫ , 

27) 
0,5

0
cosx x dx∫ ,    

28) 
0,5

2

0
cosx x dx∫ , 

29) 
0,4

3

0
ln(1 )x dx+∫ ,    

30) 
0,5

2

0
sin x dx∫ . 

 

Задание 12 

Найдите первые четыре ненулевых члена разложения в степенной ряд ре-
шения дифференциального уравнения с начальными условиями. 

21) (1 ) 0,
(0) 2, (0) 2;

y x y
y y
′′ − + =

′= − =
   

2) cos 2 ,
(0) 0, (0) 1;

y y x
y y
′′ = +

′= =
 

3) ,
(0) 1, (0) 1;

y xyy
y y
′′ ′=

′= =
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24) 0,
(0) 1, (0) 0;

y xy y
y y
′′ ′− + =

′= =
 

5) 0,
(0) 0, (0) 1;

xy y
y y
′′ + =

′= =
   

26) ,
(0) 0, (0) 1;

y x y y
y y
′′ ′= −

′= =
 

7) ,
(0) 0, (0) 1;

y xy y
y y
′′ ′= +

′= =
    

8) ,
(0) 1, (0) 1;

xy xy y e
y y
′′ ′− = + +

′= = −
 

9) 0,
(0) 0, (0) 1;

y xy
y y
′′ + =

′= =
   

10) cos ,
(0) 1, (0) 1;

y y y x
y y
′′ ′= +

′= =
 

211) ( ) ,
(0) 0, (0) 1;
y y y
y y
′′ ′= +

′= = −
   

12) 0,
(0) 1, (0) 0;

y xy y
y y
′′ ′− − =

′= =
 

213) ,
(0) 1, (0) 0;
y y xy

y y
′′ ′= +

′= =
   

214) ,
(0) 1, (0) 1;

y yy x
y y
′′ ′− =

′= − =
 

15) 0,

(0) 1, (0) 0;

xy y
y

y y

′′ ′+ + =

′= =
   

216) ( ) ,
(0) 4, (0) 2;

y y xy
y y
′′ ′= −

′= =
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317) 0,
(0) 1, (0) 1;

y xy y
y y
′′ ′+ + =

′= =
   

18) (2 1) 1,
(0) 0, (0) 1;

y x y
y y
′′ ′= − −

′= =
 

19) ,
(0) 0, (0) 1;

yy y xe
y y
′′ ′= −

′= =
   

220) ( 1) 0,
(0) 2, (0) 2;

y x y
y y
′′ − + =

′= =
 

221) 0,
(0) 1, (0) 0;

y x y y
y y
′′ ′− + =

′= =
   

22) 0,
(0) 0, (0) 1;

y xy y
y y
′′ ′+ + =

′= = −
 

2 223) ,
(0) 0, (0) 1;

y y x y
y y
′′ ′= −

′= =
   

224) ( ) 2,
(0) 1, (0) 1;

y y
y y
′′ ′− =

′= = −
 

25) ,
(0) 0, (0) 1;

yy y e xy
y y
′′ ′ ′= +

′= = −
   

226) ,
(0) 0, (0) 1;

xy xy x e
y y
′′ ′− =

′= = −
 

27) 2 4 ,
(0) 0, (0) 1;

y xy y
y y
′′ ′= +

′= =
   

2 228) 2 2 ,
(0) 1, (0) 1;

y xy x yy
y y
′′ ′= +

′= =
 

29) 4 2 0,
(0) 2, (0) 0;
xy xy y

y y
′′ ′+ + =

′= =
   

30) 2 2 ,
(0) 0, (0) 1.

y x yy
y y
′′ ′= −

′= =
 



85 
 

 

Задание 13 

Выполните следующие действия: 
а) разложите заданную функцию f(x) на указанном промежутке в тригоно-

метрический ряд Фурье; б) постройте графики функций f(x), S(x); в) найдите раз-
ложение f(x) в ряд Фурье в комплексной форме. 

3 2, 2 0,
1) ( )

2, 0 1;
x x

f x
x

− − < ≤
= − < ≤

   

3, 3 0,
2) ( )

2 3, 0 1;
x

f x
x

− < ≤
= − + < ≤

 

2, 1 0,
3) ( ) 12 , 0 2;

3

x
f x

x x

− < ≤
= 

− < ≤

   

11 , 4 0,
4) ( ) 4

1, 0 2;

x x
f x

x

 − − < ≤= 
 < ≤

 

9, 5 0,
5) ( )

6, 0 1;
x

f x
x x
− − < ≤

=  − < ≤
    

5 1, 1 0,
6) ( ) 2

4, 0 2;

x x
f x

x

 + − < ≤= 
 < ≤

 

2 2, 3 0,
7) ( )

5, 0 1;
x x

f x
x

− + − < ≤
=  < ≤

   

4 , 2 0,
8) ( )

3, 0 1;
x x

f x
x

+ − < ≤
=  < ≤

 

3 1, 1 0,
9) ( ) 2

2, 0 3;

x x
f x

x

 + − < ≤= 
 < ≤

   

12 , 3 0,
10) ( ) 2

4, 0 3;

x x
f x

x

 + − < ≤= 
 < ≤
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8, 4 0,
11) ( )

3 2, 0 1;
x

f x
x x
− − < ≤

=  + < ≤
   

4 1, 1 0,
12) ( )

2, 0 4;
x x

f x
x

− − < ≤
=  < ≤

 

3 2, 2 0,
13) ( )

5, 0 1;
x x

f x
x

+ − < ≤
=  < ≤

   

1 1, 1 0,
14) ( ) 2

3, 0 5;

x x
f x

x

 − − < ≤= 
 < ≤

 

11 , 2 0,
15) ( ) 3

7, 0 4;

x x
f x

x

 − − < ≤= 
 < ≤

   

2 3, 1 0,
16) ( )

3, 0 5;
x x

f x
x

− + − < ≤
=  < ≤

 

2, 3 0,
17) ( )

1, 0 1;
2

x
f x x x

− < ≤
= 

+ < ≤

    

4, 2 0,
18) ( ) 2 1, 0 2;

3

x
f x

x x

− < ≤
= 

− < ≤

  

3 2, 4 0,
19) ( )

1, 0 2;
x x

f x
x

− − < ≤
=  < ≤

   

1, 2 0,
20) ( )

2 3, 0 1;
x

f x
x x

− − < ≤
=  + < ≤

 

2, 1 0,
21) ( )

3 5, 0 2;
x

f x
x x
− − < ≤

=  − < ≤
   

2 1, 4 0,
22) ( )

3, 0 1;
x x

f x
x

− + − < ≤
=  < ≤

 

1 2, 3 0,
23) ( ) 3

4, 0 1;

x x
f x

x

 − − < ≤= 
 < ≤
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5, 2 0,
24) ( )

4 1, 0 3;
x

f x
x x
− < ≤

=  − < ≤
 

2, 1 0,
25) ( )

3 4, 0 2;
x

f x
x x
− − < ≤

=  + < ≤
   

6 1, 2 0,
26) ( )

1, 0 2;
x x

f x
x

− − < ≤
=  < ≤

 

3, 3 0,
27) ( )

2 4, 0 1;
x

f x
x x

− − < ≤
=  − < ≤

   

4, 1 0,
28) ( ) 1 2, 0 2;

2

x
f x

x x

− < ≤
= 

+ < ≤

, 

3, 4 0,
29) ( )

2 3, 0 2;
x

f x
x x
− < ≤

=  − < ≤
   

2, 2 0,
30) ( )

3 1, 0 1.
x

f x
x x
− < ≤

=  − < ≤
 

 

Задание 14 

 Разложите заданную функцию f(x) на указанном интервале в тригономет-
рический ряд Фурье. 

1) 
2

( ) , ( 1;1)
2
xf x = − ; 

2) ( ) sin 2 , ( ; )
4 4

f x x π π
= − ; 

3) ( ) 1, ( 1;1)f x x= − − ; 

4) ( ) sin , ( ; )
2 4

f x x π π
= − ; 

5) ( ) cos , ( ; )
2 2 2
xf x π π

= − ; 

6) 2( ) / 3, ( 1;1)f x x= − ; 

7) 
2 2

( ) , ( ; )
4 12 2 2
xf x π π π

= − − ; 



88 
 

8) 
3( ) sin , ( ; )
4
xf x π π= − ; 

9) ( ) sin , ( ; )
2 2

f x x x π π
= − ; 

10) 2( ) 1 / 4, ( 4; 4)f x x= − − ; 
11) ( ) 2 , ( 2; 2)f x x= − − ; 

12) 2( ) 1 / 2, ( 2; 2)f x x= − − ; 

13) ( ) 2sin , ( ; )
2 2 2
xf x π π

= − ; 

14) 
cos( ) 1, ( ; )

2 4 4
xf x π π

= + − ; 

15) 2( ) 3 , ( 2; 2)f x x= − ; 

16) 24( ) , ( 3; 3)
3

f x x= − ; 

17) ( ) 2sin , ( ; )
3
xf x π π= − ; 

18) 2( ) 2 3 , ( ; )
2 2

f x x π π
= − − ; 

19) ( ) 3cos , ( ; )
2 3 3
xf x π π

= − ; 

20) 
2

( ) 1, ( 6; 6)
2
xf x = + − ; 

21) ( ) 1, ( 2; 2)
2
x

f x = + − ; 

22) ( ) 2cos2 , ( ; )
8 8

f x x π π
= − ; 

23) 2( ) , ( 1;1)f x x x= + − ; 

24) 
1 1( ) 1 2 , ( ; )
2 2

f x x= − − ; 

25) ( ) sin , ( ; )
4 4

f x x π π
= − ; 

26) ( ) cos3 , ( ; )
12 12

f x x π π
= − ; 

27) ( ) , ( 1;1)f x x x x= + − ; 
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28) ( ) sin , ( ; )
4 4

f x x x π π
= − ; 

29) ( ) cos , ( ; )
4 4

f x x x π π
= − ; 

30) ( ) cos , ( ; )
2 2

f x x π π
= − . 

 
 

Задание 15 

Разложите заданную функцию f(x) на указанном интервале в тригономет-
рический ряд: а) только по косинусам, б) только по синусам. 
1) f (x) x 2, (0;1)= + ;   

2) ( ) 24 ,
3

f x x=    ( )3;3− ; 

3) ( ) 3 , (0;3)f x x= − ;   

4) ( ) 2 , (0; 3)
3
xf x = − ; 

5) ( ) , (0; )
2 2

f x xπ π
= − ;   

6) ( ) cos2 , (0; )
8

f x x π
= ; 

7) ( ) 2 , (0; )
4

f x x π
= ;   

8) ( ) 2 3, (0;1)f x x= + ; 

9) ( ) 1 , (0; 2)
2
xf x = − ;   

10) ( ) 1, (0; 3)
3
xf x = − ; 

11) 
1( ) 2 1, (0; )
2

f x x= − ;   

12) ( ) 3 , (0; 3)f x x= − ; 
13) ( ) ( 1) / 2, (0;1)f x x= − ;  

14) ( ) 2 , (0;1)
3
xf x = − ; 



90 
 

15) 
1( ) , (0;1)
4

f x x= − ;   

16) ( ) sin3 , (0; )
6

f x x π
= ; 

17) ( ) 1, (0; 2)
4
xf x = + ;   

18) ( ) cos , (0; )
4 2
xf x π

= ; 

19) ( ) / 2, (0; )f x xπ π= + ; 

20) ( ) 2, (0; 4)
4
xf x = − ; 

21) 
3( ) 2 3, (0; )
2

f x x= − ;   

22) ( ) 4 , (0; 4)f x x= − ; 

23) 
1( ) 2 , (0; )
2

f x x= ;   

24) 
3( ) , (0;1)
2

f x x= ; 

25) ( ) 3 1, (0;1)f x x= + ;   
26 ( ) 3 , (0; 3)f x x= − ; 

27) ( ) 3, (0; 2)
2
xf x = − ;   

28) ( ) 2 1, (0; 6)f x x= + ; 
29) ( ) 2 3 , (0; 2)f x x= − ;   

30) ( ) 2 , (0; 4)
2
xf x = − . 
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Задание 16 

Разложите функцию f(x), заданную на интервале (0; 3) графически, в три-
гонометрический ряд Фурье: а) только по косинусам; б) только по синусам.  
1 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

2 

y

x

1

2

0 1 2 3
 

 
3 

y

x

1

2

0 1 2 3
 

4 

y

x
1
2

0 1 2 3
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5 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

6 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

7 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

 
8 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

9 

y

x
1
2

0 1 2 3
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10 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

 
11 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

 
12 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

 
13 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

14 

y

x
1
2

0 1 2 3
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15 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

16 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

17 

1

y

x
1
2

0 2 3
 

 
18 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

19 

y

x
1
2

0 1 2 3
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20 

x
1
2

0 1 2 3

y

 
21 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

22 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

 
23 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

24 

y

x
1
2

0 1 2 3
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25 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

26 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

27 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

28 

y

x
1
2

0 1 2 3
 

 
 
 
 
 
 
 
 



97 
 

29 

1

y

x
1
2

0 2 3
 

30 

y

x
1
2

0 1 2 3
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