
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 152, êí. 1 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2010
ÓÄÊ 517.982.1+517.983.27ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎ�ÅÌ Ê�ÅÉÍÀ�ØÌÓËÜßÍÀÈ ËÎÇÀÍÎÂÑÊÎ�Î ÍÀ ÑËÓ×ÀÉÌÅÒ�ÈÇÓÅÌÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂ Ñ ÊÎÍÓÑÎÌË.Â. Âåñåëîâà, Î.Å. ÒèõîíîâÀííîòàöèÿÒåîðåìà Êðåéíà �Øìóëüÿíà î íåñïëþùåííîñòè çàìêíóòîãî ïîðîæäàþùåãî êîíóñàâ áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è ðåçóëüòàò Ëîçàíîâñêîãî îá àâòîìàòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòèëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ îáîáùåíû íà ñëó÷àé ïîëíûõ ìåòðèçóåìûõ òîïîëî-ãè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòðèçóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, êîíóñ, ïî-ëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, òåîðåìà Êðåéíà �Øìóëüÿíà.Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � îáîáùèòü íà ñëó÷àé ïîëíûõ ìåòðèçóåìûõ òîïîëîãè÷å-ñêèõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Êðåéíà �Øìóëüÿíà î íåñïëþ-ùåííîñòè çàìêíóòîãî ïîðîæäàþùåãî êîíóñà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è ïåðåíå-ñòè íà ýòîò ñëó÷àé ðåçóëüòàò �.ß. Ëîçàíîâñêîãî îá àâòîìàòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòèëèíåéíûõ ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ. Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå Ï.Ï. Çàáðåéêî [1℄áûëî ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå òåîðåìû Êðåéíà �Øìóëüÿíà íà ìåòðèçóå-ìûå ïðîñòðàíñòâà, îäíàêî íàø ïîäõîä îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà [1℄ êàê ïî òåõíèêåäîêàçàòåëüñòâà, òàê è ïî �îðìå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà. Áîëåå òîãî, ìû íåñêîëüêîîñëàáëÿåì òðåáîâàíèÿ íà ðàññìàòðèâàåìûé êîíóñ, çàìåíÿÿ îáû÷íîå òðåáîâàíèå çà-ìêíóòîñòè íà óñëîâèå, êîòîðîå íàçûâàåì ¾íàïîëíåííîñòüþ¿. Òàêèì îáðàçîì, óæåâ ñëó÷àå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ìû ïîëó÷àåì îïðåäåëåííîå óñèëåíèå èçâåñòíûõäî ñèõ ïîð ðåçóëüòàòîâ â ðàññìàòðèâàåìîì íàïðàâëåíèè.Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì �îð-ìóëèðîâàòü â ðàìêàõ ìåòðèçóåìûõ òîïîëîãè÷åñêèõ àáåëåâûõ ãðóïï.Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ. Ôóíêöèþ ‖ · ‖ : G →
→ R

+ áóäåì íàçûâàòü g-íîðìîé, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:(a) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 (x ∈ G);(b) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (x, y ∈ G);(
) ‖−x‖ = ‖x‖ (x ∈ G).Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà ρ(x, y) = ‖x − y‖ çàäàåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-ñòâèå ìåæäó èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ìåòðèêàìè ρ è g -íîðìàìè ‖ ·‖íà G è, ãîâîðÿ î ñõîäèìîñòè, ïîëíîòå è ò. ï. îòíîñèòåëüíî g -íîðìû, áóäåì ïîä-ðàçóìåâàòü âûïîëíåíèå òîãî èëè èíîãî ñâîéñòâà îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåéèíâàðèàíòíîé ìåòðèêè. Äâå g -íîðìû íà îäíîé è òîé æå àáåëåâîé ãðóïïå áóäåìíàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì èíâàðèàíòíûå ìåòðèêè ýê-âèâàëåíòíû, òî åñòü çàäàþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ.



ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÒÅÎ�ÅÌ Ê�ÅÉÍÀ�ØÌÓËÜßÍÀ È ËÎÇÀÍÎÂÑÊÎ�Î. . . 127Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ïîäïîëóãðóïïû S àáåëåâîé ãðóïïû G ñ g -íîðìîé ‖ · ‖ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) ëþáàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ýëåìåíòîâ èç S òàêàÿ,÷òî xn+1 − xn ∈ S äëÿ âñåõ n ∈ N , ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x ∈ S ;
(ii) åñëè xn ∈ S è ∞

∑

n=1

‖xn‖ < ∞ , òî ðÿä ∞
∑

n=1

xn ñõîäèòñÿ ïî g -íîðìå ê íåêî-òîðîìó x ∈ S .Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿïðàêòè÷åñêè íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà õîðîøî èçâåñòíîãî êðèòåðèÿïîëíîòû íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì., íàïðèìåð, [2, ï. 148.4℄).(i) =⇒ (ii). Ýòà èìïëèêàöèÿ ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞
∑

n=1

‖xn‖âëå÷åò �óíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòíûõ ñóìì { n
∑

i=1

xi

} .(ii) =⇒ (i). Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (ii) è ïóñòü {xn} � òàêàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç S , ÷òî xn+1 − xn ∈ S äëÿ âñåõ n ∈ N . Ïåðåõîäÿ,åñëè íóæíî, ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ òåìñàìûì îáùíîñòè, ÷òî ∞
∑

n=1

‖xn+1 − xn‖ < ∞ . Òîãäà ðÿä ∞
∑

n=1

(xn+1 − xn) ñõîäèòñÿê íåêîòîðîìó x ∈ S , è ïîýòîìó xn → x1 + x ∈ S .Çàìå÷àíèå 1. Âçÿâ â ïðåäëîæåíèè 1 â êà÷åñòâå S ñàìó ãðóïïó G , ìû ïîëó÷àåìêðèòåðèé ïîëíîòû àáåëåâîé ãðóïïû ñ g -íîðìîé.Îïðåäåëåíèå 2. Ïîäïîëóãðóïïó S àáåëåâîé ãðóïïû G ñ g -íîðìîé ‖ ·‖ áóäåìíàçûâàòü íàïîëíåííîé, åñëè äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèéïðåäëîæåíèÿ 1.Çàìå÷àíèå 2. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (i), íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñâîéñòâî áûòüíàïîëíåííîé äëÿ ïîäïîëóãðóïïû èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê ýêâèâà-ëåíòíîé g -íîðìå.Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü (G, ‖ · ‖) � àáåëåâà ãðóïïà ñ g -íîðìîé. Ïîäïîëóãðóïïà
S íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé, åñëè ëþáîé x ∈ G ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
x = x′ − x′′ , ãäå x′, x′′ ∈ S . Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî λ > 0 òàêèå x′, x′′ âñåãäà ìîæíîïîäîáðàòü òàê, ÷òî ‖x′‖ + ‖x′′‖ ≤ λ‖x‖ , òî S áóäåì íàçûâàòü λ-ïîðîæäàþùåé.Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü òàêæå, ÷òî S λ-ïîðîæäàåò G .Ëåììà 1. Ïóñòü ïîäïîëóãðóïïà S àáåëåâîé ãðóïïû G ñ g -íîðìîé ‖ · ‖ ÿâëÿ-åòñÿ íàïîëíåííîé è λ-ïîðîæäàþùåé ïðè íåêîòîðîì λ > 0 . Òîãäà G êàê ìåòðè-÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ çàìå÷àíèåì 1. Ïóñòü xn èç G òàêîâû, ÷òî
∞
∑

n=1

‖xn‖ < ∞ . Äëÿ êàæäîãî n íàéäåì x′
n, x′′

n ∈ S òàêèå, ÷òî xn = x′
n−x′′

n è ‖x′
n‖+

+ ‖x′′
n‖ ≤ λ‖xn‖ . Òîãäà ∞

∑

n=1

‖x′
n‖ < ∞ è ∞

∑

n=1

‖x′′
n‖ < ∞ , ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿòñÿðÿäû ∞

∑

n=1

x′
n è ∞

∑

n=1

x′′
n , ïîýòîìó ñõîäèòñÿ è ∞

∑

n=1

xn .



128 Ë.Â. ÂÅÑÅËÎÂÀ, Î.Å. ÒÈÕÎÍÎÂËåììà 2. Ïóñòü S � íàïîëíåííàÿ è ñîäåðæàùàÿ 0 ïîäïîëóãðóïïà àáåëåâîéãðóïïû G ñ g-íîðìîé ‖·‖G , E � ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïîëóãðóïïîé S . Ôîðìóëà
‖x‖E = inf{‖x′‖G + ‖x′′‖G | x′, x′′ ∈ S, x = x′ − x′′}çàäàåò g -íîðìó íà E , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîñòðàíñòâî E êàê ìåòðè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî ïîëíî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ E èìååì: ‖x‖E ≥ ‖x‖G , à äëÿ x ∈ S èìååì:

‖x‖E = ‖x‖G . Â ãðóïïå E ñ g-íîðìîé ‖ · ‖E ïîëóãðóïïà S íàïîëíåííàÿ è λ-ïîðîæäàþùàÿ ïðè ëþáîì λ > 1 . Åñëè ïîëóãðóïïà S çàìêíóòà â (G, ‖ · ‖G) , òîîíà çàìêíóòà è â (E, ‖ · ‖E) .Äîêàçàòåëüñòâî. Èçó÷èì ïðåæäå âñåãî âçàèìîñâÿçü �óíêöèé ‖·‖E è ‖·‖G íà
E è íà S . Äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x ∈ E â âèäå ðàçíîñòè x = x′−x′′ ýëåìåíòîâèç S èìååòñÿ îöåíêà íîðìû ‖x‖G = ‖x′ − x′′‖G ≤ ‖x′‖G + ‖x′′‖G , ïîýòîìó

‖x‖G ≤ inf{‖x′‖G + ‖x′′‖G | x′, x′′ ∈ K, x = x′ − x′′} = ‖x‖E.Åñëè x ∈ S , òî x = x− 0 � îäíî èç ïðåäñòàâëåíèé x â âèäå ðàçíîñòè ýëåìåíòîâ èç
S , ïîýòîìó

‖x‖E = inf{‖x′‖G + ‖x′′‖G | x′, x′′ ∈ K, x = x′ − x′′} ≤ ‖x‖G + ‖0‖G = ‖x‖G.Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèå äëÿ �óíêöèè ‖ · ‖E íà E àêñèîì g -íîðìû. Íåîò-ðèöàòåëüíîñòü �óíêöèè ‖ · ‖E î÷åâèäíà. Åå òî÷íîñòü ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà
‖x‖G ≤ ‖x‖E . Ñâîéñòâî (
), ‖−x‖E = ‖x‖E , ïðîâåðÿåòñÿ òðèâèàëüíî. Äîêàæåìíåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü x = x1 + x2 (x1, x2 ∈ E ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0 è i = 1, 2 âûáåðåì x′

i, x
′′
i ∈ S òàê, ÷òî xi = x′

i−x′′
i è ‖x′

i‖G +‖x′′
i ‖G ≤ ‖xi‖E +

+ ε/2 . Òîãäà x = (x′
1 + x′

2) − (x′′
1 + x′′

2 ) è
‖x‖E ≤ ‖x′

1 + x′
2‖G + ‖x′′

1 + x′′
2‖G ≤

≤ ‖x′
1‖G + ‖x′′

1‖G + ‖x′
2‖G + ‖x′′

2‖G ≤

≤ ‖x1‖E + ‖x2‖E + ε.Îòñþäà â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ñëåäóåò, ÷òî ‖x‖E ≤ ‖x1‖E + ‖x2‖E .Äîêàæåì, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ íàïîëíåííîé â (E, ‖ · ‖E) . Ïóñòü xn ∈ S òàêîâû, ÷òî
xn+1 − xn ∈ S äëÿ âñåõ n ∈ N è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} �óíäàìåíòàëüíà ïî
g -íîðìå ‖ · ‖E . Òîãäà {xn} �óíäàìåíòàëüíà è ïî g -íîðìå ‖ · ‖G , ñëåäîâàòåëüíî,
‖x− xn‖G → 0 äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ S . Îäíàêî x− xn = lim

m→∞
(xm − xn) ïî g -íîðìå

‖ · ‖G ïðè êàæäîì n ∈ N , ïîýòîìó x − xn ∈ S è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖x − xn‖E → 0 .Èç îïðåäåëåíèÿ ‖·‖E è ñîâïàäåíèÿ ‖·‖E 
 ‖·‖G íà S ÿñíî, ÷òî S λ-ïîðîæäàåò Eïðè ëþáîì λ > 1 . Èç ëåììû 1 òîãäà ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíî ‖ · ‖E ïðîñòðàíñòâî
E êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ïîëíî.Åñëè ïîëóãðóïïà S çàìêíóòà â (G, ‖ · ‖G) , òî çàìêíóòîñòü S â (E, ‖ · ‖E) òðè-âèàëüíî âûâîäèòñÿ èç íåðàâåíñòâà ‖x‖G ≤ ‖x‖E (x ∈ E ).Ïóñòü òåïåðü X � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R . Íàïîìíèì, ÷òî ïîä-ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ êëèíîì, åñëè K+K ⊂ K è αK ⊂ K äëÿ ëþáîãî α ∈ R

+ .Åñëè äîïîëíèòåëüíî K
⋂

(−K) = {0} , òî òàêîé êëèí íàçûâàåòñÿ êîíóñîì.Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ, à êëèí âíåì � ïîäïîëóãðóïïîé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü g -íîðìû íà âåêòîð-íîì ïðîñòðàíñòâå è ãîâîðèòü î íàïîëíåííîñòè êëèíà â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ
g -íîðìîé.
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g -íîðìà ‖ · ‖ íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ F -íîðìîé, åñëè óìíî-æåíèå (α, x) 7→ αx (α ∈ R, x ∈ X) ñîâìåñòíî íåïðåðûâíî. F -íîðìà ‖·‖ íàçûâàåòñÿíåóáûâàþùåé, åñëè ‖αx‖ ≤ ‖x‖ äëÿ ëþáûõ x ∈ X , 0 ≤ α ≤ 1 . Ïîëíîå ïðîñòðàíñòâîñ F -íîðìîé íàçûâàåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì.Ëåììà 3. Ïóñòü ‖ · ‖X � íåóáûâàþùàÿ F -íîðìà íà X , êëèí K â ïðîñòðàí-ñòâå (X, ‖ · ‖X) ÿâëÿåòñÿ íàïîëíåííûì. Ïîñòðîèì (E, ‖ · ‖E) êàê â ëåììå 2, âçÿâ

X â êà÷åñòâå G , à K â êà÷åñòâå S , òî åñòü ïîëîæèì: E = K − K , ‖x‖E =
= inf{‖x′‖X +‖x′′‖X | x′, x′′ ∈ K, x = x′−x′′} . Òîãäà (E, ‖·‖E) � F -ïðîñòðàíñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, E åñòü ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X .Îñòàåòñÿ óñòàíîâèòü ñîâìåñòíóþ íåïðåðûâíîñòü â (E, ‖ · ‖E) îïåðàöèè óìíîæåíèÿíà ñêàëÿð. Ñîãëàñíî òåîðåìå II.1.12 [3℄ äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàçäåëüíóþíåïðåðûâíîñòü, à çíà÷èò, ïîêàçàòü, ÷òî1) ‖αxn‖E → 0 , åñëè ‖xn‖E → 0 (α ∈ R) ;2) ‖αnx‖E → 0 , åñëè αn → 0 (x ∈ E) .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 1) ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî α > 0 ,è îáîçíà÷èì ÷åðåç [α] öåëóþ ÷àñòü α . Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ïîäáåðåì
x′

n, x′′
n ∈ K òàê, ÷òî xn = x′

n − x′′
n è ‖x′

n‖X + ‖x′′
n‖X → 0 . Òîãäà

‖αxn‖E ≤ ‖αx′
n‖X + ‖αx′′

n‖X ≤

≤ ‖ [α]x′
n‖X + ‖(α − [α])x′

n‖X + ‖ [α]x′′
n‖X + ‖(α − [α])x′′

n‖X ≤

≤ ([α] + 1)(‖x′
n‖X + ‖x′′

n‖X) → 0.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 2) âîçüìåì òàêèå x′, x′′ ∈ K , ÷òî x = x′ − x′′ . Òîãäà
‖αnx‖E = ‖ |αn|x ‖E ≤ ‖ |αn|x

′ ‖X + ‖ |αn|x
′′ ‖X → 0,òàê êàê ‖ · ‖X åñòü F -íîðìà è |αn| → 0 .Òåîðåìà 1 àíàëîã òåîðåìû Êðåéíà �Øìóëüÿíà. Ïóñòü K � ïîðîæäà-þùèé íàïîëíåííûé êëèí â F-ïðîñòðàíñòâå (X, ‖ · ‖) . Òîãäà îòíîñèòåëüíî íåêî-òîðîé ýêâèâàëåíòíîé F-íîðìû êëèí K ÿâëÿåòñÿ λ-ïîðîæäàþùèì ïðè ëþáîì

λ > 1 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå I.2.2 [4℄ �îðìóëà
‖x‖0 = sup

0≤β≤1

‖βx‖, x ∈ X,îïðåäåëÿåò íåóáûâàþùóþ F -íîðìó ‖ · ‖0 , ýêâèâàëåíòíóþ èñõîäíîé F -íîðìå ‖ · ‖ .Ïîñòðîèì ‖ · ‖1 àíàëîãè÷íî êîíñòðóêöèè ëåììû 2:
‖x‖1 = inf{‖x′‖0 + ‖x′′‖0 | x′, x′′ ∈ K, x = x′ − x′′}, x ∈ X.Ñîãëàñíî ëåììàì 2 è 3 ïðîñòðàíñòâî (X, ‖ · ‖1) ÿâëÿåòñÿ F -ïðîñòðàíñòâîì, â êîòî-ðîì êëèí K ÿâëÿåòñÿ λ-ïîðîæäàþùèì ïðè ëþáîì λ > 1 . Òàê êàê ‖x‖1 ≤ ‖x‖0 äëÿâñåõ x ∈ X , òî F -íîðìà ‖ · ‖1 ýêâèâàëåíòíà ‖ · ‖0 (ñì. òåîðåìó II.2.5 [3℄), à çíà÷èò,ýêâèâàëåíòíà è ‖ · ‖ .Â [5℄ äîêàçàí ðÿä ñëåäñòâèé òåîðåìû 1 àíàëîãè÷íûõ ñëåäñòâèÿì èç òåîðåìûÊðåéíà �Øìóëüÿíà, ïðèâåäåííûì â [6, 7℄. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ îäíèì èç íèõ. Çà-ìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå, ñ�îðìóëèðîâàííîå â çàìå÷àíèè 2, ïîçâîëÿåò íàì ãîâîðèòüî íàïîëíåííîñòè êëèíà â ìåòðèçóåìîì òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.



130 Ë.Â. ÂÅÑÅËÎÂÀ, Î.Å. ÒÈÕÎÍÎÂÑëåäñòâèå 1. Ïóñòü X1 è X2 � ïîëíûå ìåòðèçóåìûå òîïîëîãè÷åñêèå âåê-òîðíûå ïðîñòðàíñòâà, K1 � ïîðîæäàþùèé íàïîëíåííûé êëèí â X1 , K2 � çà-ìêíóòûé êîíóñ â X2 . Òîãäà ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð èç X1 â X2 , îòîáðàæàþ-ùèé K1 â K2 , ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X1 åñòü F -ïðîñòðàíñòâî ñ F -íîðìîé ‖ · ‖1 , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êëèí K1 ÿâëÿåòñÿ íàïîë-íåííûì è λ-ïîðîæäàþùèì ïðè íåêîòîðîì λ > 1 .Ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì ãðà�èêå (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó II.2.4 [3℄) äëÿ äîêàçà-òåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà T äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åãî çàìêíóòîñòü. Ïóñòü
{xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X1 òàêàÿ, ÷òî ‖xn‖1 → 0 è Txn → y â ïðîñòðàíñòâå
X2 . Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî y = 0 . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
∞
∑

n=1

n‖xn‖1 < ∞ . Äëÿ êàæäîãî xn âîçüìåì x′
n, x′′

n ∈ K1 òàêèå, ÷òî xn = x′
n − x′′

n è
‖x′

n‖1 + ‖x′′
n‖1 ≤ λ‖xn‖1 , è ïîëîæèì un = x′

n + x′′
n . Òàê êàê

∞
∑

n=1

‖nun‖1 ≤

∞
∑

n=1

n‖un‖1 ≤

∞
∑

n=1

n(‖x′
n‖1 + ‖x′′

n‖1) ≤ λ

∞
∑

n=1

n‖xn‖1 < +∞,òî ðÿä ∞
∑

n=1

nun ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó w ∈ K1 . Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå s ≤ t , åñëè
t − s ∈ Ki (s, t ∈ Xi ), èìååì:

−w ≤ −nun ≤ nxn ≤ nun ≤ w,îòêóäà
−

1

n
Tw ≤ Txn ≤

1

n
Tw.Òàê êàê êîíóñ K2 çàìêíóò, â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëàìè ïîëó÷èòü 0 ≤ y ≤ 0 , òî åñòü y = 0 .Ñëåäñòâèå 1 îáîáùàåò ðåçóëüòàò �.ß. Ëîçàíîâñêîãî (âïåðâûå îïóáëèêîâàííûé,ïî âñåé âèäèìîñòè, â [8℄) îá àâòîìàòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðà-òîðîâ â óïîðÿäî÷åííûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûé, êàê îòìå÷àëîñü â [6℄,ÿâëÿëñÿ ñèëüíåéøèì â ýòîì íàïðàâëåíèè íà òîò ìîìåíò. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåí-íîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïðèñïîñîáëåííîå ê ðàññìàòðèâàåìîéñèòóàöèè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 èç [9℄.Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì ñâîéñòâî íàïîëíåííîñòè, ââåäåííîå â îïðåäåëåíèè 2.ßñíî, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò çàìêíóòûå ïîäãðóïïû àáåëåâîé ãðóïïû ñ

g -íîðìîé, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ ãðóïïà ïîëíà êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ñó-ùåñòâóþò, îäíàêî, ïðèìåðû è äðóãîãî òèïà. Òðèâèàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êëèí Kâ íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íàïîëíåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîí èäåàëüíî âûïóêëûé â ñìûñëå Å.À. Ëè�øèöà [10℄ (ñì. òàêæå ðàçäåë 1.6 [9℄):äëÿ ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ⊂ K è ëþáîé òàêîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè {αn} ⊂ R
+ , ÷òî ∞

∑

n=1

αn = 1 , ðÿä ∞
∑

n=1

αnxn ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòóèç K . Èç óïðàæíåíèÿ 1.14 [9℄ òîãäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé êëèí â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ íàïîëíåííûì. Äðóãîé ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð ìîæíî ïðèâå-ñòè â ðàìêàõ ïîäõîäà ê òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷íîãî íîðìàëüíîãîïîëóêîíå÷íîãî âåñà ϕ íà àëãåáðå �îí Íåéìàíà M , ïðåäëîæåííîãî À.Í. Øåðñò-íåâûì (ñì. [11, 12℄): â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Lh
1 (ϕ) ýðìèòîâûõ èíòåãðèðóåìûõáèëèíåéíûõ �îðì êîíóñ çàìûêàåìûõ ïîëîæèòåëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ áèëèíåéíûõ
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