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ÓÄÊ 519.6 ÌÅÒÎÄ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÎÁËÀÑÒÈÄËß ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÜÎ�ÈÍÈ Â ÑÌÅØÀÍÍÎÉ�ÈÁ�ÈÄÍÎÉ ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÅÌ.À. Èãíàòüåâà, À.Â. Ëàïèí, Í.Â. ËàïèíÀííîòàöèÿÊîíñòðóèðóåòñÿ ñìåøàííàÿ ãèáðèäíàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷èÑèíüîðèíè íà îñíîâå äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ íåíàëåãàþùèìè ïîäîáëàñòÿìè. Èñïîëüçó-þòñÿ íåñîãëàñîâàííûå ïî ïîäîáëàñòÿì ñåòêè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòðîåííîãî ñåòî÷íîãî âàðè-àöèîííîãî íåðàâåíñòâà èññëåäóþòñÿ ìåòîäû âåðõíåé ðåëàêñàöèè è ðàñùåïëåíèÿ.ÂâåäåíèåÌåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ íåíàëåãàþùèìè ïîäîáëàñòÿìè øèðîêî èñïîëü-çóåòñÿ ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ãåîìåòðèè, à òàêæå ïðèïîñòðîåíèè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Îí â áîëüøåé ñòåïåíè èçó÷åí äëÿ ëèíåé-íûõ êðàåâûõ çàäà÷ è àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ðÿäå ðàáîòìåòîä äåêîìïîçèöèè îáëàñòè èññëåäîâàí äëÿ çàäà÷ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè (ñì.,íàïðèìåð, [1�4℄). Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå äåë â ýòîé îáëàñòè îòðàæåíî âî ìíîãèõðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, òðóäû íåäàâíî ïðîøåäøèõ êîí�åðåíöèé [5, 6℄).Ñìåøàííûå è ñìåøàííûå ãèáðèäíûå �îðìóëèðîâêè êðàåâûõ çàäà÷ ñ äè��å-ðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü ìåòîäû êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ ñ îäíîâðåìåííîé àïïðîêñèìàöèåé èñêîìîé �óíêöèè è åå ãðàäè-åíòà. Òåîðèÿ ñìåøàííûõ è ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äîñòàòî÷íîïîëíî ðàçâèòà äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ñì. ìîíîãðà�èè [7, 8℄ è áèáëèîãðà�èèâ íèõ), íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ïî ñõîäèìîñòè è òî÷íîñòè òàêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ ïîëó÷åíû äëÿ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [9�15℄).Â ðàáîòàõ [16�18℄ èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ñìåøàííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâäëÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ � âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ãðàíèöåîáëàñòè. Ñìåøàííûå ãèáðèäíûå ñõåìû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà èñêîìîå ðåøåíèå ïîñòðîåíû â [19,20℄, â ýòèõ ðàáîòàõ òàêæå ñêîíñòðóèðîâàíû ý��åêòèâíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäûèõ ðåøåíèÿ.Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè è ñìåøàííûõ ãèáðèäíûõñõåì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñåòî÷íûå ñõåìû âûñîêîé òî÷íîñòèäëÿ îïðåäåëåíèÿ êàê ñàìîãî ðåøåíèÿ, òàê è åãî ãðàäèåíòà, çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿìåëêèõ ñåòîê â ïîäîáëàñòÿõ ìàëîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæàùèõñâîáîäíóþ ãðàíèöó).Â äàííîé ñòàòüå ïîñòðîåíà ñìåøàííàÿ ãèáðèäíàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ äëÿ çàäà÷è Ñèíüîðèíè íà îñíîâå äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ íåíàëåãàþùèìèïîäîáëàñòÿìè. Òðèàíãóëÿöèÿ ïîäîáëàñòåé â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñîãëà-ñîâàííîé. Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà ãðàíèöàõ ïîäîáëà-ñòåé ñ�îðìóëèðîâàíû â ñëàáîé �îðìå è ñíÿòû ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.Â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷åíà ñåòî÷íàÿ çàäà÷à ñ ñåäëîâûì îïåðàòîðîì.



ÌÅÒÎÄ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÎÁËÀÑÒÈ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÜÎ�ÈÍÈ 81Ïîñëå òàê íàçûâàåìîé ïðîöåäóðû êîíäåíñàöèè çàäà÷à ïðåîáðàçîâàíà ê ñåòî÷íîìóâàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó ñ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðè-öåé. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà èñïîëüçîâàíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû âåðõíåéðåëàêñàöèè è ðàñùåïëåíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñìåøàííàÿ ãèáðèäíàÿ �îðìóëèðîâêàÏóñòü Ω ⊂ R
n , n > 2 , � îáëàñòü ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω , ñîñòîÿùåéèç íåïåðåêðûâàþùèõñÿ ÷àñòåé ΓD, ΓN è ΓC , ïðè ýòîì mes ΓD > 0 . Ïóñòü äàëåå

V = {u ∈ H1(Ω) : u(x) = 0 ï. âñ. íà ΓD} � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðî-ñòðàíñòâà H1(Ω) , îñíàùåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v dx, è
K = {u ∈ V : u(x) > 0 ï. âñ. íà ΓC} � åãî âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.�àññìîòðèì çàäà÷ó Ñèíüîðèíè:íàéòè �óíêöèþ u ∈ K òàêóþ, ÷òî

∫

Ω

∇u∇(q − u) dx >

∫

Ω

f(q − u) dx ∀q ∈ K, (1)ãäå f ∈ L2(Ω) . Èçâåñòíî [21℄, ÷òî çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u ∈ K .Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòüþ:
u ∈ H3/2(Ω). Ýòî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé èç ïðî-ñòðàíñòâà L2 îò �óíêöèè u íà ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé èç çàìûêàíèÿ îáëàñòè Ω̄ (â÷àñòíîñòè, íà ãðàíèöå).Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ v = ∇u , òîãäà ïàðà (v, u) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-ùèì ñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå ¾ïî÷òè âñþäó¿:







v −∇u = 0, div v = −f â Ω,

u = 0 íà ΓD,

v · n = 0 íà ΓN ,

v · n > 0, u > 0, (v · n)u = 0 íà ΓC ,

(2)ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè ∂Ω .Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ñìåøàííîé ãèáðèäíîé �îðìóëèðîâêè çàäà÷è (2) íàîñíîâå äåêîìïîçèöèè îáëàñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü Ω ðàçáèòà íà äâå íåïåðå-ñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè Ω1 è Ω2 ñ îáùåé ãðàíèöåé Γ, è ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ΓC ⊂ ∂Ω2 .Ïóñòü Ω̄k =

mk⋃

i=1

ēi
k , k = 1, 2 , � ðàçáèåíèå Ω̄k íà mk êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ei

k �ïîäîáëàñòåé ïðîñòîé ãåîìåòðèè (òðåóãîëüíèêîâ èëè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ). Ñîâî-êóïíîñòü {ei
k} îáîçíà÷èì ÷åðåç Thk . Òðèàíãóëÿöèè Thk ïðåäïîëàãàåì ðåãóëÿð-íûìè [22℄ è òàêèìè, ÷òî ÷àñòè ãðàíèöû ΓD , ΓN , ΓC è Γ ñîñòîÿò èç öåëîãî ÷èñëàñòîðîí ýëåìåíòîâ ei

k .Îáùóþ ñòîðîíó ýëåìåíòîâ ei
k è ej

k , i 6= j , ëåæàùóþ â Ωk , îáîçíà÷èì ÷åðåç
Γij

k , i, j = 1, . . . , mk . Òàêæå ÷åðåç Γij
k áóäåì îáîçíà÷àòü ñòîðîíû êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòîâ ei

k , ëåæàùèå íà ãðàíèöå ∂Ωk . Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü Ik ⊂ {i = 1, . . . , mk,
j = mk + 1, . . . , mk + sk} � ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ íå ïóñòû ïåðå-ñå÷åíèÿ Γij

k ãðàíèö ýëåìåíòîâ ∂ei
k ñ ΓN ∪ ΓC ∪ Γ . Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì äëÿïðîñòîòû, ÷òî åñëè ñòîðîíà Γij

1 ýëåìåíòà ei
1 ⊂ Ω1 ïðèíàäëåæèò Γ , òî åå ñîñòàâëÿþòòî÷íî ℓ ñòîðîí Γr1,t1

2 , . . . , Γrℓ,tℓ

2 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èç Ω2.



82 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀÈ Ä�.Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèè vk = (v1
k, . . . ,vmk

k ) , uk = (u1
k, . . . , umk

k ), ãäå v
i
k,

ui
k � ñóæåíèÿ v è u íà ei

k . ×åðåç n
i
k îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîð-ìàëè ê ãðàíèöå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ei
k . Â ñèëó (2) �óíêöèè vk è uk óäîâëåòâîðÿþòñëåäóþùåé ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé:

v
i
k −∇ui

k = 0, div v
i
k + f i

k = 0 íà ei
k, k = 1, 2, (3)

ui
k − uj

k = 0, v
i
k · ni

k − v
j
k · nj

k = 0 íà Γij
k ⊂ Ωk, k = 1, 2, (4)

ui
k = 0 íà Γij

k ⊂ ΓD, v
i
k · ni

k = 0 íà Γij
k ⊂ ΓN , k = 1, 2, (5)

v
i
2 · n

i
2 > 0, ui

2 > 0, (vi
2 · n

i
2)u

i
2 = 0 íà Γij

2 ⊂ ΓC , (6)
ui

1 − uj
2 = 0, v

i
1 · n

i
1 − v

j
2 · n

j
2 = 0 íà ēi

1 ∩ ēj
2 ⊂ Γ. (7)Ïåðåéäåì ê âûâîäó ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïðåæäå âñåãî, çàìåíèì ïîòî÷å÷-íûå ñîîòíîøåíèÿ (3)�(7) ýêâèâàëåíòíûìè èíòåãðàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç λij

k îáùåå çíà÷åíèå ñëåäîâ �óíêöèé ui
k , uj

k íà Γij
k ⊂ Ωk ïðè

i, j = 1, . . . , mk è, ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèÿ ui
k íà Γij

k ⊂ Γ∪ΓN ∪ΓC äëÿ (i, j) ∈ Ik .Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (3) äëÿ k = 1, 2 íà ãëàäêóþ ïðîáíóþ �óíêöèþ w
i
k ,ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì

∫

ei
k

v
i
k ·wi

k dx +

∫

ei
k

ui
kdiv w

i
k dx −

∫

∂ei
k

ui
k(wi

k · ni
k) dΓ =

∫

ei
k

v
i
k · wi

k dx+

+

∫

ei
k

ui
kdiv w

i
k dx −

∑

j>i

∫

Γij

k

λij
k (wi

k · nij
k ) dΓ +

∑

j<i

∫

Γij

k

λij
k (wi

k · nji
k ) dΓ = 0.Çäåñü n

ij
k � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê îáùåé ãðàíèöå Γij

k äâóõ ñîñåäíèõ ýëå-ìåíòîâ ei
k è ej

k , íàïðàâëåííûé ñî ñòîðîíû ýëåìåíòà ñ ìåíüøèì íîìåðîì â ñòîðîíóýëåìåíòà ñ áîëüøèì íîìåðîì èëè, ñîîòâåòñòâåííî, åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîð-ìàëè ê ãðàíèöå ýëåìåíòà ei
k , åñëè Γij

k ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ãðàíèöû ∂Ωk . Òåì ñàìûì,
i < j äëÿ ëþáîãî âåêòîðà n

ij
k .Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûì ïîòî÷å÷íûì óðàâíåíèÿì â (3) ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèå:

∫

ei
k

v
i
k ·wi

k dx +

∫

ei
k

ui
kdiv w

i
k dx −

∑

j>i

∫

Γij

k

λij
k (wi

k · nij
k ) dΓ+

+
∑

j<i

∫

Γij

k

λij
k (wi

k · nji
k ) dΓ = 0 ∀wi

k íà ei
k ⊂ Ωk. (8)Àíàëîãè÷íî, âòîðûì óðàâíåíèÿì â (3) ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿ

∫

ei
k

(div v
i
k + f i

k

)
qi
k dx = 0 ∀qi

k íà ei
k ⊂ Ωk. (9)Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ïîòîêîâ íà ãðàíèöàõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âíóòðè ïîäîáëàñòåéè ðàâåíñòâî ïîòîêîâ íóëþ íà ãðàíèöàõ ýëåìåíòîâ èç ΓN ïðèíèìàþò âèä

∫

Γij

k

(−v
i
k · nij

k + v
j
k · nij

k )µij
k dΓ = 0 ∀µij

k íà Γij
k ⊂ Ωk, (10)
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−

∫

Γij

k

(vi
k · nij

k )µij
k dΓ = 0 ∀µij

k íà Γij
k ⊂ ΓN . (11)Ñîîòíîøåíèÿ (6) íà ñòîðîíàõ ýëåìåíòàõ, ïðèíàäëåæàùèõ ΓC , ýêâèâàëåíòû âàðè-àöèîííûì íåðàâåíñòâàì

λij
2 > 0 :

∫

Γij
2

(vi
2 · n

ij
2 )(µij

2 − λij
2 ) dΓ > 0 ∀µij

2 > 0 íà Γij
k ⊂ ΓC . (12)Íàêîíåö, ñîîòíîøåíèÿ (7) íà ñòîðîíàõ ýëåìåíòîâ, ëåæàùèõ íà Γ , ïðèíèìàþò âèä:

∫

Γij
1

λi,j
1 ϕdΓ =

ℓ∑

s=1

∫

Γrs,ts
2

λrs,ts

2 ϕdΓ ∀ϕ íà Γij
1 = ∪Γrs,ts

2 ⊂ Γ,

∫

Γij
1

(vi
1 · n

i
1)ϕdΓ =

ℓ∑

s=1

∫

Γrs,ts
2

(vrs

2 · ni
1)ϕdΓ ∀ϕ íà Γij

1 = ∪Γrs,ts

2 ⊂ Γ. (13)Òåïåðü äëÿ ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà è ìíî-æåñòâà. Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà �óíêöèé, çàäàííûõíà íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè ω îáëàñòè Ω :
H(div, ω) = {v ∈ L2(ω)2 : div v ∈ L2(ω)}, ‖v‖2

H =

∫

ω

(|v|2 + |div v|2) dx,H (div, ω) = {v ∈ H(div, ω) : v · n|∂ω ∈ L2(∂ω)}, ‖v‖2H = ‖v‖2
H +

∫

∂ω

(v · n)2 dΓ.Ïóñòü äàëåå
Vk =

mk∏

i=1

H (div, ei
k), Uk =

mk∏

i=1

L2(e
i
k) è Λk =

∏

i<j

L2(Γ
ij
k ),

Λ0
k = {λk ∈ Λk : λij

k = 0 íà Γij
k ∩ ΓD}.Îïðåäåëèì âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà Kλ

ad è Kλ ðàâåíñòâàìè
Kλ

ad = {(λ1, λ2) ∈ Λ0
1 × Λ0

2 : λij
2 > 0 íà Γij

2 ⊂ ΓC},

Kλ =
{

(λ1, λ2) ∈ Kλ
ad :

∫

Γij
1

λij
1 ϕdΓ =

ℓ∑

s=1

∫

Γrs,ts
2

λrs,ts

2 ϕdΓ

∀ϕ ∈ L2(Γ
ij
1 ) äëÿ âñåõ Γij

1 ⊂ Γ
}

.Ïóñòü áèëèíåéíûå �îðìû Mk , Bk , Gk è ëèíåéíûå �îðìû Fk çàäàíû ðàâåí-ñòâàìè Mk(vk,wk) =

mk∑

i=1

∫

ei
k

v
i
k ·wi

k dx, Bk(uk,wk) =

mk∑

i=1

∫

ei
k

ui
kdiv w

i
k dx,
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mk∑

i=1

mk∑

j=i+1

∫

Γij

k

λij
k (wj

k − w
i
k) · nij

k dΓ −
∑

(i,j)∈Ik

∫

Γij

k

λij
k (wi

k · nij
k ) dΓ,Fk(qk) =

mk∑

i=1

∫

ei
k

f i
kqi

k dx.Áèëèíåéíûå �îðìû Gk áóäåì òàêæå ïðåäñòàâëÿòü â ðàñùåïëåííîì âèäå, âûäåëÿÿñëàãàåìûå ïî ãðàíèöå Γ :Gk(λk,wk) = Gk,Ω(λk,wk) + Gk,Γ(λk,wk),Gk,Γ(λk,wk) = −
mk∑

i=1

∑

Γij

k
⊂Γ

∫

Γij

k

λij
k (wi

k · nij
k ) dΓ.Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ è ñóììèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (8)�(13) ïî âñåì ñîîò-âåòñòâóþùèì êîíå÷íûì ýëåìåíòàì ei

k è/èëè èõ ñòîðîíàì Γij
k , ïîëó÷èì ñëåäóþùóþñëàáóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è:òðåáóåòñÿ íàéòè (u1, u2) ∈ U1 × U1 , (v1,v2) ∈ V1 × V2 , (λ1, λ2) ∈ Kλ , óäîâëå-òâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì







M1(v1,w1) +B1(u1,w1) +G1(λ1,w1) = 0,M2(v2,w2) +B2(u2,w2) +G2(λ2,w2) = 0,B1(q1,v1) = −F1(q1),B2(q2,v2) = −F2(q2),G1,Ω(µ1,v1) = 0,G2,Ω(µ2 − λ2,v2) 6 0,G1,Γ(µ1,v1) + G2,Γ(µ2,v2) = 0.

(14)
äëÿ ëþáûõ (q1, q2) ∈ U1 × U1 , (w1,w2) ∈ V1 × V2 , (µ1, µ2) ∈ Kλ .Òåîðåìà 1. Çàäà÷è (1) è (14) ýêâèâàëåíòíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:åñëè u ∈ K ∩ H3/2(Ω) � ðåøåíèå (1), òî (v1, u1, λ1) , (v2, u2, λ2) ÿâëÿåòñÿ ðå-øåíèåì (14), ãäå ui

k = u|ei
k
� ñóæåíèå u íà ei

k , v
i
k = ∇ui

k ï. âñ. íà ei
k, è λij

k = ui
kï. âñ. íà Γij

k ;îáðàòíî, åñëè (v1, u1, λ1) , (v2, u2, λ2) � ðåøåíèå çàäà÷è (14), òî �óíêöèÿ u =
= (u1

1, . . . , u
m1

1 , u1
2, . . . , u

m2

2 ), ui
k = u|ei

k
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), v

i
k = ∇uï. âñ. íà ei

k, è λij
k = u ï. âñ. íà Γij .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿçàäà÷è (14). Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ei , çäåñü ìû îïóñêàåì èíäåêñ k , ïîäðàçó-ìåâàÿ ïîä ei ëþáîé èç ýëåìåíòîâ ei

k . Âûáèðàÿ â ïåðâîì (èëè âî âòîðîì, â çàâè-ñèìîñòè îò ïîäîáëàñòè) óðàâíåíèè (14) w
i ∈ (D(ei))n , ãäå D(ei) � ïðîñòðàíñòâîáåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ �èíèòíûõ â îáëàñòè ei �óíêöèé, ïîëó÷èì

∫

ei

v
i ·wi dx +

∫

ei

uidiv w
i dx = 0.
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i = (wi

1, 0) , áóäåì èìåòü
∫

ei

vi
1w

i
1 dx +

∫

ei

ui ∂wi
1

∂x1
dx = 0 ∀ wi

1 ∈ D(ei).Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî vi
1 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ïðîèç-âîäíîé �óíêöèè ui ïî x1 . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàíñòâà H(div, ei) �óíêöèÿ vi

1ïðèíàäëåæèò L2(e
i) . Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ∂ui/∂x2 = vi

2 ∈ L2(e
i) .Ñëåäîâàòåëüíî, v

i = ∇ui ï. âñ. íà ei è ui ∈ H1(ei) .Ïîëàãàÿ òåïåðü w
j ≡ 0, j 6= i, è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî v

i = ∇ui , ïîëó÷èì
∫

ei

∇ui ·wi dx +

∫

ei

uidiv w
i dx−

−
∑

j>i

∫

Γij⊂∂ei

λij(wi · nij) dΓ +
∑

j<i

∫

Γij⊂∂ei

λji(wi · nji) dΓ = 0.Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû Îñòðîãðàäñêîãî ��àóññà ê ïåðâîìó èíòåãðàëó ýòî ðà-âåíñòâî ïðèìåò âèä
∫

∂ei

ui(wi · ni) dΓ =
∑

j>i

∫

Γij

λij(wi · nij) dΓ −
∑

j<i

∫

Γij

λji(wi · nji) dΓäëÿ âñåõ w
i ∈ H (div, ei) . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà H (div, ei) èìååì,÷òî ïðîñòðàíñòâî L2(∂ei) èñ÷åðïûâàåòñÿ �óíêöèÿìè w

i · ni , ãäå w
i ∈H (div, ei) .Ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì λij = ui ï. âñ. íà Γij ⊂ Ω1 ∪Ω2 ∪ Γ∪

∪ΓN ∪ΓC . Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáðàííîãî ýëåìåíòà ei , ýòî âëå÷åòðàâåíñòâî ui = uj ï. âñ. íà Γij = ēi ∩ ēj. Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò òàêæå
u = 0 ï. âñ. íà ΓD è, èñïîëüçóÿ ïðèíàäëåæíîñòü λ ìíîæåñòâó Kλ , ïîëó÷èì u > 0ï. âñ. íà ΓC .�àññóæäàÿ ïîäîáíûì ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ îáðàçîì, íà ñòîðîíå Γij

1 ýëåìåíòà
ei
1 ⊂ Ω1 , ïðèíàäëåæàùåé Γ è ñîñòîÿùåé èç ℓ ãðàíèö Γr1,t1

2 , . . . , Γrℓ,tℓ

2 , ïîëó÷èì,ñ îäíîé ñòîðîíû, ∫

Γij
1

ui
1(w

i
1 · n

i
1) dΓ =

∫

Γij
1

λij
1 (wi

1 · n
i
1) dΓ,à ñ äðóãîé,

∫

Γrs,ts
2

urs

2 (wrs

2 · nrs,ts

2 ) dΓ =

∫

Γrs,ts
2

λrs,ts

2 (wrs

2 · nrs,ts

2 ) dΓ, s = 1, . . . , ℓ,ãäå n
i
1 = −n

rs,ts

2 â òî÷êàõ Γij
1 ∩ Γrs,ts

2 . Ñóììèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
λ ∈ Kλ , è âûáèðàÿ w2 = w1 , áóäåì èìåòü

∫

Γij
1

ui
1(w

i
1 · n

i
1) dΓ =

ℓ∑

s=1

∫

Γrs,ts
2

urs

2 (wi
1 · n

i
1) dΓ.Âûáèðàÿ òåïåðü (wi

1 · n
i
1) ∈ D(Γrs,ts

2 ) , ïîëó÷èì u1 = u2 ï. âñ. íà Γrs,ts

2 äëÿ ëþáîãî
Γrs,ts

2 ⊂ Γ , òàê ÷òî u1 = u2 ï. âñ. íà Γ .



86 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀÈ Ä�.Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ñëåäóþùèì èçâåñòíûì óòâåðæäåíèåì (ñì., íàïðèìåð,[8℄): �óíêöèÿ u : Ω → R ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1(Ω) òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäàà) u|e ∈ H1(e) äëÿ âñåõ e ∈ Th ;á) íà êàæäîé îáùåé ãðàíèöå Γij = ēi∩ ēj , ei, ej ∈ Th , ñîâïàäàþò ñëåäû �óíêöèé
u|ei

è u|ej
.Òàêèì îáðàçîì, èç ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ u ñ u|ei

=

= ui ïðèíàäëåæèò H1(Ω) .Äàëåå, èç ïÿòîãî (øåñòîãî) ñîîòíîøåíèÿ â (14) èìååì
∫

Γij

(−v
i · nij + v

j · nij)µijdΓ = 0 ∀µij ∈ L2(Γ
ij), åñëè Γij ⊂ Ωk (15)è ∫

Γij

v
j · nijµijdΓ =

∫

Γij

∂u

∂n
µijdΓ = 0 ∀µij ∈ L2(Γ

ij) äëÿ Γij ⊂ ΓN ,îòêóäà âûâîäèì ñïðàâåäëèâîñòü ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ∂u/∂n = 0 ï. âñ. íà ΓN .Èç ïðåäïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ â (14) òàêæå ñëåäóåò
−

∫

Γij

v
i · nij(µij − λij)dΓ 6 0 íà Γij ⊂ ΓC ∀µij ∈ L2(Γ

ij) : µij
> 0.Ñíîâà ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ∇ui = v

i , ïîëó÷èì
−

∫

ΓC

∂u

∂n
(µ − u)dΓ 6 0 íà ΓC ∀µ ∈ L2(ΓC) : µ > 0 ï. âñ. (16)Âîçüìåì òåïåðü ïðîáíóþ �óíêöèþ q ∈ K , ãäå K � ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé âçàäà÷å (1), è ïóñòü qi

k = q|ei
k
. Ïîäñòàâèì â òðåòüå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ (14) ∇ui

k =

v
i
k è, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïðîáíîé �óíêöèè ((q − u)1k, . . . , (q − u)mk

k ) , ïîëó÷èì âêàæäîé èç ïîäîáëàñòåé Ωk :

mk∑

i=1

∫

ei
k

(qi
k − ui

k)∆ui
kdx = −

mk∑

i=1

∫

ei
k

f i
k(qi

k − ui
k)dx.Ïðèìåíèì ê èíòåãðàëó â ëåâîé ÷àñòè �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, âîñ-ïîëüçîâàâøèñü (15) è ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì â (14) è ïðîñóììèðîâàâ ñîîòíîøåíèÿïî ïîäîáëàñòÿì, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

−
2∑

k=1

mk∑

i=1

∫

ei
k

∇(qi
k − ui

k)∇ui
k dx +

2∑

k=1

∑

Γij⊂ΓD

∫

Γij

∂ui
k

∂nij
(qi

k − ui
k) dΓ+

+

2∑

k=1

∑

Γij⊂ΓN

∫

Γij

∂ui
k

∂nij
(qi

k − ui
k) dΓ +

2∑

k=1

∑

Γij⊂ΓC

∫

Γij

∂ui
k

∂nij
(qi

k − ui
k) dΓ =

= −
2∑

k=1

mk∑

i=1

∫

ei
k

f i
k(qi

k − ui
k) dx.



ÌÅÒÎÄ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÎÁËÀÑÒÈ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÜÎ�ÈÍÈ 87Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó ðàâåíñòâà q = 0 íà ΓD è äîêàçàííîãîóñëîâèÿ u = 0 íà ΓD , òðåòèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó äîêàçàííîãî óñëîâèÿ
∂u/∂n = 0 , ÷åòâåðòûé èíòåãðàë â ñèëó (16) íåîòðèöàòåëåí (â êà÷åñòâå µ â (16)ìîæíî âçÿòü ñëåä q íà ΓC , ò. ê. H1/2(ΓC) ⊂ L2(ΓC)), ñëåäîâàòåëüíî,

−
2∑

k=1

mk∑

i=1

∫

ei
k

∇(qi
k − ui

k)∇ui
k dx 6 −

2∑

k=1

mk∑

i=1

∫

ei
k

f i
k(qi

k − ui
k) dx ∀q ∈ K : qi

k = q|ei
k
.Èòàê, åñëè (u,v, λ) � ðåøåíèå çàäà÷è (14), òî u ∈ K è óäîâëåòâîðÿåò âàðèàöè-îííîìó íåðàâåíñòâó

∫

Ω

∇u∇(q − u) dx >

∫

Ω

f(q − u) dx ∀q ∈ K.Ýòî åñòü �îðìóëèðîâêà çàäà÷è Ñèíüîðèíè (1).Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè äîïîëíè-òåëüíîé ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñèíüîðèíè (1) çàäà÷à (14) èìååò ðåøåíèå,åäèíñòâåííîå â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ (1). Äàëåå áóäåì ñòðîèòü àïïðîê-ñèìàöèþ (14) è èòåðàöèîííûé ìåòîä åå ðåøåíèÿ.2. Àïïðîêñèìàöèÿ ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,àëãåáðàè÷åñêàÿ �îðìà çàïèñè ñåòî÷íîé ñõåìûÏóñòü V
i
kh � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H (div, ei

k) , ñîñòî-ÿùåå èç òàêèõ âåêòîð-�óíêöèé v
i
k , ÷òî v

i
k ·n

ij
k ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà êàæäîé èçãðàíèö Γij

k . Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ V
i
kh = {v =

= (v1, v2) ∈ P1,0 × P0,1} , ãäå Pl,m � ïðîñòðàíñòâî ïîëèíîìîâ, èìåþùèõ ñòåïåíü lïî x1 è ñòåïåíü m ïî x2 , òî åñòü êàæäàÿ èç êîìïîíåíò âåêòîðà v ëèíåéíà ïîîäíîìó èç íàïðàâëåíèé: v1 = a1 +b1x1, v2 = a2 +b2x2 . Îïðåäåëèì Vkh =
mk∏

i=1

V
i
kh �êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Vk .×åðåç U i

kh îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî U i
k , ñîñòîÿùåå èç ïîñòîÿííûõ íà ýëåìåí-òàõ ei

k �óíêöèé, è ïîëîæèì Ukh =
mk∏

i=1

U i
kh = {u = (u1, . . . , umk

) : ui ∈ P0 íà ei
k} .Íàêîíåö, ïóñòü Λkh � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Λk �óíêöèé ñ ïîñòîÿí-íûìè êîìïîíåíòàìè, òî åñòü Λkh = {λij

k ∈ P0 íà Γij
k } ,

Λ0
kh = {λkh ∈ Λkh : λij

kh = 0 íà Γij
k ⊂ ΓD}.Îïðåäåëèì âûïóêëûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà:

Kλ
ad,h = {(λ1h, λ2h) ∈ Λ0

1h × Λ0
2h : λ2h > 0 íà Γij

2 ⊂ ΓC},

Kλh = {(λ1h, λ2h) ∈ Kλ
ad,h : λij

1h =
ℓ∑

s=1

αij
s λrs,ts

2h íà Γij
1 =

ℓ⋃

s=1

Γrs,ts

2 ⊂ Γ},ãäå αij
s =

∫

Γrs,ts
2

dΓ

( ∫

Γij
1

dΓ

)−1 . Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Kλh , àïïðîêñèìèðóþùåå
Kλ , ïîëó÷èëè, âûáðàâ â îïðåäåëåíèè Kλ ïðîáíóþ �óíêöèþ ϕ ∈ P0 íà Γij

1 ⊂ Γ .



88 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀÈ Ä�.Êîíå÷íîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷è (14) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè �óíêöèé
(u1h, u2h) ∈ U1h × U2h , (v1h,v2h) ∈ V1h × V2h , (λ1h, λ2h) ∈ Kλh , óäîâëåòâîðÿþ-ùèõ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:







M1(v1h,w1) +B1(u1h,w1) + G1(λ1h,w1) = 0,M2(v2h,w2) +B2(u2h,w2) + G2(λ2h,w2) = 0,B1(q1,v1h) = −F1(q1),B2(q2,v2h) = −F2(q2),G1,Ω(µ1,v1h) = 0,G2,Ω(µ2 − λ2h,v2h) 6 0,G1,Γ(µ1,v1h) + G2,Γ(µ2,v2h) = 0

(17)
äëÿ âñåõ (q1, q2) ∈ U1h × U2h , (w1,w2) ∈ V1h × V2h , (µ1, µ2) ∈ Kλh .Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé �îðìû çàïèñè ñåòî÷íîé ñõåìû (17).�àçìåðíîñòü ni

k ïðîñòðàíñòâà V
i
kh ðàâíà ÷èñëó ñòîðîí ýëåìåíòà ei , ïîýòîìóðàçìåðíîñòü Vkh ðàâíà Nvk =

mk∑

i=1

ni
k . �àçìåðíîñòü Ukh ðàâíà Nuk = mk , à ðàç-ìåðíîñòü Λ0

kh îáîçíà÷èì ÷åðåç Nλk , ãäå Nλk åñòü îáùåå ÷èñëî ãðàíèö Γij
k .Ïóñòü vij

k � óçëîâûå ïàðàìåòðû âåêòîð-�óíêöèè v
ih
k , àññîöèèðîâàííûå ñ Γij

k ,
ui

k � óçëîâûå ïàðàìåòðû �óíêöèè ukh , àññîöèèðîâàííûå ñ ei
k , λij

k � óçëîâûå ïà-ðàìåòðû λkh , àññîöèèðîâàííûå ñ Γij
k , j > i . Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç vk ∈ R

Nvk ,
uk ∈ R

Nuk è λk ∈ R
Nλk âåêòîðû óçëîâûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ vkh , ukh è λkh , k = 1, 2 ,ñîîòâåòñòâåííî.Ïóñòü

K1 = {λ = (λ1, λ2) ∈ R
Nλ1 × R

Nλ2 : λij
2 > 0 äëÿ èíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõóçëîâûì ïàðàìåòðàì, àññîöèèðîâàííûì ñ Γij
2 ⊂ ΓC},

K2 = {λ = (λ1, λ2) ∈ R
Nλ1 ×R

Nλ2 : λij
1 =

∑ℓ
s=1 αij

s λrs,ts

2 íà Γij
1 =

⋃ℓ
s=1 Γrs,ts

2 äëÿèíäåêñîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëîâûì ïàðàìåòðàì, àññîöèèðîâàííûì ñ Γij
1 ⊂ Γ}.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cl = ∂IKl

, l = 1, 2, ñóáäè��åðåíöèàë èíäèêàòîðíîé �óíêöèèìíîæåñòâà Kl . Ïîñêîëüêó intK1 ∩ K2 6= ∅ , òî îïåðàòîð C ≡ ∂IK1∩K2
= C1 + C2 .Äàëåå, ïóñòü ìàòðèöû Mk , Bk , Gk îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(Mkv, w) =Mk(vkh,wkh), (Bkq, v) = Bk(qkh,vkh), (Gkv, µ) = Gk(µkh,vkh)

∀vkh,wkh ∈ Vkh, ∀qkh ∈ Ukh, ∀µkh ∈ Λ0
kh, k = 1, 2,ãäå (· , ·) îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ðàçìåðíîñòè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì âåêòîðû fk :

(fk, q) = F (qkh) ∀qkh ∈ Λ0
kh.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A =











M1 BT
1 0 0 GT

1 0
B1 0 0 0 0 0
0 0 M2 BT

2 0 GT
2

0 0 B2 0 0 0
G1 0 0 0 0 0
0 0 G2 0 0 0











=

(
A0 GT

G 0

)

,

z =
(
v1 u1 v2 u2

)T
, F =

(
0 −f1 0 −f2

)T
.



ÌÅÒÎÄ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÎÁËÀÑÒÈ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÜÎ�ÈÍÈ 89Çàäà÷à (17) ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{

A0z + GT λ = F,

Gz + C(λ) ∋ 0.Èñêëþ÷àÿ uk , vk , k = 1, 2 , ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìóþ êîíäåíñèðîâàííóþ ñèñòåìó
Sλ + C(λ) ∋ g, (18)ãäå

S =

(
S1 0
0 S2

)

, g =

(
g1

g2

)

,

Sk = GkM−1
k GT

k − GkM−1
k BT

k (BkM−1
k BT

k )−1BkM−1
k GT

k ,

gk = −GkM−1
k BT

k (BkM−1
k BT

k )−1fk, k = 1, 2.Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âêëþ÷åíèå ñ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé S [23℄ è ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì
C = ∂IK1∩K2

. Ýòî âêëþ÷åíèå ðàâíîñèëüíî çàäà÷å íà ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîãî�óíêöèîíàëà
1

2
(Sλ, λ) − (g, λ)íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå K1 ∩ K2 è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.3. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íîé ñõåìû3.1. Ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, çàäà÷à (18)ðàâíîñèëüíà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà íà âûïóêëîì çà-ìêíóòîì ìíîæåñòâå. Â [24℄ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäàâåðõíåé ðåëàêñàöèè

(
1

σ
DS − LS

)

λk+1 + Cλk+1 ∋

((
1

σ
− 1

)

DS + US

)

λk + g,ãäå S = DS−LS−US � ðàñùåïëåíèå ìàòðèöû S íà äèàãîíàëüíóþ, ñòðîãî íèæíþþè ñòðîãî âåðõíþþ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû, σ ∈ (0, 2) � ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè.Ìàòðèöà S ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ÿâíîì âèäå ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ïî-ýëåìåíòíîé ñáîðêè. Ýòî ðàçðåæåííàÿ ìàòðèöà ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðû. Íàïðèìåð, âñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè è ðàâíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè ïðè ëåêñèêî-ãðà�è÷åñêîé íóìåðàöèè óçëîâ S ÿâëÿåòñÿ äåâÿòèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ïðè÷åìâ êàæäîé ñòðîêå ýòîé ìàòðèöû ïðèñóòñòâóåò íå áîëåå ñåìè ýëåìåíòîâ.Îïòèìàëüíûé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð σ òåîðåòè÷åñêè íå îïðåäåëåí. Îäíàêî,êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê îïòèìàëü-íîìó ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð, âûáðàííûé êàê ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåá-ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé S . Â ÷àñòíîñòè, âûáîð σ äîñòàòî÷íî áëèçêèìê 2 îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñìåòîäîì �àóññà � Çåéäåëÿ (σ = 1).3.2. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) ìîæíî òàêæå èñïîëü-çîâàòü ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ, êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ êàê
D−1B(λn+1 − λn) + Sλn + C(B(λn+1 − λn) + λn) ∋ g, n = 0, 1, 2, . . . . (19)ãäå B , D � ñèììåòðè÷íûå è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû.



90 Ì.À. È�ÍÀÒÜÅÂÀÈ Ä�.�àññìîòðèì âàðèàíò ìåòîäà ñ
B = E + DS, D = diag(τ1, . . . , τ1

︸ ︷︷ ︸

Nλ1

, τ2, . . . , τ2
︸ ︷︷ ︸

Nλ2

),ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îí ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå






D−1(λn+1/2 − λn) + Sλn + Cλn+1/2 ∋ g,

(E + DS)(λn+1 − λn) = λn+1/2 − λn
(20)è ïðè âûáðàííûõ ìàòðèöàõ B è D ñîîòâåòñòâóåò âàðèàíòó ìåòîäà Äóãëàñà ��ýê-�îðäà äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ðàçëè÷íûìè èòåðàöèîííûìè ïàðàìåòðàìèïî ïîäîáëàñòÿì.Â [4℄ îáîñíîâàíà ñõîäèìîñòü (20) ïðè ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïà-ðàìåòðàõ τ1 è τ2 , ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è çíà÷åíèÿ îïòèìàëüíûõèòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ýòîãî ìåòîäà, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå÷èñëà ìàòðèö S1 è S2 .Áîëåå òîãî, èç [23℄ ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà Sk, k = 1, 2 , ñïåêòðàëüíî ýêâèâàëåíòíà(ñ ïîñòîÿííûìè, íå çàâèñÿùèìè îò øàãà ñåòêè) äîïîëíåíèþ Øóðà ìàòðèöû æåñò-êîñòè íåêîòîðîé êëàññè÷åñêîé ñõåìû ìåòîäà ëèíåéíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿîïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêè äëÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñè-ìàëüíîãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë Sk . Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü òðèàíãóëÿöèè îáëàñòåé Ω1 è

Ω2 êâàçèðàâíîìåðíûå, òî åñòü äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ei
k

diam ei
1 ≍ h1, diam ei

2 ≍ h2.Òîãäà äëÿ ÷èñåë îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö Sk ñïðàâåäëèâû îöåíêè
µ(Sk) ≍ h−2

k ,ïîýòîìó íîðìà îïåðàòîðà èòåðàöèîííîãî øàãà ïðè îïòèìàëüíûõ èòåðàöèîííûõïàðàìåòðàõ îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé
ρ = 1 − ch2, c = const (h1 > h2).Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà (20). Áó-äåì äàëåå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïîäìíîæåñòâ èíäåêñîâ âåê-òîðîâ λk, k = 1, 2 , ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëîâûì ïàðàìåòðàì, àññîöèèðîâàííûì ñðàçëè÷íûìè Γij

k :
ωk ñîîòâåòñòâóåò Γij

k ⊂ Ωk, γkN ñîîòâåòñòâóåò Γij
k ⊂ ΓN ∩ ∂Ωk,

γC ñîîòâåòñòâóåò Γij
2 ⊂ ΓC , γk ñîîòâåòñòâóåò Γij

k ⊂ Γ.Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðåøåíèå ïåðâîãî âêëþ÷åíèÿ â (20) äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ
λ

n+1/2
k , k = 1, 2 ,  èíäåêñàìè i ∈ ωk∪γkN ∪γC îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì,à èìåííî:







λ
n+1/2
1i = λn

1i + τ1(g1 − S1λ
n
1 )i, i ∈ ω1 ∪ γ1N ,

λ
n+1/2
2i = λn

2i + τ2(g2 − S2λ
n
2 )i, i ∈ ω2 ∪ γ2N ,

λ
n+1/2
2i = max{0; λn

2i + τ2(g2 − S2λ
n
2 )i}, i ∈ γC .Ïóñòü òåïåðü µk � óñå÷åííûé âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç êîìïîíåíò λ

n+1/2
k ñ èíäåê-ñàìè i ∈ γk , f̃k � óñå÷åííûé òàêèì æå îáðàçîì âåêòîð gk − Skλn

k + λn
k/τk . Áóäåì



ÌÅÒÎÄ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÎÁËÀÑÒÈ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÜÎ�ÈÍÈ 91èñïîëüçîâàòü äàëåå îäíè è òå æå îáîçíà÷åíèÿ (·, ·) , | · | äëÿ åâêëèäîâûõ ñêàëÿðíûõïðîèçâåäåíèé è íîðì ýòèõ âåêòîðîâ (âíå çàâèñèìîñòè îò èõ ðàçìåðíîñòè). Òîãäàäëÿ (µ1, µ2) âêëþ÷åíèå â (20) ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å ìèíèìèçàöèè �óíêöèè
Φ(µ1, µ2) =

1

2τ1
|µ1|

2 +
1

2τ2
|µ2|

2 − (f̃1, µ1) − (f̃2, µ2)íà ïîäïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåííîì îãðàíè÷åíèÿìè λij
1 =

ℓ∑

s=1
αij

s λrs,ts

2 íà Γij
1 =

=
ℓ⋃

s=1
Γrs,ts

2 . Ýòè îãðàíè÷åíèÿ çàïèøåì â âèäå µ1 = Pµ2 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿâåêòîðà µ2 ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
(

1

τ1
PPT +

1

τ2
E

)

µ2 = PT f̃1 + f̃2.Ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ñ êâàäðàòíûìè áëîêàìè ðàçìåðà
ℓ × ℓ . Ïðè ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äîñòàòî÷íî îáðàòèòü åå îäèí ðàç èèñïîëüçîâàòü îáðàòíóþ ìàòðèöó ïðè âû÷èñëåíèè î÷åðåäíîãî èòåðàöèîííîãî ïðè-áëèæåíèÿ ê âåêòîðó λ .Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (20) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñî-áîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íûìè è ïîëîæèòåëü-íî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöàìè Ek + τkSk (Ek � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâó-þùåãî ðàçìåðà). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âíóòðåííèéèòåðàöèîííûé ïðîöåññ, íàïðèìåð ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè.×èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö Ek + τkSk îòíîñèòåëüíî íåâåëèêè. Â ÷àñòíî-ñòè, â ñëó÷àå êâàçèðàâíîìåðíîé òðèàíãóëÿöèè îáëàñòåé Ωk ÷èñëà îáóñëîâëåííî-ñòè Ek + τkSk åñòü âåëè÷èíû ïîðÿäêà h−1

k . Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ðåøåíèè äàííûõñèñòåì óðàâíåíèé ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü òàêæå, íàïðèìåð, ìåòîä ñîïðÿæåííûõãðàäèåíòîâ áåç ïðåäîáóñëîâëèâàíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 04-01-00484).SummaryM.A. Ignatieva, A.V. Lapin, N.V. Lapin. Domain deomposition method for Signoriniproblem in mixed hybrid formulation.A mixed hybrid �nite element method in ombination with non-overlapping domaindeomposition and non-mathing grids are used for Signorini problem. For solving theonstruted �nite element problem SOR- and splitting iterative methods are analyzed.Ëèòåðàòóðà1. Dostal Z., Friedlander A., Gomes F.A.M., Santos S.A. Preonditioning by projetors inthe solution of ontat problems: A parallel implementation // Ann. Oper. Res. m. �2002. � V. 117. � P. 117�129.2. Dostal Z., Horak D. Salability and FETI based algorithm for large disretized variationalinequalities // Math. Comput. Simul. � 2003. � V. 61. � P. 347�357.3. Danek J., Hlav�a�ek I, Nedoma J. Domain deomposition for generalized unilateral semi-oerive ontat problem with given frition in elastiity // Math. Comput. Simul. �2005. � V. 68. � P. 271�300.
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