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Изучаются ряды по косинусам и синусам

h(a, x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

ak cos kx,

g(b, x) =

∞∑
k=1

bk sin kx,

с невозрастающей и стремящейся к нулю последовательностью коэффици-
ентов a = {ak}∞k=0, b = {bk}∞k=1 :

a0 > 0, ∆ak = ak − ak+1 ⩾ 0 ∀ k ∈ N, lim
k→∞

ak = 0,

b1 > 0, ∆bk = bk − bk+1 ⩾ 0 ∀ k ∈ N, lim
k→∞

bk = 0.

Класс таких последовательностей обозначим через M.
Как известно, такие ряды при любом δ > 0 сходятся равномерно на отрезке
[δ; 2π − δ] и, следовательно, их суммы h(a, x), g(b, x) являются непрерыв-
ными функциями на (0; 2π).
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Обозначим m(x) = [π/x] , 0 < x < π.
{αk}∞k=1 медленно меняется, если ∀δ > 0 limk→∞ α[δk]/αk = 1.

G.H. Hardy, W.W. Rogosinski, “Asymptotic formulae for the sums of certain trigono-
metrical series”, Quart. J. Math., Oxford Ser., 16 (1945), 49–58.

Пусть a и b имеют вид ak = αk/k
q, 0 < q < 1, bk = βk/k

p, 0 < p < 2,
а последовательности {αk}∞k=1, {βk}∞k=1 медленно меняются. Тогда

h(a, x) ∼ Γ(1− q) sin
(πq

2

)
xq−1αm(x), x → +0.

g(b, x) ∼ Γ(1− p) cos
(πp

2

)
xp−1βm(x), x → +0.

S. Aljančić, R. Bojanić, M. Tomić, “Sur le comportement asymptotique au voisinage de
zéro des séries trigonométriques de sinus à coefficients monotones”, Publ. Inst. Math.
Serbe Sci., 10 (1956), 101–120.

Пусть a и b — выпуклые, медленно меняющиеся, стремящиеся к нулю
последовательности. Тогда

h(a, x) ∼
∆am(x)

x2
, g(b, x) ∼

bm(x)

x
, x → +0.

3 / 22



Хорошо известно, что
1 ∀b ∈ M ∃x0 > 0: g(b, x) > 0, 0 < x < x0;
2 ∃a ∈ M, ∃xn → +0: h(a, xn) < 0.

А.Ю. Попов, “Оценки наименьшего положительного корня суммы ряда по сину-
сам с монотонными коэффициентами”, Матем. заметки, 96:5 (2014), 747–761.

Обозначим ξ(b) — наименьший положительный корень g(b, x).

inf
b∈M : b2⩽(3/4)b1

ξ(b) =
2

3
π, inf

b∈M : b2⩽(8/9)b1
ξ(b) = 0.

А.Ю. Попов, “Уточнение оценок сумм синус-рядов с монотонными и косинус-
рядов с выпуклыми коэффициентами”, Матем. заметки, 109:5 (2021), 768–780.

∀b ∈ M g(b, x) > −bn
2

tg
x

4
,

2π

n+ 1
< x <

2π

n
, n ⩾ 2.
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Пусть Λ = {λk}∞k=1 — произвольная неубывающая последовательность по-
ложительных чисел. MΛ — множество всех последовательностей b, для
которых {bk/λk}∞k=1 ∈ M. Пусть lim

k→∞
λk = λ < +∞.

А.Ю. Попов, А.П. Солодов, “Об отрицательной части сумм рядов по синусам с
квазимонотонными коэффициентами”, Матем. сб., 208:6 (2017), 146–169.

Теорема 1

Если
∞∑
k=1

k(λ− λk) < +∞, то

∀b ∈ MΛ ∃x0 > 0: g(b, x) > 0, 0 < x < x0.

Если
∞∑
k=1

k(λ− λk) = +∞, то

∃b ∈ MΛ, ∃xn → +0: g(b, xn) < 0.
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a0 > 0, ∆2ak = ak − 2ak+1 + ak+2 ⩾ 0 ∀ k ∈ N, lim
k→∞

ak = 0.

b1 > 0, ∆2bk = bk − 2bk+1 + bk+2 ⩾ 0 ∀ k ∈ N, lim
k→∞

bk = 0.

1 h(a, x) > 0, дифференцируема и суммируема на (0;π).
2 g(b, x) > 0, дифференцируема на (0;π), но суммируема на (0;π) только

при условии
∞∑
k=1

bk/k < ∞.

R. Salem, “Determination del’ordre de grandeur ál’origine de certaines séries trigono-
métriques”, C. R. Acad. Sci. Paris, 186 (1928), 1804–1806.

v(b, x) = x

m(x)∑
k=1

kbk, u(a, x) =

m(x)∑
k=0

(k + 1)∆ak.
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Пусть a = {ak}∞k=0, b = {bk}∞k=1 — выпуклые и стремящиеся к нулю по-
следовательности, {(k + 1)∆ak}∞k=0, {kbk}∞k=1 — неубывающие последова-
тельности. Тогда найдётся такое x0, что

C1(b)v(b, x) < g(b, x) < C2(b)v(b, x), 0 < x < x0,

C3(a)u(a, x) < h(a, x) < C4(a)u(a, x), 0 < x < x0,

для некоторых величин C1(b), C2(b), C3(a) и C4(a).

М.И. Дьяченко
1 Если lim

k→∞
ak = 0 и ∆2ak ⩾ 0, то h(a, x) < 5u(a, x), 0 < x < π.

2 Если lim
k→∞

ak = 0 и ∆3ak ⩾ 0, то ∃C > 0: h(a, x)>Cu(a, x), 0 <x⩽π/6.

А.Ю. Попов, “Уточнение оценок сумм синус-рядов с монотонными и косинус-
рядов с выпуклыми коэффициентами”, Матем. заметки, 109:5 (2021), 768–780.

Если lim
k→∞

ak = 0 и ∆2ak ⩾ 0, то h(a, x) < u(a, x), 0 < x ⩽ π/3.
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S.A. Telyakovskĭı, “On the behavior near the origin of the sine series with convex co-
efficients”, Publ. Inst. Math. Nouvelle série, 58 (72) (1995), 43–50.

1 Если b ∈ M, то ∃C1 > 0: g(b, x) < C1v(b, x), 0 < x < π.
2 Если lim

k→∞
bk = 0, ∆2bk ⩾ 0, то ∃C2 > 0: g(b, x)>C2v(b, x), 0<x<π/11.

А.Ю. Попов, “Оценки сумм рядов по синусам с монотонными коэффициентами
некоторых классов”, Матем. заметки, 74:6 (2003), 877–888.

1 Если b ∈ M, то g(b, x) < v(b, x), 0 < x < π.
2 Если lim

k→∞
bk = 0 и ∆2bk ⩾ 0, то

g(b, x) >
2

π2
v(b, x)− 1

π
bm(x) − bm(x)

(
1

x
− 1

2
ctg

x

2

)
, 0 < x < π/2.

max
b

lim
x→+0

g(b, x)

v(b, x)
= 1, min

b
lim

x→+0

g(b, x)

v(b, x)
=

2

π2
.
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А.Ю. Попов, А.П. Солодов, “Точная оценка снизу верхнего предела отношения
суммы ряда по синусам с монотонными коэффициентами к её мажоранте”, Вестн.
Моск. ун-та. Сер. 1, Матем. Мех., № 4 (2014), 51–55.

Теорема 2
Для любой последовательности b ∈ M существует последовательность
положительных чисел {xn}, lim

n→∞
xn = 0, такая, что при всех n ∈ N

g(b, xn) >
2

π2
v(b, xn).

min
b

lim
x→+0

g(b, x)

v(b, x)
=

2

π2
.

9 / 22



B ↓= {b ∈ M : (k + 1)bk+1 ⩽ kbk ∀k ∈ N}.
B ↑= {b ∈ M : kbk ⩽ (k + 1)bk+1 ∀k ∈ N}.

Теорема 3
Если b ∈ B ↓, то при любом x ∈ (0, π/3] верна оценка снизу

g(b, x) >

(
I − 1

m(x)

)
v(b, x)− 3

2
bm(x)+1 sin

x

2
, I =

1

π

∫ 2π

0

sin t

t
dt.

Cуществуют последовательности b ∈ B ↓ и {xn}∞n=1 такие, что

xn > 0 (∀n ∈ N), lim
n→∞

xn = 0, g(b, xn) ∼ I v(b, xn), n → ∞.

Теорема 4
Если b ∈ B ↑, то при любом x ∈ (0, π) верна оценка сверху

g(b, x) < I

(
1 +

1

m(x)

)
v(b, x) +

1

2
bm(x)+1 tg

x

4
, I =

1

π

∫ π

0

sin t

t
dt.

Существуют последовательности b ∈ B ↑ и {xn}∞n=1 такие, что

xn > 0 (∀n ∈ N), lim
n→∞

xn = 0, g(b, xn) ∼ I v(b, xn), n → ∞.
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w(b, x) = x

m(x)−1∑
k=1

k3∆2bk.

Теорема 5
Для любой выпуклой и стремящейся к нулю последовательности b

g(b, x) >
2

π2
v(b, x)+

π − 2

12π2
w(b, x)− 1

π
bm(x)−bm(x)

(
1

x
− 1

2
ctg

x

2

)
, 0 < x <

π

2
.

Следствие
Пусть b — положительная, выпуклая, стремящаяся к нулю последова-
тельность. Тогда для некоторого x0 > 0

g(b, x) >
2

π2
v(b, x)− 1

π
bm(x), 0 < x < x0.

Теорема 6
Существует выпуклая, медленно меняющаяся и стремящаяся к нулю по-
следовательность b, для которой найдётся последовательность точек
{xn}∞n=1, xn → +0, такая, что

g(b, xn) <
2

π2
v(b, xn).
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v0(b, x) = x

(m(x)−1∑
k=1

kbk +
1

2
m(x)bm(x)

)
.

Теорема 7

Пусть b — положительная, выпуклая и стремящаяся к нулю последова-
тельность. Тогда для некоторого x0 > 0

g(b, x) >
2

π2
v0(b, x), 0 < x < x0.

Для любого ε > 0 существует выпуклая, медленно меняющаяся и стре-
мящаяся к нулю последовательность b, для которой найдётся последова-
тельность точек {xn}∞n=1, xn → +0, такая, что

g(b, xn) <
2

π2
xn

(m(xn)−1∑
k=1

kbk +

(
1

2
+ ε

)
m(xn)bm(xn)

)
.

min
b

lim
x→+0

(
g(b, x)− 2

π2
v(b, x)

)
= 0, min

b
lim

x→+0

g(b, x)− 2π−2v0(b, x)
3
√
x

= 0.
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σ(b, x) = x

m(x)∑
k=1

k(k + 1)

2
∆bk.

С.А. Теляковский, “О поведении рядов по синусам с выпуклыми коэффициентами
вблизи нуля”, Докл. РАН, 357:4 (1997), 462–463.

Для любой выпуклой и стремящейся к нулю последовательности b най-
дутся такие не зависящие от b положительные постоянные C1 и C2, что

C1 σ(b, x) +
bm(x)

x
< g(b, x) < C2 σ(b, x) +

bm(x)

x
, 0 < x ⩽

π

11
.

g(b, x) >
bm(x)

x
, 0 < x < x0.

g(b, x)−
bm(x)

x
≍ σ(b, x).
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Теорема 8

Пусть b — положительная, выпуклая и стремящаяся к нулю последова-
тельность. Тогда

bm(x)

x
+

6(π − 1)

π3
σ(b, x)−

∆bm(x)

π
< g(b, x) <

bm(x)

x
+ σ(b, x), 0 < x ⩽

π

11
.

Существуют выпуклые, медленно меняющиеся и стремящиеся к нулю по-
следовательности b, b, такие, что

lim
x→+0

(
g(b, x)−

bm(x)

x

)
/σ(b, x) =

6(π − 1)

π3
,

lim
x→+0

(
g(b, x)−

bm(x)

x

)
/σ(b, x) = 1.

min
b

lim
x→+0

(
bm(x)

x
+ σ(b, x)− g(b, x)

)
= 0.

min
b

lim
x→+0

(
bm(x)

x + σ(b, x)− g(b, x)
)

x
= 0.
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Теорема 9

Пусть b — положительная, выпуклая, стремящаяся к нулю последова-
тельность. Если последовательность {k∆bk}∞k=1 медленно меняется, то

g(b, x)−
bm(x)

x
∼ 4

π2
(γ + lnπ)σ(b, x), x → +0.

Пример
∞∑
k=1

sin kx

ln(k + 1)
=

1

x ln (1/x)
+

γ

x ln2 (1/x)
+ o

(
1

x ln2 (1/x)

)
, x → +0.

Следствие
Пусть b(t)— неотрицательная, выпуклая и дифференцируемая функция,
стремящаяся к нулю при t → +∞. Если функция −tb′(t) медленно меня-
ется, то

∞∑
k=1

b(k) sin kx =
b (e−γ/x)

x
+ o

(
b′ (1/x)

x2

)
, x → +0.
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