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� �������� ����! � -��� �����& ��� �	��
.
��& /��/��/ ��	������
� ���	/$���� ����	�
	�������� ���/�
/ ����� ����&
��/ ����	���  ���!�/ ��	����������/ ��	��& ����
/  ��	�����
/ 
 ���	� ���
�	
 -��� �	�"���/ ��	����
�� 
 ��	�� ��� �������& ��	��
�
��!,
� ����& ��.
	���,��
/ ����	�� /���� �"	� �� ��  ������ +���
 �����
& �	����� ����
/&
���",� ����	/&  ���!�/ �� �	��
���& ��	�� ����	��  ��

� �� 
����� ���
�
��
0�
����/& ��� ��/ 	�1��
/ -��� �	�"���� ��
"���� ������/,
� �������
���
�
����	���� "���� �	
���
������ ���	�
���� #��	��$�& �������� � �
� �	����.
�
/ �	��
� ���� �� 
 ���� ����	���

 ���!�/ ��
 ������
� 2� ��
�� ����&
��� � �	�
 ������� ������ �	����
 ���	��$��� ���	�
���� /��/!�/ �	
���
.
������
 ���	�����������
 
 ���/,
�
 �� �	����
  � �
 
���
�
 ���
���
&
��
 �	
���/� � �������� ��$��� ��	�$��
/� 
 �	�����
/� ��/ ��� �	�� ���	/.
$��
� 
 ����	���
�� �	��� ����& �	���
�� �
������� 	�1��
/  ���� �����
�

����	�
	������ ���	���� ���� ���� �����& ��� � �	���� ���
���
� �������-��.
������/ ����& ���	�����/ � ���	�
����� #��	��$�& ��$�� 
���� 
�� 
��/�
�	
 -��� �� �
���� �����/ �"����������� �
���	
 ������� � ��	�����
 ����.
�� ���/�
/ 
��� �	�����
�& ��� �	
���
� � �������
���
 ���
�
��������
�	�����

��-���� "��� "�  �����
��� ��/ ��	������
/ "���1
� ����	���
� �  ���.
��� �����
�
 ���	���� ���� 
���� ����� ���	�
���� 3���	�� +���� ����
� ��.
�	�
��� 3���	� %�	��	��������� ���	�
���* � �
�	������
�� �"�������� ���&
��� 
�����
 ���
�
���
 � ��� /��/!�/ �� ��	���,��
/ ���
�& � 
� ��	��
�
4 ��	��/� ���$� ��	���
	�!�/ 
 �	��
���� ����
/� + �����& ��� �����.
��� ���	/$����.����	�
	������� ���/�
� ���� �� ����
� ����/� ��	����/��/
�	�����& � 	� ������� ����	��� ��� "��� ���
������ ��/ ���� ���"� ������.
�
�� �	��� ����	�
	����
/& ���������  ���� ��������� ���/�
� ���� 
 ����
��	���� ��� ����� � ��$��� ������ �	����
� 5���! �� ��$���� �	������.
�/�� 
 ����
� �	���� ����	�
	����
/ ��� �	���� �	����$��
/ 	�1��
/ ��
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��	����	�& � ������� ����	��� ��$�� "��� ��"	�� ��	����	 ���	� �
 
�
 ��.
	����	��� ��,��
/ � ���
���
�  ������& �	��/ � �
���
���
�  ������ 
�

��
���1
� ��	����	 �	����$��
/ 	�1��
/ '8& �) � ��� 
 �	��
� ����/��

3��� ������ �	
��������� ���& ��� � ��$��� ������ �	����$��
/ 	�1��
/
�	�"���/ ��	����/�� ���� �	�
 ������ �� ��
 ������ ���
�
� �� ��	����	�& ��.
��	�� ��$�� ���
���� ��� ���� ��	���� -�
� ���
�
�� 9����� ��	������
/ ���
�
���
�
� /��/��/ �
������ 
 �� �,���� �	
��
�
����� �
��� �� ���
����/ ��
 ����
 ��	������
/ ��	���� � �
�	������
��� :� ���"��� 	�1��� � ���	�
�����
3���	�& �� ���  
���� ����
�� ����& ����	�� �� 
 ���/!�/ � �	���� �	����.
$��
/ 	�1��
/ %� �	���� ����	�
	����
/*� + ���/!�/ $� ����$��
/ ���
�
���� 
 ��� �	��
�� �� ����1��
! � ��"	����� �����

�� 	
���
�� ����

;����	
� ���	/$���� ����	�
	������� ���/�
� 	���&  ��
��!,�� �".
���� D � �	�����
/ 	������
/ 	���& ��������� � �	
���
������ ���	�
��.
��� 3���	� (x1, x2, x3) & � ����� ������
/ ���1�
� ������ 
 ����	�������
�������� � �
�������
/& "���� 
���� �
� '6& �)

∇jσ
ij + ρF i = 0, σij = σji. %(�(*

9��� ρ < �������� 	���& F i < ���������� �����	� ������ 
�& σij < ���.
�	���	
������ ���������� ��� �	� ���	/$��
�& ∇j < 
����� ����	
�������
�
���	���
	����
/

∇mσmn =
∂σmn

∂xm
+ σmiΓn

im + σnjΓm
jm,

��� Γk
ij < 
����� �	
�����/ ���	��� 	���& ���
�/���� ��	� ���������� ���.

	
������ ��� �	� g �	
 ����,
 ��	���

Γk
ij =

1
2
gkn

(
∂gni

∂xj
+

∂gnj

∂xi
− ∂gji

∂xn

)
, i, j, k, m, n = 1, 2, 3.

:�
 � 
���� �	
���
������ ���	�
���  ����� ����	
������ ����������
�����	� ��	���,��
/ u ����� 	��� �	
 ����	���

& �� �����/!,
� ��� �	�
�������� ����	���

 eij � ���	�
����� 3���	� "���� ���
�/��/ �� ��	�����
'7& =)

eij =
1
2
(∇iuj + ∇jui −∇iun∇ju

n), %(�8*

��� 
����� ����	
������� �
���	���
	����
/ ��	������� �����1��
/�


∇iuj =
∂uj

∂xi
− Γn

jiun, ∇iu
j =

∂uj

∂xi
+ Γj

niu
n.

>�	��
�
�/ �
 
���
�
 �����1��
/�& ����	�� ����� "���  ����� � �
�.
��	���
������ ��	��

dσij = Aijmndemn. %(��*

9��� Aijmn < ���������� ��� �	� �����	���� 	����&  ��
/,
� �� ���
�����.
�� �� ������ ������ ���	/$���� ����	�
	�������� ���/�
/& �� �����
���
�
����� 	��� 
 �� 
��	

 ���	�$��
/ � �",�� ������ 2� -��� ��� �	 �����.
������/ �	�"����
�& ���"� �� ���� ����� ��	����/� �
���	���
��� dσij ��
 ������� �
���	���
���� demn.



�	
-����� ��6��	� ��-	��7��8 ����� 6=

��������& ��� �� ��
 ������& ����/,
� � �	�����
/ 	������
/ %(�(*& ������.
	
���
� �����1��
/ %(�8* 
 �
 
���
� �����1��
/ %(��*&  ��
/� �� ������	���
��	����	� λ & ��� ����	��� ��	����
� �� $�& �� ��� σij = σij(λ) & eij = eij(λ) &
u = u(λ) & i, j = 1, 2, 3 �

4����� ����!,
� �"� �����
/

dσij

dλ
= σ̇ij ,

deij

dλ
= ėij ,

du
dλ

= u̇. %(�6*

?��"� �����
�� �	�����
/& ��	����/!,
� ���� ��	���� 
 �����
/ ��
 ���.
��� σ̇ & ė & u̇ & �	��
���	���
	��� �����1��
/ %(�(*& %(�8* �� λ & � �
 
���
� ���.
��1��
/ %(��* 	� ���
� �� dλ � 4 	� �������& �
��/ �������� 	��� ��
 ������&
�����
� ����!,�! 
���� �	�����
�& �
�����! ����
������ ��	���� ���	/.
$��
�& ����	���
� 
 ��	���,��
�@

∇j σ̇
ij + ρ

∂F i

∂λ
= 0, σ̇ij = σ̇ji, %(��*

ėij =
1
2
(∇iu̇j + ∇j u̇i −∇iu̇n∇ju

n −∇iun∇j u̇
n), %(�7*

σ̇ij = Aijmnėmn. %(�=*

>"	��
�/ ����	� � �	��
���� ����
/�� >"� ���
� ��	� ν1, ν2, ν3 ��������.
�� ��
�
����� �����	� ��	���
 � ����	����
 S = S1 + S2 < �	��
�� �"���
 D �
5���� �	��
���� ����
/ ����� "���  ��
��� � �
��

u = u(0) �� S1, σijνj = f i �� S2, %(�A*

��� f i < ���������� ������� �����	� ���1��� 
���
���� �
���	���
	����
/ �	��
���� ����
� %(�A* �� ��	����	� λ 
����

u̇ = 0 �� S1, σ̇ijνj + σij dνj

dλ
=

∂f i

∂λ
�� S2. %(��*

4�"�	�� ��	����	 λ ���& ���"� �	
 λ = 0 "��� 
 ����� ���	/$����.
����	�
	������� ���/�
� 	��� σ = σ(0) & e = e(0) & u = u(0) � >"���� -�� ����.
��	�
	������� ���/�
� σ(0) = 0 & e(0) = 0 & u(0) = 0 � 5���� �"� �����
/ %(�6*&
����������� ���������
 ����
/�
& ��$�� 	����	
���� ��� ��������!  ���.
�� ��/ 
���� �"���������� �
���	���
������ �	�����
�

dσ

dλ
= σ̇,

de

dλ
= ė,

du
dλ

= u̇ %(�(B*

σ|λ=0 = σ(0), e|λ=0 = e(0), u|λ=0 = u(0).

4���/,
� � �	���� ���
 -�
� �	�����
� ���
�
�� ��	���� σ̇ & ė & u̇ �� ��	�.
���	� λ ��	����/!�/ 
 	�1��
/ �
������ �	�����  ����
 ��/ �	�����
� %(��*<
%(�=* �	
 �	��
���� ����
/� %(��* �� ����	�
	������� ����	����
 	���� 3�

�	�����
/ ���$�� "��� ��������� ����
/�
 �� ��"�	 ��	����	� λ � 5�� ���

���� %(��*<%(�=* �
����� ����
������ �����
� σ̇ & ė & u̇ & �� �� ���"�� ���
 �
�	�����
/� ��/ ��	���� u̇ 
 �����
/ ��	���,��
� u � 3�
 �	�����
/ �	
���
�
�

L(σ, e,u)u̇ = Φ, %(�((*

��� L < �
������ ���	���	& ��	��������� � ����	�
	������� 	���& �� ��� �
�"���
 D �



6A 50
0 ����� 	 ��0

C	��
���� ����
/ ���$� �
����� ����
������ u̇ 
 ����� "��� �	���������
� �
��

Γ(σ, e,u)u̇ = γ, %(�(8*

��� Γ < �
������ ���	���	& ��	��������� �� ����	����
 ����	�
	������� 	�.
��& �� ��� �� �	��
�� S �"���
 D �

5���� ��	����	 λ ��$�� ��	����
��& ��� � '�)& �����
������

dλ2 =
1
D

∫
D

(du, du)dD 
�

1
D

∫
D

(u̇, u̇)dD = 1, %(�(�*

��� ���	���	 (, )  ����� ���/	��� �	�
 �����
��
D����
���� %(�(�* /��/��/ �"�",��
�� �� �
��"�	���� �	��	����� ��
���.

1��� ��	����	� �	����$��
/ '8& �) � ����
����� �	��	������

�� ���
����� ���

�	�����
/ 	������
/ %(�(* 
 ��	�$��
/ ��/ ����������� ��� �	� ��������
����	���

 %(�8*&  ��
����� � �	����������� ����	����� 
���� ���	�
��� 3�.
��	� (x1, x2, x3) & �	
��� �
�

∂σij

∂xj
+ ρF i = 0, σij = σji, %8�(*

eij =
1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
− ∂uk

∂xi

∂uk

∂xj

)
. %8�8*

>� x1 ���	��
� ����� �
 ��	$�/ x � �	
��� ����	��
���� �	
"�
$��
� �
��	��& �	����$����� � '()& ���� "���� �
���� ����
������� ���
���
� ε1 	��.
��� ���������� ����	���

 e11 � E��/& ��� ���� ��� � '(B)& ����� �	������$��
�
�� ������ ��		�����& �� ��� �������� ������ 	�1��
�& ��� �� ���/�� 
����.
 ����� ��� ��/ ���
	����
/ �
������ �������� 5���� ��/ �	����1���  �����
C��� σ11 = Ee11 ���� ������
/ �"� �����
� f1 = ρF1 & u = u1 �	�����
/ %(��*<
%(�=* ��$��  ��
��� � ��	��

dσ̇11

dx
+

df1

dλ
= 0, ė11 =

(
1 − du

dx

)
du̇

dx
, σ̇11 = Eė11. %8��*

C	��
���� ����
/ ��/ ��	$�/& ��
� ����� ����	���  ��	�����& � �	���� ��.
�	�$�� ���	/$��
�� σ & ��$��  ����� � �
��

u̇(0) = 0, σ̇11(xΓ) = σ̇. %8�6*

9��� σ̇ = dσ/dλ & xΓ < ���	�
���� �� ��	��������� ����� ��	$�/& ���	�$������
���	/$��
�� σ �

��/ ����/ Ḟ1 = 0 �����
� ������ 	�1��
� -���  ����
� + ��	���� �	�����
/
%8��* ������& ��� �����
/ σ11 �� 
 ���/��/ ����� ���	�
���� x & �� ��� σ11 =
= const �

F ������ ���	��� �	��
����� ����
/ %8�6* 
���� σ̇11 = σ̇ �
4 ����� x1 = x 
 �����1��
� %8�8* ��������

e11 =
du

dx
− 1

2

(
du

dx

)2

. %8��*



�	
-����� ��6��	� ��-	��7��8 ����� 6�

5	���� �	�����
� %8��* ���� 
����	
	����
/ �� λ  ������ ������� ���������
����
� �	
�
���� �
�

σ11 = Ee11.

;� 	�1
� �	�����
� %8��* ����
������
du

dx
& �����
�

du

dx
= 1 ±√

1 − 2e11. %8�7*

4 	������� %8�7* ������ � /��  ��� �
��� 4�"�	  ���� �"������� �
 
.
���
� �����@ ��	���,��
� ���$�� �� 	����� �	
 ����
���

 ����	���


e11 �

>�!��& 
��/ � �
��& ��� u(0) = 0 
 e11 =
σ

E
= ε &  ���!����@

u =
(

1 −
√

1 − 2
σ

E

)
x.

��/ ��	$�/& ��������/ ��
�� ����	��� "��� 	���� l & �����
� ��	���,��
�
�	����� ����� � �
��

u(xΓ) =
(
1 −√

1 − 2ε
)
(l + u(xΓ)).

9��� xΓ < -���	��� ���	�
���� �� ��	��������� ����� ��	$�/� + -���� 	����.
��� ������& ���

u(xΓ) =

(
1 −√

1 − 2ε
)
l√

1 − 2ε
=
(

1√
1 − 2ε

− 1
)

l. %8�=*

��/ �������
/ �
������� 	�1��
/  ��
1��  ����� %8��*& %8�6* � ��	���,��
.
/�� 4 -��� ����� ��������/  ����� %(�(B* �	
��� �
�

du

dλ
= u̇, u|λ=0 = u(0). %8�A*

�	����/  ����� %(�((*& %(�(8* ��$�� "���  ��
��� � ����!,�� �
��(
1 − du

dx

)
d2u̇

dx2
− d2u

dx2

du̇

dx
= 0,

u̇|x=0 = 0,
du̇

dx
|x=xΓ =

σ̇(
1 − du

dx
|x=xΓ

)
E

. %8��*

;����	
� ����	
�� �
������� 	�1��
/ -���  ����
 �	
 ����,
 �������.
	� ������� �������

���� x0
i < ������	�
	������� ���	�
���� ����� ��	$�/& (i = 0, 1, · · · , k) G

xj
i < ���	�
���� ��� $� �����& �� � ����	�
	������� ���/�

 �	
 λ = λj & ��

��� xj
i = xi(λj) & -�� ���	��$��� %���	�$�����* ���	�
����G xi < ���	�
����

����� �� �
 x & �� ��� -���	��� %�	��	���������* ���	�
�����
���� ���$� σj

i = σi(λj) < ���	/$��
� � �����  ���	�
����� xi �	
 λ = λj �
0��	��
 
 �����
/ �� ��	������� λ ���	/$��
/ 
 ��	���,��
/ �"� ���
� ��	� 

σ̇j
i = σ̇11(xi, λj), uj

i = u(xi, λj), uj
Γ = u(xΓ, λj),

U j
i = u̇(xi, λj), U j

Γ = u̇(xΓ, λj).
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�	
��� ���$� ����!,
� �"� �����
/@ h < 1�� ���
 �� ��	������� x & Δλ <
1�� 
����	
	����
/  ����
 ��1
 �� ��	������� λ & Nj < ���
����� ����� ���

�� j .� 1����

2� ������� 1��� ����	
��� �	
���

x0
i = xi, x0

Γ = x0
k, σ0

i = 0, u0
i = 0,

�� ��� ��	$��� �����
�/ � ������
�	
���
� ����� ���� �  ����� %8��*& ���	��
�
	�/ ��	��� 
 ���	�� �	�
 .

������ �� �	���������� 1�"����  �������! �� O(h2) �� ��	�����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u′
0 =

1
2h

(−3u0 + 4u1 − u2), u′′
0 =

1
2h

(−3u′
0 + 4u′

1 − u′
2),

u′
i =

1
2h

(ui+1 − ui−1), u′′
i =

1
2h

(u′
i+1 − u′

i−1),

u′
N =

1
2h

(uN−2 − 4uN−1 + 3uN), u′′
N =

1
2h

(u′
N−2 − 4u′

N−1 + 3u′
N).

�������� �	��
���/ ����� ��������  �������� ������ � ����& �� �	
	�,�.
�
/ 
 �	�
 ������ 
� 	����@

u0
N0

= uΓ, u′0
N0

= u′
Γ, u′′0

N0
= u′′

Γ.

;�1��
� ���������� 
���� N �
������ ����"	�
���
� �	�����
�  N
��
 ������
 
 �	���
���������� ���	
��� "���� ����
���� ������� �	����.
�
� H��	
�� 
���� ���������	/�� ����
! 	� 	�1
���
 ������ �	�����
 '(B)&

 ���������� � ���� ���
���
� 	�1��
�  �������! �� �1
"�
 ��	�����
/ /��/.
��/ ������� 4 �������1�� �����/ 
���� "���� 
���� �� ���� �	�����
� "���1�&
��� ����� 	� "
��
/ ���
& �������� ���	�
���� ����� ��	$�/ 	����	
����/
��"��

+���� �/ ��������� ���� ��	���� ��	���,��
� �� ��	����	� U0
i 
 
���.

�	
	�/ ��������!  ����� %8�A* ������� 3���	�& �����
� ���� ��	���,��
� u1
i �

>����
�& ��� �� ��	��� 1��� ���
���
� �	
���
�/ 
���� ����� ����� 3���.
	�  �������! O(Δλ) & � ����� ��/��/��/ �� ��$���� �	
���/�� "���� ������
�������

���	�
���� ����� ��	$�/ ��	����/��� -��	����
	����
�� ���	��
�
	��.
��� �� ������ ��
����1
� ����	���� ����
 �$� ��������� -���	���� ���	�
.
��� ����� ���
� ;����	
����� �
�����/ ���	��
���
/�

2� i.� 1��� ����	
��� 
���� %���	� �� �� �	���� ����� 	���� σi
Γ *@

σi(x) < ���� ���	/$��
�&
uj(x) < ���� ��	���,��
�&
xj

i < ���	�
���� ���	�$����� �����&

uj
Γ < ��	���,��
� �	���� �	��
���� ����
&

xj
Γ < ���	�
���� �	���� �	��
���� ����
�

+���� �/ ��������� �� �	�����,�� 1���  �����
� ��	���,��
/ �	���� �	�.
�
���� ����
& �	���	/��/& �	�"���/ �
 ��"�����
� �,� ����� ����
 ���
� ��/
-���� 	���
��!�/ ���  �����
/ xj

Γ 
 (Nj−1 + 1)h � :�
 ��	��� "���1� ���	�.
��& �� ��"���/��/ �,� ���� �����&  �����
� � ����	�� ���
�/��/  ����,�!

���	���/�

 ��"
���
�
 �������
�

�����& ������
��� ���������� 1��� ����	
��� �	
���/��/ ����� ���� �  �.
���� %8��*� �	�
 �����/ � �	��
���� ����� ���	��
�
	���/  ��	������	���
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���0 9

1���� �� ��	����

u′j
Γ =

1
h + hΓ

(
hΓ

h
uj

N0−1 −
h

hΓ

(
1 +

hΓ

h

)2

uj
N0

+
h

hΓ

(
1 + 2

hΓ

h

)
uj

Γ

)
,

��� hΓ < 	���/�
� ��$�� �������� ������ 
 �������� ������ ���
�
���������/ 
���� Nj + 1 �	�����
� 	�1���/ ������� �	�����
�

�� ���������� ���! ��	���� ��	���,��
/ U j
i �����
� ���� ��	���,��
�

uj+1
i ��/ ����!,���  �����
/ ��	����	�  ����,�! ������ 3���	� <��1
 '(B)

uj+1
i = uj−1

i + 2ΔλU j
i .

��/ ����$���
/ ��	���,��
/ ����� ��	$�/ ui
Γ ������
��� ���������� 1���

����	
��� �	
���/��/ ���	��
���
/ �� ������ ��
����1
� ����	�����
�� ���������� ���! ��	���,��
� �����
� ���	�
���� �	���� �	��
���� ���.

�
& 
���� �/ ��	����
xj+1

Γ = x0
Γ + uj+1

Γ .

����� �	��� �����	/��/�
4 ���� 	���
 ��

 ����	
��� "��
 	����	��� 	� �
���� ��������
I��� ���� ���& ��� �	
 ��"�����

 ����� ����
 � ���� ��
������ ��	�1


��� �
������& ��� 
 ���
������ ������ ���	��
���

� 4�
/�
� ��"�	� ������
��"�����
/ ����
 �� �������� 	� ������ �� �	������
� O(h2) �

3��	����
	����
� ��/ ����$���
/ ��	���,��
/ ����� ��	$�/ ���$� "�.
�� 	���
 ����� 	� ���
 �������
@ ������� ��
����1
� ����	���� ��/ �	
���
��	���� 
 ���	��� ��	/���� 
 ��"
���
�
 �������
� 2�
����1�� ���
�
� ��
������� 	�1��
/ %8�=* �	
 
����� ����	���
/� %"���� 3/4 �� ��������� ��
��*
���� �� ����� ��
����1
� ����	����  �	
��� ��	���� ��	/���& ���	������ ��
A.�
 �	��1����!,
� �������

2� 	
� ( �	�������� �	��
�  ��

���
 ���
����� ����� 	� "
��
/ �� ��.
�	/$��
/& �	
��$������ � �	����� ����� ��	$�/& ������	
	�!,
� 
����
�.
���� ��"�����
/ ����� � ����� 2� 	
� 8 ���� �� �	��
� 	��� ���
�
/ ��$��
������ 	�1��
�� 
 �
������� 2� 	
� � ��$�� ��
����  ��

���� ����
����.
���� ���
���
/ ��	$�/ �� ���	� �
& �	
��$����� � �	����� ����� ��	$�/�
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�����*����$ ��������(  ���!$���� ����$+����� +��
%� )� )� ���� �. +�% ����� ��� *�( 10−2 �0 ����!$�
��� ��!�����#� ) �����,#���,4 ����� �� ��� *�� <
9==. �������� < 9>=

Δλ �+�1�� ?ε@ ��������!$��� # ��( �����
0.6 5.631 · 10−2 =0A
0.3 3.679 · 10−2 =0>
0.15 2.482 · 10−2 90:
0.06 1.246 · 10−2 ;0=
0.04 6.500 · 10−3 A0=
0.03 3.596 · 10−3 B0A

����
���
� ������
 ��$�� ���
����� �� ������ �����1��
�� 1��� 	� "
�.
�
/ ���
 ��	$�/& �� 
 �����1��
�� 1��� 
����	
	����
/� 5�"�� ( ������	
	�.
�� ��
/�
� 
 �����
/ 1��� 
����	
	����
/ �� 	��������	��
���! ����������!
�1
"�� 
 �	��/&  ��	������� �� ���
���
/�



�	
-����� ��6��	� ��-	��7��8 ����� ��

���0 C

�� 	�
��� ���

+������ ���	/$���� ����	�
	������� ���/�
� �	/���������� ��	����
����
��& ��� ��$��� �	�/ ����	��  ��	������ �� ��	������� ��	���,��
.
/� 
 ��"���� �� �������
������� ��� �	��
� �	�/ ��"����& �	
�J� � �	�����
�	
��$��� 	������	�� 	��	��������/ ���	� �� 
����
�����! σ %�� 	
� 6*�
��/ -���  ����
 �	�����
/ 	������
/ %(�(* 
 ��	�$��
/ ��/ ����������� eij ���.
 �	� �������� ����	���

 %(�8*&  ��
����� � �	����������� ����	����� 
����
���	�
��� 3���	� (x1, x2) & ����/�/� ����!,
� �"	� ��@⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
∂σ11

∂x1
+

∂σ12

∂x2
+ ρF1 = 0,

∂σ22

∂x2
+

∂σ12

∂x1
+ ρF2 = 0,

%��(*

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e11 =
∂u1

∂x1
− 1

2

[(
∂u1

∂x1

)2

+
(

∂u2

∂x1

)2
]

,

e22 =
∂u2

∂x2
− 1

2

[(
∂u1

∂x2

)2

+
(

∂u2

∂x2

)2
]

,

e12 =
1
2

(
∂u1

∂x2
+

∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x1

∂u1

∂x2
− ∂u2

∂x1

∂u2

∂x2

)
.

%��8*

9���� C��� �	
��� � ����!,�� �
��@⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ11 =
E

(1 + μ)(1 − 2μ)
[(1 − μ)e11 + μe22] ,

σ22 =
E

(1 + μ)(1 − 2μ)
[μe11 + (1 − μ)e22] ,

σ12 = Ge12,

%���*

��� μ < ��-��
�
��� �������
0����/ ������ �	����$��
/ 	�1��
/ �� ��	����	�& ��������& ��� �� ��
 .

������& ����/,
� � �	�����
/&  ��
/� �� ������	��� ��	����	� λ � �	��
���.
	���
	���� �� -���� ��	����	� �	�����
/ %��(*& %��8* 
 %���*& �������� ����!.
,�! 
���� �	�����
� �
������ ����
������ ��	���� 
 �����
/ ��
 ������
�����
�@ ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
∂σ̇11

∂x1
+

∂σ̇12

∂x2
+ ρḞ1 = 0,

∂σ̇22

∂x2
+

∂σ̇12

∂x1
+ ρḞ2 = 0,

%��6*
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ė11 =
(

1 − ∂u1

∂x1

)
∂u̇1

∂x1
− ∂u2

∂x1

∂u̇2

∂x1

ė22 =
(

1 − ∂u2

∂x2

)
∂u̇2

∂x2
− ∂u1

∂x2

∂u̇1

∂x2
,

ė12 =
1
2

[(
1 − ∂u1

∂x2

)
∂u̇1

∂x2
+
(

1 − ∂u2

∂x1

)
∂u̇2

∂x1
− ∂u1

∂x2

∂u̇1

∂x1
− ∂u2

∂x1

∂u̇2

∂x2

]
,

%���*

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ̇11 =
E

(1 + μ)(1 − 2μ)
[(1 − μ)ė11 + μė22] ,

σ̇22 =
E

(1 + μ)(1 − 2μ)
[μė11 + (1 − μ)ė22] ,

σ̇12 = Gė12.

%��7*

9��� ����� �"� ������ �
���	���
	����
� �� ��	����	� λ � ���� �
���	��.
�
	����
/ �� -���� ��	����	� �	��
���� ����
/ �	
��� �
� %�� 	
� 6�*@

x1 = 0, u̇1 = 0; ė12 = 0. %��=*

x1 = a, (1 − μ)ė11 + μė22 =
σ̇(1 + μ)(1 − 2μ)

E
; ė12 = 0. %��A*

x2 = 0, u̇2 = 0; ė12 = 0. %���*

x1 = b, μė11 + (1 − μ)ė22 = 0; ė12 = 0. %��(B*

:�
 �����! �	����!  ����� 	�1��� � ��	���,��
/�& �� �	
���
� � �
������
 ����� ����
������ �����
� u̇1 
 u̇2 & 	�1��
� ����	�� �� ��$��� 1��� �	���
.
$��
/ �� ��	����	� λ ��	����/�� �	���� ���
 ���������  ����
 %(�(B*�

2���J� ����
�
����� 	�1��
�  ����
 %��(*<%���*�
5����� 	�1��
� "���� 
���� � �
��@ u1 = C1x1 & u2 = C2x2 & ��� C1 & C2 <

������	�� ��������� ��������& ��� σxx = σ & σyy = 0 �
+ �	�����
/ %��(* ��������@⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
e11 = C1 − 1

2
C2

1 ,

e22 = C2 − 1
2
C2

2 .

��"���// � -�� 
���� �	�����
� %��8* 
 ��	�$�/ ������ C1 & C2 & ��������
����!,�! 
���� ����	����� �	�����
�@⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
C2

1 − 2C1 = −2σ

E
(1 + μ)(1 − μ),

C2
2 − 2C2 =

2σ

E
(1 + μ)μ.

;�1�/ ���������! 
���� 
 �������// ���������  �����
/ C1 
 C2 � ��.
	�$��
/ ��/ u1 
 u2 & �������� ����
�
����� 	�1��
�⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
uΓ

1 =
(

1 −
√

1 − 2(1 − μ2)
σ

E

)
X1

uΓ
2 =

(
1 −

√
1 + 2(μ + μ2)

σ

E

)
X2

%��((*



�	
-����� ��6��	� ��-	��7��8 ����� ��

��� X1 
 X2 < ��������� ���	��$��� ���	�
���� ����
& � uΓ
1 
 uΓ

2 < ��	���,��
/
���������!,�� �	��
���� ����
�

4�"�	  ���� �	
 	�1��

 ����	������ �	�����
/ �"������� �
 
���
�
�����@ �� ��	���& � ����	�� �	
��$��� ���	/$��
� σ, ���$�� ��	���,���.
/ ����	�������  ��! x1 & � �	���/ < ������������ � �	��
������$��! �
 x2

��	����
?��"� �����
�� �
������ 	�1��
�  ����
& ��$�� �	��"	� ����� �	�����
/

%��6*<%��7* � 
���� �	�����
�&  ��
/,
� ������ �� u1 & u2 & u̇1 
 u̇2 � ��/ -��.
�� �	��
���	���
	��� �	�����
/ %���*& %��7* �� ��	������� x1 & x2 & ��� ��� -��
��$��& 
 ������
� ���������� ��	�$��
/ � �	�����
/ %��6*� �����
� ��� �	�.
�� ��
� �	�����
/& � ����	�� "���� �	
��������� ������ �	�
 ������ ��	����

 ���	��� ��	/���@ ⎧⎨

⎩
f1 (u1, u2, u̇1, u̇2) = 0,

f2 (u1, u2, u̇1, u̇2) = 0.
%��(8*

�������1�� �
������ 	�1��
� -���� �	�����
/ �	�
���
� ������
��� ����.
��	���  ������ I���� 
���� ����� �������.	� ������ ������ ���� 	� "
��
�
���
 �� �/� x1 
 x2 "���� ���/�� 
 N 
 M -�������� ������������� �	�.
���	��
�
	��� �	�
 ������ �����
� u1 & u2 & u̇1 
 u̇2 �� ��	������� x1 
 x2 �
�	�����
/� %��(8* 
 �	��
���� ����
/� %��=*<%��((*� 4 ��������� ���/�

 ���

 ����� u1 & u2 
 
� �	�
 ������@ ��
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