
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 153, êí. 3 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2011
ÓÄÊ 524.8ÒÎ×ÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÄËß ÑÊÀËß�ÍÎ�Î ÏÎËßÂÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕ ÊÎÑÌÎËÎ�È×ÅÑÊÈÕÌÎÄÅËßÕ È �ÎÆÄÅÍÈÅ ×ÀÑÒÈÖÞ.Â. ÏàâëîâÀííîòàöèÿÏðåäñòàâëåí îáçîð òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â çàäà÷å î ðîæäåíèè ÷àñòèöâ îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñêàëÿðíîå ïîëå, òî÷íûå ðåøåíèÿ, ðîæäåíèå ÷àñòèö.1. Ñêàëÿðíîå ïîëå â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâåÒåîðèÿ ðîæäåíèÿ ÷àñòèö àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ ñ 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ èìîæåò èìåòü àêòóàëüíûå ïðèëîæåíèÿ ê êîñìîëîãèè è àñòðî�èçèêå [1℄. Â íàñòîÿùåéñòàòüå äàí îáçîð ñëó÷àåâ, äîïóñêàþùèõ òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðîæäåíèè ñêà-ëÿðíûõ ÷àñòèö â îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ. Èñïîëüçóåòñÿñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé ~ = c = 1 .�àññìîòðèì êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ(x) ìàññû m ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

(∇i∇i + m2 + ξR)ϕ(x) = 0, (1)ãäå ∇i � êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîäíûå â N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ñ ìåòðè-êîé gik , g = det(gik) , R � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà, ξ = const . Çíà÷åíèå ξ = ξc =
= (N − 2)/ [ 4 (N − 1)] ñîîòâåòñòâóåò êîí�îðìíîé ñâÿçè ñ êðèâèçíîé (ξc = 1/6 ïðè
N = 4). Óðàâíåíèå (1) êîí�îðìíî èíâàðèàíòíî, åñëè m = 0 è ξ = ξc .Äëÿ îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ñ ìåòðèêîé âèäà

ds2 = dt2 − a2(t) dl2 = a2(η) (dη2 − dl2), (2)ãäå dl2 � ìåòðèêà (N − 1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K = 0,±1 ,ïîëíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü íàéäåíà â �îðìå
ϕ(x) = a−(N−2)/2(η) gλ(η)ΦJ (x), (3)ãäå

g′′λ(η) + ω2(η) gλ(η) = 0, (4)
ω2(η) =

(

m2 + (ξ− ξc)R
)

a2(η) + λ2, ∆N−1ΦJ (x) = −
[

λ2−
(

N−2

2

)2

K

]

ΦJ(x), (5)
J � íàáîð èíäåêñîâ (êâàíòîâûõ ÷èñåë), íóìåðóþùèõ ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðà-òîðà Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè ∆N−1 â (N−1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà [1℄ �óíêöèè gλ(η)äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì [2℄:

g′λ(η0) = i ω(η0) gλ(η0), |gλ(η0)| = ω−1/2(η0). (6)



66 Þ.Â. ÏÀÂËÎÂÅñëè êâàíòîâàííîå ñêàëÿðíîå ïîëå íàõîäèòñÿ â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè äëÿ ìîìåíòàâðåìåíè η0 , òî ïëîòíîñòü ÷èñëà ïàð ÷àñòèö, ðîæäåííûõ ê ìîìåíòó âðåìåíè η ,ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà (äëÿ N = 4 è K = 0,−1) ïî �îðìóëå [1℄
n(η) =

1

2π2a3

∞
∫

0

Sλ(η)λ2 dλ, Sλ(η) = |g′λ(η) − iω gλ(η)|2 / (4ω). (7)Êàê ïîêàçàíî â [2℄, Sλ ∼ λ−6 è èíòåãðàë â (7) ñõîäèòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (4) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè g(η) = exp z(η) ñâîäèòñÿê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè v(η) ≡ z′(η)

v′(η) + v2(η) + ω2(η) = 0, (8)ÿâëÿþùåìóñÿ îäíèì èç óðàâíåíèé �èêêàòè îáùåãî òèïà, ðåøåíèÿ êîòîðîãî, êàêïðàâèëî, íå ìîãóò áûòü âûðàæåíû â êîíå÷íîì âèäå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè.Ïîýòîìó ÷èñëî ìàñøòàáíûõ �àêòîðîâ a(η) , äîïóñêàþùèõ òî÷íûå ðåøåíèÿ, îòíî-ñèòåëüíî íåâåëèêî. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà òî÷íîå ðåøåíèå âñå æå ìîæåò áûòü íàéäåíî,îíî âûðàæàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ÷åðåç ñïåöèàëüíûå �óíêöèè: ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå,�óíêöèè Áåññåëÿ è ò. ä.2. Òî÷íûå ðåøåíèÿ â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñ p = wεÓðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà
Rik − 1

2
gikR = −8πGTik, (9)ñ òåíçîðîì ýíåðãèè-èìïóëüñà �îíîâîé ìàòåðèè T i

k = diag (ε,−p, . . . ,−p) â ìåòðè-êå (2) ïðèíèìàþò âèä
c2 + K

a2
=

16πGε

(N − 1)(N − 2)
, − 1

a2

[

c ′ +
N − 3

2

(

c2 + K
)

]

=
8πGp

N − 2
, (10)ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ¾êîí�îðìíîìó¿ âðåìåíè η è c ≡ a′/a .Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ p = wε , ãäå w = const , ïëîòíîñòü ýíåðãèè �îíîâîãîâåùåñòâà èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó ε ∼ a−(1+w)(N−1) , òî åñòü óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì aïðè w > −1 , ïîñòîÿííà ïðè w = −1 è âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì a ïðè w < −1 .Ïðè K = 0 è w > −(N− 3)/(N− 1) èç (10) ïîëó÷èì

a = a0 tq = a1η
β , q =

2

(N− 1)(w + 1)
, β =

q

1 − q
, q ∈ (0, 1).Âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà ïàð ÷àñòèö Na(t) = n(t)a3(t) , ðîæäåííûõ â îáúåìå a3(t)ê ìîìåíòó âðåìåíè t , â ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå q óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

Na(t) = b(0)
q (t)·

(a(tC)

tC

)N−1

,ãäå tC = 1/m � êîìïòîíîâñêîå âðåìÿ. Òîãäà b
(0)
q (t)/(1− q)N−1 � êîý��èöèåíò ïðî-ïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó êîëè÷åñòâîì ðîæäåííûõ ïàð ÷àñòèö è ÷èñëîì ïðè÷èííîíåñâÿçàííûõ îáëàñòåé Nc(t) = ((1− q) a(t)/t)N−1 â êîìïòîíîâñêèé ìîìåíò âðåìåíèïîñëå Áîëüøîãî âçðûâà. Ïðè 0 < q < 1 êîý��èöèåíò b

(0)
q (t) ïðè mt ≫ 1 íå çàâè-ñèò îò âðåìåíè. Â äàííîì èíòåðâàëå q ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ äîïóñêàþò òî÷íûåðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.



ÒÎ×ÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÄËß ÑÊÀËß�ÍÎ�Î ÏÎËß. . . 672.1. Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ a(t) = a0

√
t = a1η . Ìîäåëü ñ òàêèì ìàñøòàá-íûì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé,òàê êàê ïðè K = 0 â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè îíà ñîîòâåòñòâóåòðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííîé âñåëåííîé. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿñ êîí�îðìíîé ñâÿçüþ ñ êðèâèçíîé ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû ïðè η → 0 , òî åñòü âáëè-çè ñèíãóëÿðíîñòè a = 0 ,

|gλ(0)| = 1/
√

λ, g′λ(0) = iλgλ(0). (11)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñ óñëîâèÿìè (11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â �îðìå [3℄:
gλ(t) =

ei(mt+α0)

√
λ

[

Φ
(1

4
− i

2
δ2,

1

2
;−i2mt

)

+ i2δ
√

mt Φ
(3

4
− i

2
δ2,

3

2
;−i2mt

)

]

, (12)ãäå Φ(a, b; z) � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Êóììåðà, δ ≡
≡ λ/(ma(tC)) èìååò ñìûñë �èçè÷åñêîãî èìïóëüñà â êîìïòîíîâñêèé tC = 1/mìîìåíò âðåìåíè â åäèíèöàõ m , α0 � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ïðåäñòàâëåíèå (12) ÷åðåç �óíêöèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà äàíî â [4℄. Àñèìï-òîòè÷åñêîå çíà÷åíèå b

(0)
1/2 ≈ 5.3 · 10−4 [4℄.2.2. Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ a(t) = a0 t1/3 = a1

√
η . Ìîäåëü ñ òàêèì ìàñ-øòàáíûì �àêòîðîì ïðè K = 0 è N = 4 � ýòî âñåëåííàÿ ñ ïðåäåëüíî æåñòêèì

p = ε óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñ ξ = ξc è íà÷àëüíûìè óñëî-âèÿìè (11) ïðè òàêîì ìàñøòàáíîì �àêòîðå [3, 4℄ åñòü
gλ(t) =

πδ2eiα0

√
3λ

√

(mt)2/3 + δ2
[

C1(δ)J1/3

(

(

(mt)2/3 + δ2
)3/2

)

+

+ C2(δ)J−1/3

(

(

(mt)2/3 + δ2
)3/2

)]

, (13)ãäå Jν(x) � �óíêöèè Áåññåëÿ,
C1(δ) = J2/3

(

δ3
)

+ iJ−1/3

(

δ3
)

, C2(δ) = J−2/3

(

δ3
)

− iJ1/3

(

δ3
)

, δ ≡ λ

ma(tC)
.Àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå b

(0)
1/3 ≈ 8.1 · 10−4 [3℄.2.3. Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ a(t) ∼ t. Ïðè w = −(N−3)/(N−1) èç óðàâíåíèéÝéíøòåéíà (10) ñëåäóåò, ÷òî a = a0t = a1e

a0η . Åñëè a0 = 1 è K = −1 , òî ε = 0,è ìåòðèêà (2) ñ òàêèì ìàñøòàáíûì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé, à ñîîòâåòñòâóþ-ùèå êîîðäèíàòû xk îïèñûâàþò ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî (ñì. â [5, � 113℄).×åòûðåõìåðíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ a(t) = t èçâåñòíî êàê âñå-ëåííàÿ Ìèëíà.Â ìåòðèêå (2) ñ a = a0t ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñ ξ = ξc è íà÷àëüíûìè óñëîâè-ÿìè (6), çàäàííûìè ïðè mt → 0 , èìååò âèä
gλ(t) =

√
λ

a0
Γ

(

iλ

a0

)

Jiλ/a0
(mt) eiα0 ,ãäå Γ(z) � ãàììà-�óíêöèÿ, α0 � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íåçàâè-ñèìî îò a0 è K àñèìïòîòè÷åñêîå ïðè mt ≫ 1 çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ðîæäåííûõêâàçè÷àñòèö äëÿ N = 4 ðàâíî n(t) ≈ m/(512πt2) . Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷íûé



68 Þ.Â. ÏÀÂËÎÂîò íóëÿ ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äàæå äëÿ âñåëåííîé Ìèëíà, ãäå ãðàâèòàöèîííîåïîëå îòñóòñòâóåò è ðîæäåíèÿ ðåàëüíûõ ÷àñòèö ïðîèñõîäèòü íå äîëæíî!Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé àíàëèç ðîæäåíèÿ ÷àñòèö ñ ïîìî-ùüþ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè, ïðîâåäåííûé â [6℄, ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-ùàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ïàðû ðîæäåííûõ ÷àñòèö ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà íàðàññòîÿíèÿõ, ïðåâûøàþùèõ êîìïòîíîâñêóþ äëèíó âîëíû ÷àñòèöû. Ýòî ñâèäåòåëü-ñòâóåò î òîì, ÷òî ðîæäåííûå êâàçè÷àñòèöû â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéâèðòóàëüíûå ïàðû ñ õàðàêòåðíîé äëèíîé êîððåëÿöèè 1/m .2.4. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ äå Ñèòòåðà � ýòî ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà â ïó-ñòîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé è îáëàäàåò 10-ïàðàìåòðè÷åñêîéãðóïïîé ñèììåòðèè O(4, 1) , åñëè ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà R > 0 (ïðîñòðàíñòâî äå Ñèò-òåðà 1-ãî ðîäà), èëè O(3, 2) , åñëè R < 0 (ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà 2-ãî ðîäà).Âûáèðàÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà,åãî ìåòðèêó ìîæíî çàïèñàòü, íàïðèìåð, â âèäå (2) ñ ìàñøòàáíûìè �àêòîðàìè 1)�3) äëÿ ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà 1-ãî ðîäà è 4) äëÿ ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà 2-ãîðîäà:
1) a1 eHt =

−1

Hη
, 2)

chHt

H
=

1

H sin η
,

3)
sh Ht

H
=

−1

H sh η
, 4)

cosHt

H
=

1

H ch η
.Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (4) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå.Â ñëó÷àå 1), t ∈ (−∞, +∞) ⇔ η ∈ (−∞, 0) , ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñ óñëîâèÿìè (6)ïðè η0 → −∞ èìååò âèä

gλ(η) =

√

−πη

2
e

π
2 Im νH(2)

ν (−λη) eiα0 , ν =

√

1

4
− m2 + (ξ − ξc)R

H2
,ãäå H

(2)
ν (z) � �óíêöèÿ Õàíêåëÿ, α0 � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ.Êàê ïîêàçàíî â [7℄ ìåòîäîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé êîððåëÿöèîííîé �óíê-öèè, ïðè m2 ≥ (ξc − ξ)R ðîæäàþùèåñÿ ïàðû êâàçè÷àñòèö ñëåäóåò èíòåðïðåòè-ðîâàòü êàê ïàðû âèðòóàëüíûõ ÷àñòèö. Îòñóòñòâèå ðîæäåíèÿ ðåàëüíûõ ÷àñòèö âïðîñòðàíñòâå äå Ñèòòåðà ïîäòâåðæäàåòñÿ ëîêàëüíûì õàðàêòåðîì âàêóóìíîãî òåí-çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà è ðàâåíñòâîì íóëþ ìíèìîé ÷àñòè ý��åêòèâíîãî ëàãðàí-æèàíà [1℄.Â ñëó÷àÿõ 2)�4), à òàêæå äëÿ àíàëîãè÷íûõ ìàñøòàáíûõ �àêòîðîâ, íî ñ çàìå-íîé η → γη, γ = const , ðåøåíèå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå�óíêöèè (ñì. â [1, � 9.5℄). Ïðè γ 6= 1 ïîäîáíûå ìàñøòàáíûå �àêòîðû óæå íå îïèñû-âàþò ïðîñòðàíñòâî äå Ñèòòåðà. Òàê, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ñ ìàñøòàáíûì�àêòîðîì a(η) = 1/(H ch γη) = sin(γHt)/H ýâîëþöèîíèðóåò ìåæäó äâóìÿ ñèíãó-ëÿðíîñòÿìè.2.5. �îæäåíèå ÷àñòèö â êîñìîëîãèè ñ �àíòîìíîé ìàòåðèåé. Ïðè

w < −1 òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñóùåñòâóåò äëÿ çíà÷åíèÿ w = −(N+1)/(N−
− 1) (w = −5/3 ïðè N = 4). Ìàñøòàáíûé �àêòîð ìåòðèêè â ýòîì ñëó÷àå åñòü
a = a0/(−t) = a1/

√−η . Ïðè t → −0 èìååòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü Áîëüøîãî ðàçðûâà.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (4), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (6) ïðè η0 → −∞ , èìååò âèä
gλ(η) = −2iη

√
λ exp

(

−πm2a2
1

4λ
+ i(λη + α0)

)

Ψ
(

1 +
im2a2

1

2λ
, 2 ;−2iλη

)

,



ÒÎ×ÍÛÅ �ÅØÅÍÈß ÄËß ÑÊÀËß�ÍÎ�Î ÏÎËß. . . 69ãäå Ψ(a, b; z) � âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Òðèêîìè, α0 � ïðî-èçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äëÿ ïëîòíîñòè ÷èñëà ðîæäåííûõ ÷àñòèö â
N = 4 ïðè t → −0 ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëó÷èì (ñì. [8℄) n = m3/24π2. Íåñìîòðÿ íàòî ÷òî îáùåå ÷èñëî ðîæäåííûõ ÷àñòèö Na(t) = n(t)a3(t) â ëàãðàíæåâîì îáúåìå
a3(t) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè t → −0 , èõ îáðàòíûì âëèÿíèåì íà ìåòðèêóïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, êàê ïîêàçàíî â [8℄, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.3. Òî÷íûå ðåøåíèÿ â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñ p/ε 6= constÏðèâåäåì êðàòêèé îáçîð ìàñøòàáíûõ �àêòîðîâ, äîïóñêàþùèõ òî÷íûå ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ (4). �åøåíèÿ äëÿ ìåòðèê ñ

a(η) = A + B th γη, a(η) =
√

A + B th γη, A, B, γ = constâûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè (ñì. [1, � 9.5℄, [9, � 3.4℄ ).Ìåòðèêà ñ ìàñøòàáíûì �àêòîðîì a(η) =
√

aη2 + bη â ÷åòûðåõìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðè η ≪ b/a ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíî æåñòêîìó óðàâíåíèþ ñî-ñòîÿíèÿ p = ε . Ïðè η ≫ b/a (K = 0) òàêîé ìàñøòàáíûé �àêòîð ñîîòâåòñòâóåòðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííîé âñåëåííîé p = ε/3 . �åøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ñ ξ =
= ξc äëÿ òàêîãî ìàñøòàáíîãî �àêòîðà ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç âûðîæäåííóþãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ Êóììåðà.Îäíîðîäíàÿ èçîòðîïíàÿ ìåòðèêà ñ ìàñøòàáíûì �àêòîðîì

a(η) = a1 tg γη = a1

√

exp

(

2γt

a1

)

− 1, η ∈
(

0,
π

2γ

)

, t ∈ (0, +∞)ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ îïèñûâàåò ðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííóþ âñåëåííóþ a(t) ≈
≈ √

2γa1t , ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ � âñåëåííóþ äå Ñèòòåðà a(t) ≈ a1 expγt/a1 .�åøåíèå óðàâíåíèÿ (4) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ êîí�îðìíîé ñâÿçüþ è íà÷àëü-íûìè óñëîâèÿìè ïðè η → 0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ
F (a, b, c; z) :

g(η) =
eiα0

√
λ

(cos γη)

(

1+
√

1−4m2a2

1
/γ2

)

/2
[

F
(

α, β,
1

2
; sin2 γη

)

+ i
λ

γ
sin γη×

× F
(

α+
1

2
, β+

1

2
,
3

2
; sin2 γη

)

]

, (14)ãäå
α, β =

1

4

[

1 +

√

1− 4m2a2
1

γ2
± 2

γ

√

λ2− m2a2
1

]

.Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàéäåíî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ,êîí�îðìíî ñâÿçàííîãî ñ êðèâèçíîé â ìåòðèêå ñ ìàñøòàáíûì �àêòîðîì a(η) , òîèç íåãî ïåðåîïðåäåëåíèåì λ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è îáùåå ðåøåíèå äëÿ ìàñøòàá-íîãî �àêòîðà ã =
√

a2(η) + b2 , ãäå b = const . Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ìîäåëüñ ìàñøòàáíûì �àêòîðîì
a(η) =

√

a2
1η

2 + b2, −∞ < η < ∞, (15)êîòîðàÿ â àñèìïòîòè÷åñêèõ îáëàñòÿõ η → ±∞ ñîîòâåòñòâóåò (ïðè N = 4) ðàäè-àöèîííî-äîìèíèðîâàííîé êîñìîëîãèè. Ïðîñòðàíñòâî ñæèìàåòñÿ äî ìèíèìàëüíî-ãî ìàñøòàáíîãî �àêòîðà a(0) = b , ¾îòðàæàåòñÿ¿ è âíîâü ðàñøèðÿåòñÿ. �åøå-íèå óðàâíåíèÿ (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (6), îïðåäåëÿåìûìè òðåáîâàíèåì
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�èñ. 1. Îòíîøåíèå ÷èñëà ðîæäåííûõ ÷àñòèö â ìîäåëè (15) ñ ïàðàìåòðîì b ïî îòíîøåíèþê ðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííîìó ñëó÷àþ (b = 0)äèàãîíàëüíîñòè ãàìèëüòîíèàíà â ìîìåíò âðåìåíè η = 0 , ïîäîáíî (12) è èìååòâèä
gλ(η) =

exp i
(

α0 + ma1η
2/2
)

(λ2 + m2b2)
1/4

[

Φ

(

1

4
− i

2
δ2,

1

2
;−ima1η

2

)

+

+ iη
√

λ2 + m2b2 Φ

(

3

4
− i

2
δ2,

3

2
;−ima1η

2

)]

, (16)ãäå
δ2 =

λ2 + m2b2

2ma1
.Âëèÿíèå ïàðàìåòðà b íà èíòåíñèâíîñòü ðîæäåíèÿ ÷àñòèö äëÿ ñëó÷àÿ m = 1,

a = 1/2 ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî ïðè b → 0 ÷èñëî ðîæäåííûõ ÷àñòèöñòðåìèòñÿ ê èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó äëÿ b = 0 . Ýòî äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàåòíà âîçìîæíîñòü ïîñòàíîâêè íà÷àëüíûõ óñëîâèé (6) ïðè b = 0, η → 0 , òî åñòüâ ñèíãóëÿðíîñòè äëÿ ðàäèàöèîííî-äîìèíèðîâàííîé ìîäåëè.SummaryYu.V. Pavlov. Exat Solutions for a Salar Field in Homogeneous Isotropi CosmologialModels, and Partile Creation.The artile presents a review of exat solutions for a salar �eld in the problem of partileñreation in homogeneous isotropi osmologial models.Key words: salar �eld, exat solutions, partile reation.Ëèòåðàòóðà1. �ðèá À.À., Ìàìàåâ Ñ.�., Ìîñòåïàíåíêî Â.Ì.Âàêóóìíûå êâàíòîâûå ý��åêòû â ñèëü-íûõ ïîëÿõ. � Ì.: Ýíåðãîàòîìèçäàò, 1988. � 288 ñ.2. Ïàâëîâ Þ.Â. Íåêîí�îðìíîå ñêàëÿðíîå ïîëå â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâåè ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà // Òåîð. è ìàòåì. �èçèêà. � 2001. � Ò. 126,� 1. � C. 115�124.3. Ïàâëîâ Þ.Â. �îæäåíèå ÷àñòèö â êîñìîëîãèè: Òî÷íûå ðåøåíèÿ // Êâàíòîâàÿ òåîðèÿè êîñìîëîãèÿ: Ñá. ñò., ïîñâ. 70-ëåòèþ ïðî�. À.À. �ðèáà / Ïîä ðåä. Â.Þ. Äîðî�ååâà,Þ.Â. Ïàâëîâà. � ÑÏá.: Èçä-âî Ëàáîðàòîðèè èì. À.À.Ôðèäìàíà, 2009. � Ñ. 158�171.4. Ìàìàåâ Ñ.�., Ìîñòåïàíåíêî Â.Ì., Ñòàðîáèíñêèé À.À. �îæäåíèå ÷àñòèö èç âàêóóìàâáëèçè îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñèíãóëÿðíîñòè // Æóðí. ýêñïåðèì. è òåîð. �èçèêè. �1976. � Ò. 70. � Ñ. 1577�1591.
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