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Аннотация

Предметом исследования являются методы построения (представления) на автомат-
ных моделях множеств эргодических стохастических матриц и определение оценок мощ-
ностей порождаемых множеств. Целью работы является разработка алгоритмов построе-
ния множеств эргодических стохастических матриц с рациональными элементами с задан-
ными структурами и с заданным предельным вектором на основе автоматных вероятност-
ных и детерминированных моделей, представляемых автономными автоматами, и оценка
мощности множеств получаемых стохастических матриц в зависимости от размерности
заданных автоматных моделей. Формируемые множества эргодических стохастических
матриц ориентированы на решение задачи классификации автоматных вероятностных
моделей по определенным критериям (параметрам) схожести или различия структур эр-
годических стохастических матриц методами прикладной многомерной математической
статистики. Разработанные алгоритмы позволяют формировать разнообразие множеств
стохастических матриц за счет изменения в рассматриваемых автоматах функций перехо-
дов, функции выходов в автономном детерминированном автомате и случайного входа в
вероятностном автомате. Показано, что функция переходов автономного вероятностного
автомата позволяет сформировать по предложенному алгоритму функционирования ве-
роятностного автомата различные по мощности и по структуре множества эргодических
стохастических матриц на основе реализации перестановок множества состояний с по-
вторениями и изменением распределения вероятностей входной случайной величины.
Показано, что, задавая различные функции выходов автономного детерминированного
автомата, можно сформировать по разработанному алгоритму различные по мощности
множества эргодических стохастических матриц с заданным предельным вектором на
основе реализации перестановок множества выходных букв с повторениями. Приведены
оценки мощностей множеств эргодических стохастических матриц с рациональными эле-
ментами, представляемых автономными вероятностным и детерминированным автомата-
ми при заданных ограничениях. Представленные оценки отражают зависимости величин
мощностей формируемых множеств стохастических матриц от размерности заданных ав-
томатных моделей. Предложенные алгоритмы построения множеств эргодических стоха-
стических матриц являются как взаимно дополняющие по решаемым задачам.

Ключевые слова: множество стохастических матриц, структура, предельный век-
тор, автономные автоматные модели, оценки мощности множеств

Введение

Задача автоматизированного анализа многомерных данных актуальна при мо-
делировании сложных систем (вычислительных и информационных систем, си-
стем защиты информации, марковских систем массового обслуживания и др.) [1–8].
Для описания подобных систем широко используются автоматные вероятностные
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модели (АВМ) [6–8], задаваемые стохастическими матрицами. Свойства стохасти-
ческих матриц зависят от их структуры, определяемой как соотношение значений
её элементов относительно друг друга. В связи с этим естественно возникающей
задачей анализа АВМ является задача классификация стохастических матриц по
некоторым критериям (параметрам) схожести или различия их структур [9, 10].
Подход решения этой задачи, рассматриваемый в [9, 10], основан на методах при-
кладной многомерной математической статистики с применением программных
средств вида «Интегрированная система STATISTICA» [11] Для реализации этого
подхода необходимо формировать различные заданные множества стохастических
матриц (матрицы с заданной структурой – треугольные, блочные, циркулянты с
требуемой энтропией и др. [9, 10], матрицы с заданными асимптотическими свой-
ствами – эргодичность, с заданным предельным вектором [12]). В [13] показано,
что задача построения множеств стохастических матриц возникает и при постро-
ении укрупненных стохастических матриц. В [9, 10] решение данной задачи вы-
полняется на основе разбиения единичного отрезка на заданное число случайных
интервалов с помощью генератора псевдослучайных последовательностей и приме-
нения нормировки элементов стохастической матрицы. Однако подобный подход
не позволяет получать требуемое разнообразие множеств стохастических матриц,
обладающих заданными структурами и асимптотическими свойствами.

Целью настоящей работы является разработка алгоритмов синтеза множеств
эргодических стохастических матриц с заданными структурами и предельным
вектором на основе автоматных вероятностных и детерминированных моделей,
представляемых автономными автоматами, и оценка мощности множеств получа-
емых стохастических матриц в зависимости от размерности заданных автоматных
моделей.

1. Построение множества стохастических матриц
на основе автономного вероятностного автомата

1.1. Определение автоматной модели. Рассмотрим следующий автоном-
ный вероятностный автомат (АВА) [14]

АВА =
(
S, X̂, ∆(x, s) = s, π0

)
, (1)

где S = {si} , i = 0, 1, . . . , n− 1, – множество состояний; X̂ – дискретная случайная

величина (ДСВ), X̂ =
(

x0 x1 · · · xl−1

p0 p1 · · · pl−1

)
, принимающая конечное множество

значений X = {x0, x1, . . . , xl−1} на входе АВА (1) с вероятностями в виде вектора

P = {p0, p1, . . . , pl−1} ,
l−1∑

i=0

pi = 1 ; ∆(x, s) – функция переходов АВА (1), ставящая

паре элементов (x, s) в однозначное соответствие новое состояние s ∈ S ; π0 – на-
чальный стохастический вектор. Функция переходов ∆(x, s) задается автоматной
таблицей размера n × l . Параметры n и l определяют размерность автоматной
модели.

Отметим, что функцию ∆(x, s) в виде некоторой автоматной таблицы размера
n×l можно задать, в частности, на основе алгоритмов [15, 16] разложения заданной
стохастической матрицы (обозначим PS) размера n×n в стохастическую линейную
комбинацию простых матриц. Разложение имеет вид [15]

Ps =
l−1∑

k=0

pkM(xk), (2)
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где pk , k = 0, 1, . . . , l − 1, – элементы стохастического вектора P =
= {p0, p1, . . . , pl−1} ; M (xk) , k = 0, 1, . . . , l − 1, – простая матрица размера n × n ,
соответствующая символу xk ; величина l удовлетворяет соотношению [15]

l ≤ n2 − n + 1. (3)

Множество матриц M (xk) однозначно задает функцию ∆(x, s) [15].

Замечание 1. Множество автоматных таблиц размера n×l для задания функ-
ций ∆(x, s) можно сформировать на основе реализации различных перестановок
элементов множества S с повторениями [17] с помощью генератора n -значных
псевдослучайных последовательностей с периодом L0 = nnl .

Последовательность состояний автомата (1) является цепью Маркова [14]. За-
кон (стохастическую матрицу размера n × n) цепи Маркова, получаемой в авто-
мате (1), можно однозначно вычислить в виде (2) в соответствии с [7] по заданным
элементам автомата (1)

(
X̂, ∆(x, s)

)
, где элементы πij(xk) , i, j = 0, 1, . . . , n− 1 ,

матриц M (xk) , k = 0, 1, . . . , l − 1 , определяются на основе функции ∆(x, s) по
соотношению

πij(xk) =

{
1 при sj = ∆(xk, si),
0 в других случаях.

(4)

1.2. Алгоритм построения стохастической матрицы. Рассмотрим алго-
ритм (далее – Алгоритм 1) вычисления стохастической матрицы вида PS на основе
соотношений (2)–(4), который включает три шага.

Шаг 1. Определим по заданной функции ∆(x, s) в виде автоматной таблицы,
где столбцы помечены буквами x и строки – буквами s, и по соотношению (4) про-
стые матрицы M (xk) , k = 0, 1, . . . , l − 1 (каждому столбцу заданной автоматной
таблицы ставится в соответствие матрица M (xk)) .

Шаг 2. Перемножим полученные простые матрицы на соответствующие эле-
менты pk заданного стохастического вектора P = {p0, p1, . . . , pl−1} .

Шаг 3. Вычислим стохастическую матрицу PS в соответствии с (2).

Пример 1. Пусть задана ДСВ

X̂ =
(

x0 x1 x2 x3

p0 p1 p2 p3

)
,

удовлетворяющая соотношению (3); множество состояний S = {s1, s2, s3, s4} и
функция переходов ∆(x, s) представлены в виде автоматной табл. 1. Матрицы
M (xk) , k = 0, 1, . . . , l − 1 , l = 4 , и PS , полученные по Алгоритму 1, представлены
ниже.

Табл. 1
Функция переходов ∆(x, s)

x0 x1 x2 x3

s0 s1 s2 s3 s0

s1 s3 s1 s2 s3

s2 s0 s3 s1 s2

s3 s3 s2 s2 s3
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p0




0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 0 1


 + p1




0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 + p2




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 +

+p3




1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1


 =




p3 p0 p1 p2

0 p1 p2 p0 + p3

p0 p2 p3 p1

0 0 p1 + p2 p0 + p3


 = PS .

Рис. 1. Вычисление по Алгоритму 1 стохастической матрицы вида PS

1.3. Построение множества стохастических матриц. Задав для автома-
та (1) различные функции ∆(x, s) в виде соответствующих автоматных таблиц
при фиксированном стохастическом векторе P = {p0, p1, . . . , pl−1} , можно полу-
чить по Алгоритму 1 различные множества (подклассы) стохастических матриц
PS с отличающейся структурой (эргодические, эргодические квазитреугольные,
эргодические блочные и др.) [9, 10]). Иллюстрация представления эргодической
блочной матрицы дана в примере 2.

Пример 2. Пусть для данных примера 2 автоматная таблица имеет вид

Табл. 2
Функция переходов ∆(x, s)

x0 x1 x2 x3

s0 s1 s0 s0 s0

s1 s0 s0 s2 s1

s2 s2 s1 s3 s2

s3 s3 s2 s2 s3

Соответствующая стохастическая матрица представлена на рис. 2.

p0




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 + p1




1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0


 + p2




1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 +

+p3




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 =




p1 + p2 + p3 p0 0 0
p0 + p1 p3 p2 0

0 p1 p0 + p3 p2

0 0 p1 + p2 p0 + p3


 = PS .

Рис. 2. Вычисление эргодической блочной матрицы вида PS

В соответствии с замечанием 1 множество автоматных таблиц размера n × l
для задания функций ∆(x, s) можно сформировать на основе реализации пере-
становок элементов множества S с повторениями. Число различных перестановок
множества S с повторениями равно [17]

Ck (i1, . . . , in) = L1 =
K!

i1!i2! . . . in!
, (5)

где K = nl , i1, i2, . . ., in – такие натуральные числа, что
n∑

j=1

ij = nl .
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Выражение (5) определяет мощность множества получаемых автоматных таб-
лиц для задания функции ∆(x, s) при фиксированном наборе (i1, i2, . . ., in) и фик-
сированном стохастическом векторе P = {p0, p1, . . . , pl−1} . Число различных таких
наборов (i1, i2, . . ., in) можно определить оценкой вида [14]

L2 = CK−1
n+K−1. (6)

Из соотношений (5), (6) следует

Утверждение 1. Произведение L1L2 определяет оценку мощности множе-
ства автоматных таблиц для задания автомата (1) при фиксированном векторе
P = {p0, p1, . . . , pl−1} .

Изменяя в автомате (1) стохастический вектор P = {p0, p1, . . . , pl−1} при фик-
сированной функции ∆(x, s) , можно получить множество матриц PS из заданного
подкласса, определяемого видом функции ∆(x, s) .

Определим мощность множества стохастических матриц, получаемых измене-
нием вектора при фиксированной функции ∆(x, s) . Введем ограничения. Пусть
элементы вектора P = {p0, p1, . . . , pl−1} удовлетворяют условию

pi = ai/N,

l−1∑

i=0

ai = N, (7)

где ai – целые положительные числа и N кратно l (условие кратности вводится
с целью достижения возможности получения равновероятного распределения).
Тогда данный вектор относится к классу распределений вероятностей (обозначе-
ние Al) , мощность которого оценивается величиной [14]

L3 = CN−1
l+N−1. (8)

Величина (8) определяет оценку мощности множества стохастических матриц, по-
лучаемых изменением вектора P = {p0, p1, . . . , pl−1} при фиксированной функции
∆(x, s) в автомате (1).

Решение задачи построения множества рассматриваемых векторов с мощно-
стью (8) можно выполнить в соответствии с [8, 14] на основе разбиения единич-
ного отрезка на заданное число l случайных интервалов с применением нормировки
элементов стохастического вектора.

Оценим общее число возможного разнообразия стохастических матриц, кото-
рые можно построить на основе модели (1) по Алгоритму 1 при ограничении (7).
Из Алгоритма 1 и соотношений (5), (6), (8) следует

Утверждение 2. Пусть мощность множества автоматных таблиц для за-
дания функции ∆(x, s) в автомате (1) определяется величиной L1L2 и вектор
P = {p0, p1, . . . , pl−1} относится к классу A l распределений вероятностей. Тогда
мощность множества стохастических матриц, получаемых на автоматной мо-
дели (1) по Алгоритму 1 , определяется верхней оценкой вида O(L1L2L3) .

2. Построение множества стохастических матриц
на основе автономного детерминированного автомата

2.1. Определение автоматной модели. Рассмотрим следующий автоном-
ный детерминированный автомат с выходом [18]

DA = (X,S, Y, δ, λ), (9)

где X – входной алфавит, состоящий из одной буквы, S = {s0, s1, . . . , sN−1} –
множество состояний; Y = {y0, y1, . . . , ym−1} – выходной алфавит; δ : S → S –
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функция переходов; λ : S → Y – функция выходов, отображающая S на Y.
Траектория переходов автомата образует цикл длины N, охватывающий все со-
стояния. Функцию выхода λ(s) определим разбиением множества S на m непере-
секающихся подмножеств {A0, A1, . . . , Am−1} , мощности которых соответственно

равны ai ≥ 1 и
m−1∑

i=0

ai = N . Обозначим данные подмножества соответственно

символами множества Y = {y0, y1, . . . , ym−1} . Параметры N, m определяют раз-
мерность автоматной модели (9). На выходе автомата за время выполнения цикла
формируется последовательность выходных букв длины N (длина – количество
букв). Данной последовательности поставим в соответствие матрицу относитель-
ных частот P ′ =

(
p
′
ij

)
= (aij/ai) размера m×m , где ai – число вхождений буквы

yi в последовательности длины N , ai ≥ 1 , aij – число вхождений пары стоящих
рядом букв yiyj , i, j = 0, 1, . . . ,m− 1 (считаем, что за yN следует y1) . Матрица
P ′ – эргодическая стохастическая, обладающая свойствами [18]:

1) для элементов p
′
ij =


aij

/ m−1∑

j=0

aij




m−1∑

j=0

aij =
m−1∑

j=0

aji = ai ≥ 1,

m−1∑

i=0

ai = N, i, j = 0, 1, . . . , m− 1; (10)

2) предельный стохастический вектор π матрицы P ′ равен

π = (a0/N ; a1/N ; . . . ; am−1/N) . (11)

2.2. Представление множества стохастических матриц на модели
DA. На выходе автомата (9) получаемая последовательность является по своей
структуре реализацией перестановки элементов множества Y с повторениями. За-
давая в автомате (9) различные функции переходов, реализующие различные цик-
лические отображения при фиксированной функции выходов (и соответственно
при фиксированном векторе π) , можно получить на выходе автомата (9) множе-
ство таких перестановок с мощностью, определяемой по аналогии с (5) соотноше-
нием [17]

CN (i1, . . . , im) = L4 =
N !

i1! i2! . . . im!
, (12)

где i1 , . . . , im – набор натуральных чисел таких, что N =
m∑

j=1

ij . Из свойств (10),

(11) и соотношения (12) следует

Утверждение 3. Мощность множества стохастических матриц P ′ , пред-
ставляемых на автоматной модели (9) и имеющих один и тот же заданный
предельный вектор, определяется величиной L4 .

Число различных наборов (i1, i2, . . ., im) можно определить оценкой вида [14]

L5 = CN−1
m+N−1. (13)

Из свойств (10), (11) и соотношений (12), (13) следует

Утверждение 4. Оценка мощности множества эргодических стохастиче-
ских матриц, удовлетворяющих свойствам (10) и (11) и получаемых на авто-
матной модели (9) при ограничениях (12) , (13) , определяется верхней оценкой
вида O(L4L5) .
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2.3. Алгоритмическая реализация модели DA. Рассмотрим алгоритми-
ческую иллюстрацию решения задачи построения множеств матриц P ′ на мо-
дели (9). Предварительно представим решение на основе модели (9) следующей
задачи.

Заданы автомат (9) и стохастический вектор π (11), соответствующий задан-
ной функции выходов λ : S → Y . Требуется построить алгоритм получения на
основе автомата (9) эргодической стохастической матрицы P ′ =

(
p
′
ij

)
= (aij/ai) ,

имеющей предельный стохастический вектор, равный заданному вектору π .
Пусть в автомате (9) функция переходов δ : S → S реализуется линейным

регистром сдвига (ЛРС) с характеристическим примитивным полиномом F (x)
степени n [19]. Полином F (x) задает функцию линейной обратной связи ЛРС,
генерирующего M -последовательность [20] с периодом 2n − 1 . Функция выходов
λ : S → Y реализуется табличным способом: в оперативной памяти выделяется
объем памяти размером N = 2n− 1 ячеек, в которые записываются значения букв
y ∈ Y в соответствии с заданным разбиением множества S на m подмножеств
{A0, A1, . . ., Am−1} . Содержимое ячеек (буквы y ∈ Y ) считываются по адресам-
значениям s ∈ S в отдельный блок (блок статистики), где вычисляются значения
элементов p′ij = aij/ai . На каждом шаге цикла длины N = 2n − 1 , образованного
траекторией переходов автомата (9), алгоритм (далее – Алгоритм 2) построения
стохастической матрицы P ′ выполняет три следующие процедуры.

1. Функция переходов реализует переход в новое состояние s ∈ S .
2. Функция выходов по полученному значению s выдает соответствующее зна-

чение y ∈ Y .
3. Полученное значение y заносится в блок статистики, в котором вычисляется

промежуточное значение соответствующего элемента p′ij = aij/ai .
После выполнения цикла длины N вычисленные элементы p′ij = aij/ai мат-

рицы P ′ содержатся в блоке статистики. Предельный стохастический вектор дан-
ной матрицы равен заданному вектору π (что следует из свойств (10), (11)).

Пример 3. Построение множества эргодических стохастических матриц путем
задания в (9) различных функций выходов.

Пусть в автомате (9) S = {s 1 , s 2 , . . . , s 15}, N = 15. Функция переходов реализу-
ется линейным регистром сдвига с характеристическим примитивным полиномом
F (x) = x4 + x + 1 . ЛРС (с начальным двоичным состоянием 1000) генерирует M -
последовательность с периодом N = 24 − 1 = 15 . Множество Y ={y 1 , y 2 , y 3}.
Вектор π = (6/15, 5/15, 4/15). Функция выхода представлена в оперативной па-
мяти размером N = 15 ячеек соответственно заданному вектору в виде массива
y6
1 y5

2 y4
3 (yi, i = 1, 2, 3 , повторяются последовательно 6, 5 и 4 раза). На выходе

автомата за время выполнения цикла по адресам-значениям s ∈ S , формируемым
ЛРС, из ОЗУ считывается последовательность выходных букв вида у 2у 1у 1у 2

у 3у 1у 2у 1у 2у 3у 3у 3у 2у 1у 1 , по которой в блоке статистики вычисляется мат-
рица вида 


2/6 4/6 0
3/5 0 2/5
1/4 1/4 2/4


 ,

обладающая свойствами (10), (11) и имеющая заданный предельный вектор π .
При данных примера 3, задав другой вектор PN = (2/15, 9/15, 4/15) и соответ-

ствующую этому вектору функцию выхода в ОЗУ в виде массива y2
1 y9

2 y4
3 , получим

следующую матрицу 


1/2 1/2 0
2/9 5/9 2/9
0 2/4 2/4


 .
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Алгоритм 2 позволяет получить при фиксированной функции переходов на
основе задания различных векторов PN = (a0/N ; a1/N ; . . . ; am−1/N) множество
соответствующих матриц P ’ c мощностью, определяемой величиной (13).

Пример 4. Построение на основе Алгоритма 2 множества матриц P ′ с задан-
ным предельным вектором путем изменения функции переходов.

Задавая в автомате (9) различные функции переходов, реализуемые на основе
различных ЛРС (генераторов M -последовательностей с периодом N = 2n − 1)
с различными характеристическими примитивными полиномами F (x) степени n
при фиксированной функции выхода (при фиксированном стохастическом век-
торе π ) можно получить число циклов длины N = 2n − 1 , определяемое вели-
чиной Q1 = (ϕ(2n− 1))/n [21](ϕ – функция Эйлера). Полученные по Алгоритму 2
матрицы P ′ имеют один и тот же заданный предельный стохастический вектор π .
Для данного примера мощность множества стохастических матриц, получаемых
на автомате (9), с заданным вектором π можно оценить величиной Q1L5 .

Замечание 2. Для всех целых чисел a ≥ 5 , ϕ(a) ≥ a/(6 ln ln a) [22].

Заключение

Разработаны алгоритмы представления множеств стохастических матриц с за-
данной структурой на основе автономного вероятностного автомата вида (1) и
с заданными асимптотическими свойствами на основе автономного детерминиро-
ванного автомата с выходом (9). Получение разнообразия множеств стохастиче-
ских матриц достигается за счет изменения в рассматриваемых автоматах функ-
ций переходов, функции выходов в автономном детерминированном автомате и
случайного входа в вероятностном автомате. Предложенные алгоритмы построе-
ния множеств эргодических стохастических матриц с заданными структурами и
асимптотическими свойствами являются как взаимно дополняющие по решаемым
задачам. Представлены оценки мощности множеств получаемых стохастических
матриц в зависимости от размерности заданных автоматных моделей. Для авто-
мата (1) верхняя оценка определяется величиной O(L1L2L3) , для автомата (9)
верхняя оценка – величиной O(L4L5) .

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 18-01-00120).
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Abstract

This paper considers the methods of construction (presentation) of the sets of ergodic
stochastic matrices using automaton models and determination of the power estimates of
the generated sets. The research aimed at developing algorithms for constructing the sets
of ergodic stochastic matrices with rational elements with given structures and limit vector
based on the automaton probabilistic and deterministic models represented by autonomous
automata, as well as at estimating the power of the obtained sets of stochastic matrices de-
pending on the dimensions of the given automaton models. The constructed sets of ergodic
stochastic matrices are focused on solving the problem of classification of automaton proba-
bilistic models according to certain criteria (parameters) of similarities or differences between
the structures of ergodic matrices by the methods of applied multidimensional mathematical
statistics. The developed algorithms enable to form a variety of sets of stochastic matrices by
changing the transition functions in the considered automata, output functions in autonomous
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deterministic automaton, and random entry of probabilistic automaton. It was shown that
the transition function of autonomous probabilistic automaton allows makes it possible to de-
velop, based on the proposed functioning algorithm, a set of ergodic stochastic matrices with
different probabilistic automaton powers and structures based on the permutations of a set of
states with repetitions and changes in the probability distribution of the input random variable.
It was demonstrated that the sets of ergodic stochastic matrices with different power charac-
teristics and a limit vector based on rearrangements in a set of output letters with repetitions
can be formed by changing the functions of the the autonomous deterministic automaton with
the help of the developed algorithm. The estimates of the powers of the sets of ergodic stochas-
tic matrices with rational elements represented by autonomous probabilistic and deterministic
automata for given restrictions were provided. These estimates reflect the dependencies of the
values of powers of the generated sets of stochastic matrices on the dimension characteristics of
the automaton models. The proposed construction algorithms of the sets of ergodic stochastic
matrices are complementary with respect to the solved problems.

Keywords: set of stochastic matrices, structure, limit vector, autonomous automatic
models, set power estimates
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Figure Captions

Fig. 1. Computation based on Algorithm 1 of stochastic matrix PS .

Fig. 2. Computation of the ergodic partition matrix PS .
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