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Целью учебно-методического пособия является показать глубокие внутренние связи
между различными разделами математики (математическим и функциональным анали-
зом, топологией, алгеброй, дифференциальными управнениями, комбинаторикой, матема-
тической логикой и др.), которые были установлены в результате исследований в рамках
обратной математики - программы, направленной на поиск аксиом, необходимых для до-
казательства математических теорем.

В пособии описывается место обратной математики в основаниях математики, истори-
ческие примеры исследований, лежащих в русле обратной математики, ее основные идеи
и принципы. Также в пособии описывается арифметика второго порядка и её подсистемы,
которые используются в исследованиях по обратной математике, и приводятся наиболее
известные результаты этой дисциплины.

Пособие предполагает знакомство с математической логикой в пределах стандартного
университетского курса и может быть использовано как при чтении специальных кур-
сов и проведения занятий в высших учебных заведениях, входящих в состав Научно-
образовательного математического центра Приволжского федерального округа, так и для
самостоятельного изучения, а также в целях повышения привлекательности математики
как области знаний, повышения мотивации к её изучению, активизации научной и обра-
зовательной деятельности в области математических наук.
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1. Введение

Основания математики - это система взглядов на общие для различных
разделов математики базовые понятия и объекты (точка, прямая, плоскость,
число, множество, функция, морфизм, категория и др.), отношения между
ними (равенство, между, меньше, принадлежность, композиция и др.) и ме-
тоды (формализация, аксиоматизация, правила логического вывода, постро-
ение моделей и др.), используемые для определения и конструирования ма-
тематических понятий, объектов и структур, и изучения их свойств.

Первая известная работа по основаниям математики - «Начала» Евклида
(см. [1]) - была написана около 300 г. до н.э. и посвящена геометрии. В этой ра-
боте были определены базовые объекты геометрии и отношения между ними,
и впервые реализован аксиоматический метод построения математики: сфор-
мулировано пять постулатов, из которых дедуктивным путем выводились все
известные математические теоремы. Кроме этого, в «Началах» были заложе-
ны основы теории чисел, которые интерпретировались как геометрические
величины - длины отрезков.

Второй масштабной работой по основаниям математики можно назвать из-
данную в 1637 году «Геометрию» Декарта (см. [2]), в которой понятие числа
было отделено от геометрии и стало рассматриваться как исходный самосто-
ятельный объект. Более того, Декартом был создан новый мощный метод -
метод координат, благодаря которому геометрические задачи были сведены к
арифметике и алгебре, что положило начало формированию аналитической
геометрии. Кроме этого, в «Геометрии» начало формироваться одно из клю-
чевых понятий современной математики - понятие функции как зависимости
между числами.

Следующий крупный вклад в основания математики был внесён Лейбни-
цем, который в 1684 году сформулировал понятие бесконечно малых вели-
чин в своей работе «Новый метод максимумов и минимумов» [3] и положил
начало математическому анализу, дифференциальному и интегральному ис-
числениям. Впоследствии в работах Больцано [4], Коши [5] и Вейерштрасса
[6] было сформулировано понятие предела функции, и бесконечно малые ве-
личины Лейбница были формализованы в терминах убывающих последова-
тельностей, которые сходятся к нулю.

Расцвет в развитии оснований математики пришёлся на вторую полови-
ну девятнадцатого века. Дедекинд [7] ввёл определение вещественных чисел
как сечений множества рациональных чисел. Паш [8] заложил основы акси-
оматического метода и оснований геометрии. На основе его подхода Гиль-
берт [9] аксиоматизировал элементарную геометрию. Дедекинд [10] и Пеано
[11] предложили системы аксиом для натуральных чисел и формализовали
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арифметику. Фреге [12] выдвинул программу изучения математики средства-
ми логики и создал исчисление предикатов. Кантор (см. [13]) сформулировал
понятия кардинальных и порядковых чисел (ординалов), разработал метод
трансфинитной индукции и создал теорию множеств, которая легла в основу
всех разделов математики.

Начало двадцатого века принято характеризовать как «кризис оснований
математики» в связи с обнаружением парадоксов в теории множеств, которые
поставили под сомнение безупречность понятий математики, убедительность
ее методов и правомерность построения ее объектов. В целях преодоления
этого кризиса были сформированы три подхода к пересмотру оснований ма-
тематики: логицизм (Фреге, Рассел, Уайтхед, Рамсей, Чёрч), интуиционизм
(Кронекер, Брауэр, Г.Вейль, Гейтинг) и формализм (Гильберт, Аккерман,
Бернайс, фон Нейман).

Гильберт выдвинул программу преодоления этого кризиса, которая состо-
яла из двух пунктов: построить аксиоматическую теорию множеств и дока-
зать непротиворечивость этой теории с помощью «финитных» методов (т.е.
допускающих только конечные действия над конечным числом объектов).
Первый пункт этой программы был выполнен - теория множеств была акси-
оматизирована в трудах Цермело [14], Френкеля [15] и других математиков.
Принципиальная невозможность выполнения второго пункта была показана
в знаменитых теоремах Гёделя о неполноте [16]. Первая теорема Гёделя по-
казывает, что в любой непротиворечивой теории, содержащей арифметику,
существует предложение, не доказуемое и не опровержимое в рамках этой
теории. Вторая теорема Гёделя показывает, что в качестве такого предложе-
ния можно взять утверждение о непротиворечивости самой этой теории. Тем
самым он показал невозможность доказательства финитными методами не
только непротиворечивости теории множеств, но даже непротиворечивости
арифметики. Впоследствии Генцен [17] доказал непротиворечивость арифме-
тики с помощью трансфинитной индукции.

Тем не менее значительная часть бесконечной математики, включая мно-
гие теоремы с неконструктивными доказательствами, может быть сведена к
конечной математике. Это является одним из побочных результатов, полу-
ченных в рамках «обратной математики» - новой программы в основаниях
математики, зародившейся в работах Харви Фридмана в конце 1960-х гг. -
начале 1970-х гг. и получившей чёткую форму усилиями Симпсона и его уче-
ников.

С точки зрения аксиоматического подхода, математика заключается в вы-
воде теорем из аксиом. Обратная математика заключается в обратном про-
цессе - в поиске аксиом, которые позволяют доказать известные математи-
ческие теоремы. Основной вопрос обратной математики можно сформули-
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ровать следующим образом: какие аксиомы действительно необходимы для
доказательства той или иной теоремы?

В рамках обратной математики была исследована логическая сила многих
классических теорем и доказано, что теоремы из различных разделов мате-
матики оказываются эквивалентными друг другу и выстраиваются в очень
красивую иерархию по своей логической силе.

В следующем разделе описываются два исторических примера подобных
исследований, которые появились до оформления обратной математики как
самостоятельной дисциплины, и на этих примерах объясняются её основные
идеи и принципы.

В третьем разделе приводится краткая история возникновения обратной
математики и приводится формальная система арифметики второго порядка,
в рамках которой проводятся исследования по обратной математике.

Четвертый раздел посвящён так называемой «большой пятерке» подси-
стем арифметики второго порядка, каждая из которых оказывается эквива-
лентной многим классическим математическим теоремам.

В последнем разделе описывается, как благодаря обратной математике бы-
ла частично реализована программа Гильберта, рассматривается «большая
пятёрка» подсистем арифметики второго порядка с точки зрения философии
математики и с точки зрения теории вычислимости, рассказывается о «зоо-
парке обратной математики», новых направлениях исследований, а также
приводится список книг для более глубокого погружения в захватывающий
мир обратной математики.
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2. Исторические примеры обратной математики

2.1 Аксиома параллельности

В «Началах» Евклида были сформулированы пять аксиом, которые на
протяжении двух тысячелетий лежали в основаниях геометрии. Четыре из
этих аксиом были наглядными и очевидными и полностью принимались все-
ми математиками. Совокупность всех теорем, которые могут быть доказа-
ны с помощью этих четырех аксиом, впоследствии была названа абсолютной
геометрией [18]. По поводу же пятой аксиомы - аксиомы параллельности -
постоянно возникали сомнения, насколько она необходима, и не является ли
она следствием из первых четырех аксиом.

Попытки вывести аксиому параллельности из других аксиом предприни-
мали известный астроном, математик и механик Птолемей, философ и мате-
матик Прокл (см. [19]), многие греческие и арабские математики, в том числе
поэт и математик Омар Хайям, а впоследствии - многие европейские матема-
тики. Наиболее известной является следующая формулировка этой аксиомы,
предложенная в 1795 году шотландским математиком Плейфером [20]:

Аксиома параллельности. На плоскости через точку, не лежащую на
данной прямой, можно провести только одну прямую, параллельную данной.

Попытки доказать аксиому параллельности часто строились по следую-
щей схеме: выбиралось некоторое кажущееся довольно очевидным матема-
тическое утверждение, и затем с помощью этого утверждения и четырех ак-
сиом абсолютной геометрии доказывалась аксиома параллельности. Напри-
мер, персидский математик Насир ад-Дин Туси, живший в XIII веке, доказал
(см. [21]), что из так называемого постулата треугольника - сумма углов лю-
бого треугольника равна двум прямым углам (т.е. 180◦) - следует аксиома
параллельности.

Н.И. Лобачевский выбрал прямо противоположный подход. Он заменил
аксиому параллельности на ее отрицание - на плоскости через точку, не лежа-
щую на данной прямой, можно провести более одной прямой, параллельной
данной, - и создал на основе этой аксиомы новую богатую геометрическую
теорию. Работа Лобачевского «О началах геометрии», описывающая создан-
ную им геометрическую теорию, была опубликована в 1829-1830 годах в серии
из пяти статей в журнале «Казанский вестник» [22].

Одна из теорем в геометрии Лобачевского утверждает, что сумма углов
любого треугольника меньше двух прямых углов. Это, в частности, означает,
что из аксиом абсолютной геометрии без аксиомы параллельности невозмож-

7



но доказать постулат треугольника - если бы это было возможно, то геомет-
рия Лобачевского была бы противоречивой.

При этом ещё Евклид в «Началах» привёл доказательство постулата тре-
угольника с использованием аксиомы параллельности. Эти результаты Ев-
клида и Лобачевского вместе и означают, что аксиома параллельности явля-
ется действительно необходимой для доказательства постулата треугольника.

Запишем эти рассуждения на современном языке математической логики.
Для этого обозначим через AG четыре аксиомы абсолютной геометрии, через
AP - аксиому параллельности, через TP - постулат треугольника:

AG 6` TP (Лобачевский)
AG+AP ` TP или AG ` AP→TP (Евклид)
AG+TP ` AP или AG ` TP→AP (Туси)

Тем самым в абсолютной геометрии аксиома параллельности и постулат
треугольника эквивалентны:

AG ` TP↔AP

Это является наглядной демонстрацией ключевого принципа обратной ма-
тематики, сформулированного Фридманом в 1975 году [23]:

«Когда теорема доказывается с помощью правильных аксиом,
то эти аксиомы могут быть доказаны с помощью этой теоремы».

Таким образом слово «обратная» указывает на главную особенность при-
меняемого подхода: не новая теорема доказывается с помощью аксиом, а ак-
сиома доказывается с помощью уже известной теоремы. В свете результатов
Евклида и Лобачевского результат Туси является примером такого обратного
доказательства.

Было найдено несколько десятков математических утверждений, которые
оказались эквивалентными аксиоме параллельности в системе аксиом абсо-
лютной геометрии. Приведем несколько из них.

Теорема 1. Если выполняются аксиомы абсолютной геометрии, то следу-
ющие теоремы эквивалентны аксиоме параллельности:

(Прокл [19]) Прямая, пересекающая одну из параллельных прямых, непре-
менно пересечёт и другую.

(Туси [21]) Сумма углов любого треугольника равна 180 градусам.
(Валлис [24]) Существуют подобные, но не равные треугольники.
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(Ламберт [25]) Если у четырехугольника три угла прямые, то четвер-
тый угол тоже прямой.

(Лежандр [26]) Через каждую точку внутри острого угла всегда можно
провести прямую, пересекающую обе его стороны.

(Лежандр [26]) Перпендикуляр и наклонная к одной и той же прямой
непременно пересекаются.

(Лежандр [26]) Существует треугольник, сумма углов которого равна
180 градусам.

(Ф.Бойяи [27]) Для всякого невырожденного треугольника существует
описанная окружность.

(Остроградский [28]) Две прямые, параллельные третьей, параллельны
и друг другу.

(фольклор) В прямоугольном треугольнике квадрат гипотенузы равен
сумме квадратов катетов (теорема Пифагора).

Все эти результаты были получены задолго до формирования концепции
обратной математики, но их можно назвать её первыми историческими при-
мерами.
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2.1 Аксиома выбора

Другие исторические примеры обратной математики связаны с системой
аксиом Цермело-Френкеля для теории множеств. Как и в случае с аксиомами
Евклида, одна из аксиом в этой системе имеет особый статус - это аксиома
выбора:

Аксиома выбора. Для всякого семейства X непустых множеств суще-
ствует функция, которая каждому множеству семействаX сопоставляет один
из элементов этого множества.

Так же, как и аксиома параллельности, аксиома выбора вызывала многие
вопросы и сомнения, в частности, потому что доказательства, использующие
аксиому выбора, являются неконструктивными, позволяя утверждать о су-
ществовании объектов без их описания.

Гёдель [29] показал, что отрицание аксиомы выбора не является теоремой
в системе аксиом Цермело-Френкеля ZF , Коэн [30] показал, что сама аксиома
также не является теоремой в ZF . И точно так же были найдены математиче-
ские утверждения в разных разделах математики - теории множеств, алгебре,
функциональном анализе, общей топологии, математической логике и алгеб-
раической топологии, - которые оказались эквивалентными аксиоме выбора в
ZF . Подробный обзор этих математических утверждений содержится в моно-
графии [31], несколько наиболее ярких и известных утверждений приведены
ниже.

Теорема 2. В системе аксиом Цермело-Френкеля следующие теоремы эк-
вивалентны аксиоме выбора:

(Лемма Цорна [32]) Частично упорядоченное множество, в котором лю-
бая цепь имеет верхнюю грань, содержит максимальный элемент.

(Теорема Цермело [33]) На любом множестве можно ввести такое от-
ношение порядка, что множество будет вполне упорядоченным.

(Теорема Тарского [34]) Для любого бесконечного множества A суще-
ствует биекция между A и A× A.

(Теорема Тихонова [35]) Тихоновское произведение компактных пространств
компактно.

(Бласс [36]) Любое векторное пространство имеет базис.
(Белл и Фремлин [37]) Замкнутый единичный шар сопряженного нор-

мированного пространства над вещественными числами имеет крайнюю
точку.

(Теорема Крулля [38]) Каждое ненулевое кольцо с единицей имеет мак-
симальный идеал.
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(фольклор, см. [39]) Любой связный граф имеет остовное дерево (связный
ациклический граф с тем же числом вершин).

Приведенные в этом разделе исторические примеры позволяют сформу-
лировать общий подход к исследованиям в рамках обратной математики:

1. Выбирается некоторая система аксиом (которую в обратной математике
принято называть «базовой теорией»).

2. Выбирается еще одна дополнительная аксиома, которая не противоре-
чит базовой теории и не является в ней теоремой.

3. Выбирается известная теорема из алгебры, анализа, геометрии или какого-
нибудь другого раздела математики.

4. Показывается, что эта теорема не доказуема в базовой теории, но дока-
зуема, если к базовой теории добавить дополнительную аксиому.

5. Показывается, что в рамках базовой теории с помощью этой теоремы
можно доказать выбранную дополнительную аксиому.

6. Тем самым устанавливается эквивалентность этой теоремы и этой акси-
омы в выбранной системе аксиом.
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3. Арифметика второго порядка

3.1 Возникновение обратной математики

Идея систематического изучения логической силы математических теорем
с помощью описанного в предыдущем разделе подхода в различных системах
аксиом принадлежит Харви Фридману [40]. Этот замысел был реализован
сначала в его диссертации в 1967 году и в ряде ранних статей для различ-
ных подсистем и расширений системы аксиом Цермело-Френкеля с аксиомой
выбора ZFC. Однако эти системы являются настолько мощными, что поз-
воляют доказывать большинство обычных математических теорем, поэтому
находить эквивалентные утверждения в этих системах можно лишь для очень
ограниченного круга теорем, существенно опирающихся на методы абстракт-
ной теории множеств. В связи с этим Фридман стал последовательно изучать
более слабые системы, в которых накладывались различные ограничения на
аксиомы существования множеств и на принцип математической индукции,
и теоремы, которые могут быть доказаны в этих системах. Результаты своих
исследований он представил в лекции, прочитанной на Международном кон-
грессе математиков в 1974 году, и впоследствии опубликовал в трудах этого
конгресса [23]. Эту статью принято считать началом программы исследова-
ний по обратной математике.

В ней был сформулирован основной вопрос обратной математики («ка-
кие аксиомы действительно необходимы для доказательства теорем обычной
математики?») и ее ключевой принцип («когда теорема доказывается с помо-
щью правильных аксиом, то эти аксиомы могут быть доказаны с помощью
этой теоремы»), и описана «базовая теория» обратной математики, в которой
изучаются логическая сила других аксиом и теорем.

Сам термин «обратная математика» появился позже: он был использо-
ван Фридманом в своем выступлении на специальной сессии Американского
математического сообщества примерно в 1981 году [40] и далее впервые упо-
треблен в статье Фридмана, Симпсона и Смита [41].

Решающую роль в развитии обратной математики как оформленной са-
мостоятельной дисциплины сыграл Симпсон, который со своими учениками
провел детальнейшие исследования логической силы многих классических
теорем, и подготовил первую книгу, систематически излагающую идеи и ре-
зультаты обратной математики (“Subsystems of Second Order Arithmetic”) и
выдержавшую два издания [42].
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3.2 Арифметика второго порядка Z2

В качестве формальной системы, подходящей для реализации програм-
мы обратной математики, Фридманом была выбрана арифметика второго
порядка Z2, которая впервые была описана во втором томе фундаменталь-
ного труда Гильберта и Бернайса по основаниям математики [43]. Эта фор-
мальная система является более слабой, чем ZFC, однако она достаточна
для доказательства большинства теорем «обычной математики» (геометрия,
теория чисел, математический анализ, дифференциальные уравнения, веще-
ственный и комплексный анализ, счётная алгебра, топология полных сепара-
бельных метрических пространств, математическая логика), в то время как
ZFC нужна для «теоретико-множественной математики» (общая топология,
функциональный анализ, несчётная алгебра, теория множеств).

Язык L2 арифметики второго порядка является двухсортным языком, т.е.
в нём существуют два разных сорта переменных. Переменные первого сор-
та называются числовыми переменными и обозначаются маленькими латин-
скими буквами i, j, k,m, n, ..., переменные второго сорта называются множе-
ственными переменными и обозначаются заглавными латинскими буквами
X, Y, Z, .... Сигнатура языка L2 состоит из символов 〈0, 1,+, ·, <,=,∈〉.

Числовыми термами языка L2 являются числовые переменные, констант-
ные символы 0 и 1, а также выражения t1 + t2 и t1 · t2 для всех числовых
термов t1 и t2. Подразумеваемой интерпретацией числовых термов являются
натуральные числа, константы 0 и 1, а также операции сложения и умноже-
ния натуральных чисел. Множественными термами являются только множе-
ственные переменные, подразумеваемой интерпретацией которых являются
подмножества множества всех натуральных чисел ω = {0, 1, 2, ...}.

Атомарными формулами языка L2 являются формулы вида t1 = t2, t1 < t2
и t1 ∈ X для всех числовых термов t1 и t2 и множественных термов X.
Подразумеваемыми смыслами соответствующих атомарных формул является
то, что число t1 равно числу t2, число t1 меньше числа t2 и что число t1
принадлежит множеству X. Формулы строятся из атомарных формул путем
применения пропозициональных связок &,∨,¬,→,↔, числовых кванторов
∃n,∀n и множественных кванторов ∃X, ∀X.

Моделью для L2 является семерка M = (|M |,SM ,+M , ·M , 0M , 1M , <M),
где |M | - это некоторое множество, в котором принимают значения число-
вые переменные, SM - это некоторое множество подмножеств |M |, в котором
принимают значения множественные переменные, +M и ·M - это бинарные
операции на множестве |M |, 0M и 1M - это некоторые выделенные элементы
множества |M |, и <M - это бинарное отношение на множестве |M |. Стандарт-
ной моделью для L2 является семерка (ω, P (ω),+, ·, 0, 1, <), где ω - это мно-
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жество натуральных чисел, P (ω) - это множество всех подмножеств ω, а +,
·, 0, 1 и < являются обычными операциями сложения и умножения, констан-
тами 0 и 1 и отношением «меньше» на ω. Структуры вида (ω, S,+, ·, 0, 1, <),
где ∅ 6= S ⊆ P (ω) называются ω-моделями L2.

Определение 1. Арифметика второго порядка Z2 состоит из следующих
аксиом и всех формул языка L2, которые выводимы из этих аксиом с помо-
щью обычных логических аксиом и правил вывода:

(i) базовые аксиомы:
n+ 1 6= 0
m+ 1 = n+ 1→ m = n
m+ 0 = m
m+ (n+ 1) = (m+ n) + 1
m · 0 = 0
m · (n+ 1) = (m · n) +m
¬m < 0
m < n+ 1↔ (m < n ∨m = n)

(ii) аксиома индукции:
(0 ∈ X&∀n(n ∈ X ↔ n+ 1 ∈ X)→ ∀n(n ∈ X))

(iii) схема аксиом выделения (существования множеств):
∃X∀n(n ∈ X ↔ ϕ(n)),

где ϕ(n) - любая формула в L2, в которой X не является свободной пе-
ременной.

Схема аксиом выделения постулирует существование всех множеств, эле-
менты которых могут быть определены с помощью формул в языке L2. На-
пример, поскольку в языке L2 существует формула (∃m)(m ·m = n), то в ω-
моделях Z2 существуют множества всех квадратов натуральных чисел. При
этом формула ϕ кроме n может содержать свободные переменные - как чис-
ловые, так и множественные. Поэтому если применить аксиому выделения,
например, к формуле n 6∈ Y , то получится формула ∃X∀n(n ∈ X ↔ n 6∈ Y ),
утверждающая существование множестваX, являющегося дополнением мно-
жества Y , и, применяя к полученной формуле логическое правило обобщения,
можно получить формулу ∀Y ∃X∀n(n ∈ X ↔ n 6∈ Y ), что означает, что в
рамках Z2 доказуемо, что у любого множества существует его дополнение.

Приведенные примеры показывают, существование каких множеств мо-
жет быть доказано в формальной системе Z2, и, как говорилось ранее, в
действительности в Z2 можно формализовать очень многие разделы матема-
тики. Однако для обратной математики сила формальной системы является
не достоинством, а недостатком, поскольку если некоторые математические
утверждения могут быть доказаны в какой-то формальной системе, то эта
формальная система не позволяет находить эквивалентные им утверждения.
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Поэтому для целей обратной математики были выделены пять подсистем Z2,
в которых накладывались дополнительные ограничения на аксиому индук-
ции и схему аксиом выделения, и тем самым - на множества, существование
которых может быть доказано в рамках этих подсистем.

Самыми естественными ограничениями являются ограничения на форму-
лы, которые могут быть использованы в этих аксиомах.

Формула в L2 называется арифметической, если она не содержит множе-
ственных кванторов ∃X, ∀X. Отметим, что при этом она может содержать
свободные множественные переменные, которые для краткости будут назы-
ваться параметрами.

Ограниченными кванторами называются кванторы вида ∀n < t или ∃n <
t, где t является термом, не содержащим n. Выражение ∀n < tϕ будем исполь-
зовать как сокращение для формулы ∀n(n < t→ ϕ), а выражение ∃n < tϕ -
как сокращение для формулы ∃n(n < t→ ϕ).

Формулой с ограниченными кванторами называется арифметическая фор-
мула, в которой все кванторы ограничены. Σ0

1-формулами и Π0
1-формулами

называются формулы вида ∃nψ и ∀nψ соответственно, где ψ - формула c
ограниченными кванторами.

Отметим, что в ω-моделях  L2 формулы с ограниченными кванторами без
свободных множественных переменных определяют вычислимые отношения,
поскольку они задают конечный набор высказываний о том, что некоторые
суммы и произведения натуральных чисел меньше других сумм и произведе-
ний, что может быть эффективно проверено. С помощью стандартных рас-
суждений можно также показать, что в этих моделях Σ0

1-формулы без сво-
бодных множественных переменных определяют вычислимо-перечислимые
множества. Аналогично, для этих моделей верно, что множество X вычис-
лимо перечислимо относительно множества Y тогда и только тогда, когда X
определимо с помощью Σ0

1-формулы с параметром Y .
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4. «Большая пятерка» подсистем арифметики второго
порядка

4.1 Система RCA0

Самой важной подсистемой Z2 в обратной математике является систе-
ма RCA0 (что является сокращением выражения “recursive comprehension
axiom”, т.е. «аксиома рекурсивного выделения»).

Определение 2. Система RCA0 состоит из следующих аксиом и всех фор-
мул языка L2, которые выводимы из этих аксиом с помощью обычных ло-
гических аксиом и правил вывода:

(i) базовые аксиомы:
n+ 1 6= 0
m+ 1 = n+ 1→ m = n

m+ 0 = m

m+ (n+ 1) = (m+ n) + 1
m · 0 = 0
m · (n+ 1) = (m · n) +m

¬m < 0
m < n+ 1↔ (m < n ∨m = n)

(ii) аксиома Σ0
1-индукции:

(ϕ(0)&∀n(ϕ(n)→ ϕ(n+ 1))→ ∀n(ϕ(n))),
где ϕ(n) - любая Σ0

1-формула в L2.
(iii) схема аксиом ∆0

1-выделения (существования ∆0
1-множеств):

∀n(ϕ(n)↔ ψ(n))→ ∃X∀n(n ∈ X ↔ ϕ(n)),
где ϕ(n) - Σ0

1-формула, не содержащая X в качестве параметра, ψ(n) -
Π0

1-формула.

Если рассматривать формулы без свободных множественных переменных,
то аксиома ∆0

1-выделения утверждает существование множеств, которые од-
новременно определимы с помощью некоторой Σ0

1-формулы и некоторой Π0
1-

формулы, т.е. вычислимых множеств. Более того, можно показать, что сово-
купность REC = {X ⊆ ω|X вычислимо} является минимальной ω-моделью
RCA0 ([42]). Что касается ω-моделей этой системы в целом, то они обладают
следующим свойством.

Лемма 1. (см. [42]) Совокупность S подмножеств ω является ω-моделью
RCA0 тогда и только тогда, когда она удовлетворяет следующим свой-
ствам:

(i) S не пусто
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(ii) если X, Y ∈ S, то X⊕Y ∈ S, где X⊕Y = {2m|m ∈ X}∪{2m+1|m ∈
Y }

(iii) если X ≤T Y и Y ∈ S, то X ∈ S, где ≤T - сводимость по Тьюрингу.

Для формального доказательства (ii) достаточно показать, что множество
X ⊕ Y можно определить с помощью формулы с ограниченными квантора-
ми с параметрами X и Y , а следовательно - с помощью Σ0

1 и Π0
1-формул с

параметрами X и Y и с фиктивными кванторами, а затем применить аксио-
му ∆0

1-выделения. Аналогично, для доказательства (iii) достаточно показать,
что X и X определимы с помощью Σ0

1-формулы с параметром Y , а это, как
уже отмечалось выше, легко сделать, используя тот факт, что X и X вычис-
лимо перечислимы относительно Y .

Отметим, что совокупности S ⊆ P (ω), обладающие свойствами (i)-(iii)
являются идеалами в тьюринговых степенях.

В рамках RCA0 можно формализовать всю так называемую «вычисли-
мую» или «конструктивную» (в интерпретации Бишопа [48]) математику.

В частности, в рамках RCA0 можно доказать все базовые свойства сло-
жения и умножения натуральных чисел, определить взаимно-однозначную
функцию пары натуральных чисел и доказать все её стандартные свойства,
затем определить целые числа как упорядоченные пары натуральных чисел,
задать на них отношение ≤ и операции сложения и умножения, доказать, что
они образуют Евклидово кольцо, и что выполняются другие свойства целых
чисел. Далее в рамках RCA0 можно определить рациональные числа как
упорядоченные пары целых чисел и доказать, что они образуют упорядочен-
ное поле, а также определить последовательности рациональных чисел как
функции, действующие из множества натуральных чисел в множество ра-
циональных чисел. После этого в RCA0 можно определить действительные
числа как последовательности рациональных чисел 〈qk|k ∈ N〉, удовлетворя-
ющие условию ∀k∀i(|qk − qk+i| ≤ 2−k), и задать на них отношение равенства
следующим образом: два действительных числа 〈qk|k ∈ N〉 и 〈q′k|k ∈ N〉 рав-
ны, если ∀k(|qk − q′k| ≤ 2−k+1). На заданных таким образом действительных
числах можно естественным образом задать операции сложения и умножения
и отношение ≤ и доказать, что получившаяся структура является архимедо-
вым упорядоченным полем. Также в RCA0 можно ввести определения после-
довательностей действительных чисел и сходящихся последовательностей, и
доказать, что множество действительных чисел несчётно.

Кроме этого, в RCA0 можно задать полные сепарабельные метрические
пространства, определить открытые множества и непрерывные функции в
этих пространствах. Также можно закодировать любой счётный язык путем
отождествления термов и формул этого языка с их гёделевскими номера-
ми для какой-нибудь фиксированной гёделевской нумерации, доказать суще-
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ствование множеств с гёделевскими номерами всех термов, формул, предло-
жений и аксиом, закодировать понятие доказательства в этом языке, понятие
непротиворечивости множества предложений этого языка, понятие счётной
модели и доказать ряд классических теорем математической логики для этих
понятий. Кроме этого, в RCA0 можно ввести определения счётного поля и
сепарабельного банахова пространства.

При этом система RCA0 является достаточно сильной, чтобы доказать ряд
классических теорем из разных разделов математики.

Теорема 3. (см. [42]) Следующие теоремы доказуемы в RCA0:
(Теорема Бэра) В полном сепарабельном метрическом пространстве пе-

ресечение всюду плотных открытых множеств является всюду плотным.
(Теорема о промежуточном значении) Если функция f непрерывна на

отрезке [0, 1], и f(0) < 0 < f(1), то существует такой x, что 0 < x < 1 и
f(x) = 0.

(Лемма Урысона) В полном сепарабельном метрическом пространстве
X для любых двух непересекающихся замкнутых множеств A и B суще-
ствует такая непрерывная функцию f : X → [0, 1], что f(x) = 0 для всех
x ∈ A, и f(x) = 1 для всех x ∈ B.

(Теорема Титце о продолжении) В полном сепарабельном метрическом
пространстве X для любого замкнутого множества C и любой непрерыв-
ной функции f : C → [−1, 1] существует такая непрерывная функция
g : X → [−1, 1], что g(x) = f(x) для всех x ∈ C.

(Теорема о существовании модели) В счётном языке любое непротиво-
речивое и полное множество предложений имеет счётную модель.

(Теорема о непротиворечивости) В счётном языке если множество пред-
ложений имеет счётную модель, тогда это множество непротиворечиво.

(Теорема об алгебраическом замыкании) У любого счётного поля суще-
ствует алгебраическое замыкание.

(Принцип равномерной ограниченности или теорема Банаха-Штейнгауза)
Пусть A и B - сепарабельные банаховы пространства, и 〈Fn|n ∈ N〉 - такая
последовательность ограниченных линейных операторов Fn : A → B, что
для всех x ∈ A существует такое M , что ‖Fn(x)‖ < M для всех n ∈ N, то
существует такое α, что для всех x ∈ A и n ∈ N, ‖Fn(x)‖ ≤ α · ‖x‖.

Вместе с тем многие хорошо известные классических теоремы не могут
быть доказаны в RCA0.

Одним из наиболее ярких примеров является теорема о наименьшей верх-
ней грани, утверждающая, что любая ограниченная последовательность дей-
ствительных чисел имеет наименьшую верхнюю грань.

Приведём доказательство этого факта.
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Теорема 4. (см. [42]) Теорема о наименьшей верхней грани недоказуема в
RCA0.

Доказательство. Пусть {k0, k1, ...} - некоторое вычислимое перечисление без
повторений креативного множества K = {n|ϕn(n) ↓}. Рассмотрим ограни-
ченную возрастающую последовательность действительных чисел, заданную
следующей формулой

an =
n∑
i=0

2−ki.

В двоичной записи любого члена этой последовательности единицы нахо-
дятся в позициях k0, k1, ..., kn, а нули - во всех остальных позициях.

a0 = 0,0......1 единица находится в позиции k0
a1 = 0,0..1..1 единицы находятся в позициях k0 и k1
a2 = 0,0..1..1..1 единицы находятся в позициях k0, k1 и k2
...
Наименьшей верхней гранью этой последовательности является действи-

тельное число, в двоичной записи которого единицы находятся в позициях
ki для всех ki ∈ K, а нули во всех остальных позициях, поэтому такая дво-
ичная запись этой наименьшей верхней грани кодирует характеристическую
функцию множества K.

Последовательность {an}n∈ω является вычислимой, поскольку каждый член
этой последовательности может быть эффективно вычислен. Поэтому эта по-
следовательность есть в модели REC = {X ⊆ ω|X вычислимо}. При этом
наименьшая верхняя грань этой последовательности является невычислимой
и, значит, отсутствует в REC. Из этого следует, что теорема о наимень-
шей верхней грани не выполняется в модели REC, а, значит, недоказуема
в RCA0.
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4.2 Система ACA0

Как было показано в предыдущем разделе, система RCA0 является доста-
точно слабой, недостаточной для доказательства даже такой простой теоре-
мы, как теорема о наименьшей верхней грани. Кроме этого, она не позволяет
напрямую естественным образом определить многие математические объек-
ты, в связи с чем приходится кодировать их с помощью натуральных чисел.
Однако слабость формальной системы, как уже говорилось ранее, является
преимуществом для обратной математики, а не недостатком. Система RCA0

имеет основополагающее значение для обратной математики, потому что ча-
ще всего именно она выступает в качестве «базовой теории» - в рамках кото-
рой проводятся доказательства эквивалентности различных математических
теорем и аксиом друг другу.

Следующая подсистема арифметики второго порядка является более силь-
ной, поскольку позволяет постулировать существование более широкого клас-
са множеств.

Определение 3. Система ACA0 состоит из следующих аксиом и всех фор-
мул языка L2, которые выводимы из этих аксиом с помощью обычных ло-
гических аксиом и правил вывода:

(i) базовые аксиомы:
n+ 1 6= 0
m+ 1 = n+ 1→ m = n
m+ 0 = m

m+ (n+ 1) = (m+ n) + 1
m · 0 = 0
m · (n+ 1) = (m · n) +m
¬m < 0
m < n+ 1↔ (m < n ∨m = n)

(ii) аксиома индукции:
(0 ∈ X&∀n(n ∈ X ↔ n+ 1 ∈ X)→ ∀n(n ∈ X))

(iii) схема аксиом существования арифметических множеств:
∃X∀n(n ∈ X ↔ ϕ(n)),

где ϕ(n) - любая арифметическая формула, в которой X не является
свободной переменной.

Минимальной ω-моделью ACA0 является совокупность всех арифмети-
ческих множеств ARITH = {X ∈ ω|∃n(X ≤T ∅n)}, и все ω-модели этой
системы замкнуты относительно операций взятия точной верхней грани и
тьюрингова скачка.
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Лемма 2. (см. [42]) Совокупность S подмножеств ω является ω-моделью
ACA0 тогда и только тогда, когда она удовлетворяет следующим свой-
ствам:

(i) S не пусто
(ii) если X, Y ∈ S, то X⊕Y ∈ S, где X⊕Y = {2m|m ∈ X}∪{2m+1|m ∈

Y }
(iii) если X ≤T Y и Y ∈ S, то X ∈ S, где ≤T - сводимость по Тьюрингу.
(iv) если X ∈ S, то A′ ∈ S, где A′ - это скачок множества A.

Ещё одно замечательное свойство системы ACA0 заключается в том, что
она является консервативным расширением арифметики Пеано (арифметики
первого порядка) PA, т.е. любая теорема ACA0, сформулированная в языке
первого порядка, является теоремой PA.

Следующая теорема показывает, что целый ряд классических теорем из
анализа и алгебры оказываются эквивалентны ACA0

Теорема 5. (см. [42]) В системе аксиом RCA0 следующие теоремы экви-
валентны ACA0:

(Теорема о наименьшей верхней грани) Любая ограниченная последова-
тельность действительных чисел имеет наименьшую верхнюю грань.

(Теорема Больцано-Вейерштрасса) Любая ограниченная последователь-
ность действительных чисел (или любая последовательность точек в ком-
пактном метрическом пространстве) имеет сходящуюся подпоследователь-
ность.

(Лемма Асколи) Любая равностепенно непрерывная последовательность
функций, действующих из одного компактного метрического пространства
в другое, имеет равномерно сходящуюся подпоследовательность.

(Теорема о максимальном идеале) Любое счётное коммутативное кольцо
имеет максимальный идеал.

(Теорема о базисе) Любое счётное векторное пространство над полем
рациональных чисел (или над любым счётным полем) имеет базис.

(Теорема о базисе трансцендентности) У любого счётного поля (харак-
теристики 0) существует базис трансцендентности.

(Теорема о делимом замыкании) Любая счётная абелева группа имеет
единственное делимое замыкание.

(Лемма Кёнига) Любое бесконечное, конечно ветвящееся дерево имеет
бесконечный путь.

(Теорема Рамсея для [N]k, k ≥ 3) Для всех l ∈ N и f : [N]k → {0, 1, ..., l−1}
существуют такие i < l и бесконечное множество X ∈ N, что f(m1, ...,mk) =
i для всех 〈m1, ...,mk〉 ∈ [X]k.

(Теорема о существовании тьюрингова скачка) ∀X∃Y (Y = X ′)
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4.3 Система Π1
1-CA0

Для описания следующей подсистемы Z2 необходимо наложить ограниче-
ния на множественные кванторы. Формула языка L2 называется Π1

1-формулой,
если она имеет вид ∀Xθ, где X - это множественная переменная, а θ - ариф-
метическая формула.

Определение 4. Система Π1
1-CA0 состоит из следующих аксиом и всех

формул языка L2, которые выводимы из этих аксиом с помощью обычных
логических аксиом и правил вывода:

(i) базовые аксиомы:
n+ 1 6= 0
m+ 1 = n+ 1→ m = n
m+ 0 = m
m+ (n+ 1) = (m+ n) + 1
m · 0 = 0
m · (n+ 1) = (m · n) +m

¬m < 0
m < n+ 1↔ (m < n ∨m = n)

(ii) аксиома индукции:
(0 ∈ X&∀n(n ∈ X ↔ n+ 1 ∈ X)→ ∀n(n ∈ X))

(iii) схема аксиом Π1
1-выделения (существования Π1

1-множеств множеств):
∃X∀n(n ∈ X ↔ ϕ(n)),

где ϕ(n) - любая Π1
1-формула, в которой X не является свободной пере-

менной.

Основное отличие арифметики второго порядка Z2 и её подсистем RCA0,
ACA0 и Π1

1-CA0 заключается в аксиомах выделения, которые утверждают
существование множеств, определяемых различными формулами языка L2:
Z2 постулирует существование множеств, определяемых любыми формула-
ми, Π1

1-CA0 - только множеств, определяемых Π1
1-формулами, ACA0 - толь-

ко множеств, определяемых арифметическими формулами, RCA0 - только
множеств, определяемых одновременно Σ0

1 и Π0
1 формулами.

Таким образом, система Π1
1-CA0 является более сильной, чем RCA0 и

ACA0, позволяя доказывать более широкий класс теорем, при этом многие
из них оказываются ей эквивалентными.

Теорема 6. (см. [42]) В системе аксиом RCA0 следующие теоремы экви-
валентны системе Π1

1-CA0:
(Теорема о совершенных деревьях) Любое дерево имеет наибольшее со-

вершенное поддерево.
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(Теорема Кантора-Бендиксона) Любое замкнутое подмножество мно-
жества действительных чисел или любого полного сепарабельного метри-
ческого пространства, является объединением совершенного множества и
счётного множества.

(Теорема о представлении абелевой группы) Любая счетная абелева груп-
па является прямой суммой делимой группы и редуцированной группы.

(Теорема о разности открытых множеств) В пространстве Бэра NN

можно определить разность любых двух открытых множеств.
(Теорема о свойстве Рамсея для [N]N) Любое множество Gδ в [N]N обла-

дает свойством Рамсея.
(Теорема Сильвера) Для любого борелевского (или коаналитического, или

Fσ) отношения эквивалентности с несчётным количеством классов экви-
валентности существует непустое совершенное множество попарно неэк-
вивалентных элементов.
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4.4 Системы WKL0 и ATR0

Следующие две важные подсистемы Z2 задаются с помощью добавления
дополнительных аксиом существования множеств.

Определение 5. Система WKL0 состоит из аксиом (i) − (iii) системы
RCA0 и дополнительной аксиомы, известной как слабая лемма Кёнига:

(iv) каждое бесконечное бинарное дерево имеет бесконечную ветвь.

Эта система эквивалентна следующим теоремам.

Теорема 7. (см. [42]) В системе аксиом RCA0 следующие теоремы экви-
валентны WKL0:

(Лемма Гейне-Бореля) Из любого счётного покрытия открытыми ин-
тервалами замкнутого интервала [0, 1] (или любого компактного метри-
ческого пространства) можно выбрать конечное подпокрытие.

(Теорема об ограниченности) Любая непрерывная вещественнозначная
функция, определенная на [0, 1] или на любом компактном метрическом
пространстве, является ограниченной.

(Теорема о равномерной непрерывности) Любая непрерывная веществен-
нозначная функция, определенная на [0, 1] или на любом компактном мет-
рическом пространстве, является равномерно непрерывной.

(Теорема об интегрируемости по Риману) Любая непрерывная веществен-
нозначная функция, определенная на [0, 1], является интегрируемой по Ри-
ману.

(Принцип максимума) Любая непрерывная вещественная функция, опре-
деленная на [0, 1] или на любом компактном метрическом пространстве,
достигает свою точную верхнюю грань.

(Теорема Пеано) Теорема о существовании локального решения обыкно-
венного дифференциального уравнения.

(Теорема полноты Гёделя) Любое счётное множество предложений в
исчислении предикатов имеет счётную модель.

(Теорема о простом идеале) Любое счётное коммутативное кольцо име-
ет простой идеал.

(Теорема об алгебраическом замыкании) Любое счётное поле (характери-
стики 0) имеет единственное с точностью до изоморфизма алгебраическое
замыкание.

(Теорема об упорядочении формально вещественных полей) Любое счёт-
ное формально вещественное поле может быть упорядочено.

(Теорема о замыкании формально вещественных полей) Любое счётное
формально вещественное поле имеет вещественно замкнутое алгебраиче-
ское расширение.
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(Теорема Брауэра о неподвижной точке) Любая равномерно непрерывная
функция ϕ : [0, 1]n → [0, 1]n имеет неподвижную точку.

(Теорема Хана-Банаха) Для любого линейного функционала f , заданно-
го на подпространстве сепарабельного банахово пространства, такого, что
||f || ≤ 1, существует такое его продолжение f на всё пространство, что
||f || ≤ 1.

Для определения последней системы из «большой пятерки» необходимо
следующее определение.

Определение 6. (арифметическая трансфинитная рекурсия) Пусть θ(n,X)
- арифметическая формула со свободной числовой переменной n и свобод-
ной множественной переменной X (которая также может содержать
дополнительные числовые и множественные переменные в качестве пара-
метров). Можно рассматривать θ как «арифметический оператор» Θ :
P (ω) → P (ω), определенный следующим образом: Θ(X) = {n ∈ ω|θ(n,X)}.
Пусть (A,≤A) - счётное вполне упорядоченное множество с наименьшим
элементом 0A.

Множество Y определено с помощью арифметической трансфинитной
рекурсии путем применения оператора Θ к множеству X вдоль ≤A (обо-
значается Y = Θ[A](X)), если выполняются следующие условия:

1. Y [0A] = X.
2. Если x ∈ A является последователем y ∈ A в ≤A, то Y [x] = Θ(Y [y]).
3. Если x ∈ A является предельным элементом в ≤A, то Y [x] = {〈y, n〉|y <A

x&n ∈ Y [y]}.

Определение 7. Система ATR0 состоит из аксиом (i) − (iii) системы
ACA0 и дополнительной аксиомы арифметической трансфинитной рекур-
сии:

(iv) для любой арифметической формулы θ(n,X), для любого счётного
вполне упорядоченного множества (A,≤A) и любого множества X суще-
ствует множество Y , определенное с помощью арифметической трансфи-
нитной рекурсии путем применения оператора Θ к X вдоль ≤A.

Принцип арифметической трансфинитной рекурсии был выбран не слу-
чайно, поскольку, как оказалось, он также является эквивалентным целой
группе теорем.

Теорема 8. (см. [42]) В системе аксиом RCA0 следующие теоремы экви-
валентны ATR0:

(Теорема о вполне упорядоченных множествах) Любые два счётных вполне
упорядоченных множеств являются сравнимыми.

(Теорема Ульма) Любые две счётные редуцированные абелевы p-группы,
которые имеют одинаковые инварианты Ульма, являются изоморфными.
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(Теорема о совершенном множестве) Любое несчётное замкнутое мно-
жество (или аналитическое множество) имеет совершенное подмноже-
ство.

(Принцип отделимости Лузина) Для любых двух непересекающихся ана-
литических множеств существует борелевское множество, отделяющее
одно от другого.

Системы RCA0,WKL0, ACA0, ATR0, Π1
1-CA0 (расположенные в этом по-

рядке от самой слабой к самой сильной) образуют так называемую «большую
пятерку» подсистем Z2.

Одним из наиболее красивых результатов обратной математики является
то, что значительное количество классических математических теорем оказы-
ваются эквивалентными одной из подсистем «большой пятерки». Тем самым
теоремы из различных разделов математики выстраиваются в строгую ма-
тематическую иерархию в соответствии с их внутренней логической силой.
При этом система RCA0 выступает в качестве «базовой теории», в рамках
которой доказываются эти эквивалентности.
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5. Исследования в рамках обратной математики

Помимо красивой и стройной иерархии, описанной в предыдущем разделе
и связывающей воедино далёкие друг от друга разделы математики, одним
из побочных результатов обратной математики была демонстрация того, что
программа Гильберта может быть частично реализована. В своей работе Тейт
[49] показал, что «финитная» математика в том смысле, как её подразумевал
Гильберт, охватывается формальной системой PRA (примитивно рекурсив-
ной арифметикой). Харви Фридман (см. [42]) показал, что WKL0 является
консервативным расширением PRA для всех Π0

2-формул, т.е. любая теорема,
сформулированная в языке первого порядка и доказуемая вWKL0, является
теоремой PRA. В частности, это относится ко всем результатам, описанным в
Теореме 7, что показывает возможность доказательства с помощью «финит-
ных» методов многих теорем алгебры, анализа, топологии и других разделов
математики. Таким образом, хотя Гёдель и показал невозможность реализа-
ции программы Гильберта в полном объёме, но тем не менее значительная
часть классической математики покоится на прочном «финитном» фунда-
менте.

Еще одним интересным наблюдением, полученным в рамках обратной ма-
тематики, является то, что каждая подсистема арифметики второго порядка
из «большой пятерки» соответствует одному из хорошо известных философ-
ских подходов к основаниям математики: RCA0 - конструктивизму Бишо-
па, WKL0 - финитному редукционизму Гильберта, ACA0 - предикативизму
Вейля и Фефермана, ATR0 - предикативному редукционизму Фридмана и
Симпсона, Π1

1-CA - непредикативности Фефермана. Также эти подсистемы
соответствует классическим принципам теории вычислимости: RCA0 - су-
ществованию вычислимых множеств и замкнутости относительно ≤T и ⊕,
WKL0 - теореме Джокуша-Соара о низком базисе, ACA0 - замкнутости от-
носительно Тьюрингова скачка, ATR0 - замкнутости относительно гипера-
рифметической сводимости, Π1

1-CA - замкнутости относительно гиперскачка
(см. [50]).

Впоследствии было доказано, что многие математические утверждения
всё-таки не эквивалентны ни одной из подсистем «большой пятёрки». В част-
ности очень многие комбинаторные принципы из теории Рамсея оказались
не эквивалентными ни этим подсистемам, ни друг другу. Такие утверждения
были также найдены в других разделах математики, в частности, теорема,
что любой бесконечный частичный порядок содержит бесконечную цепь или
бесконечную антицепь, теорема, что для любого множества A существует
функция f , которая является диагонально невычислимой относительно A,
т.е. ∀n(f(n) 6= ΦA

n (n)), и множество других теорем. Совокупность всех та-
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ких утверждений и запутанная система связей между ними была названа
«зоопарком обратной математики», ознакомиться с которым можно на об-
новляемом по мере появления новых доказательств сайте [51].

Кроме этого, формируются новые направления исследований - обратная
математика высшего порядка (в которой кроме числовых переменных и мно-
жественных переменных используется третий сорт переменных, подразуме-
ваемой интерпретацией которых являются множества множеств), конструк-
тивная обратная математика (основанная на интуиционистской логике), а
также строгая обратная математика (в которой не допускаются логические
аксиомы, а используются только строго математические аксиомы).

Исследования по «классической» обратной математике в настоящее время
интенсивно продолжаются, ознакомиться с ними можно в книгах [52], [53],
[54], [55]. Кроме этого, разделы, посвященные обратной математике, были
включены в учебники для студентов по теории вычислимости [56] и по мате-
матической логике [57].
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[29] K. Gödel, The Consistency of the Axiom of Choice and of the Generalized
Continuum-Hypothesis, Proceedings of the National Academy of Sciences of
the United States of Americ,a 24, 12 (1938), 556—557.

https://doi.org/10.1073/pnas.24.12.556

[30] P. J. Cohen, The independence of the continuum hypothesis, Proceedings of
the National Academy of Sciences of the United States of America, 50, 6
(1963), 1143–1148.

https://doi.org/10.1073/pnas.51.1.105

[31] H. Rubin, J. E. Rubin, Equivalents of the axiom of choice, II, Studies in
logic and the foundations of mathematics, 116, North-Holland, Amsterdam,
New York, and Oxford, 1985. https://www.elsevier.com/books/
equivalents-of-the-axiom-of-choice-ii/rubin/978-0-444-87708-6

[32] M. Zorn, A remark on method in transfinite algebra, Bulletin of the American
Mathematical Society, 41, 10 (1935), 667—670.

https://doi.org/10.1090/S0002-9904-1935-06166-X

[33] E. Zermelo, Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann,
Mathematische Annalen, 59 (1904), 514—516.

https://doi.org/10.1007/BF01445300

[34] A. Tarski, Sur quelques theorems qui equivalent a l’axiome du choix,
Fundamenta Mathematicae, 5 (1924), 147—154.

https://eudml.org/doc/213923
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