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ДУАЛЬНО ADS-МОДУЛИ И МАЛО ДУАЛЬНО ADS-МОДУЛИ
А.Н. Абызов1, Б.Т. Дат2

1 adel.abyzov@kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет, Кафедра алгебры и
математической логики
2 btdat@ctuet.edu.vn; Казанский (Приволжский) федеральный университет, Кафедра алгебры и ма-
тематической логики

Изучаются дуально ADS-модули и мало дуально ADS-модули. Понятие дуально ADS-
модуля двойственно понятию ADS-модуля, которое было изучено в последнее время в
ряде работ. Класс мало дуально ADS-модулей является расширением классов дуально
ADS-модулей и (мало) квазипроективных модулей. Двойственный аналог понятия
мало дуально ADS-модуля был изучен в недавней работе [1].В качестве приложений
полученных результатов изучено строение (мало) дуально ADS-абелевых групп.

Ключевые слова: ADS-модули, LADS-модули, мало квазипроективные модули

Согласно Фуксу [2, стр. 49] правый R-модуль M называется ADS-модулем, если
для каждого его разложения M = S ⊕T и для каждого дополнения по персечению
T ′ для S в M выполнено равенство M = S ⊕ T ′. В статье [3] доказано, что модуль
M является ADS-модулем в точности тогда, когда для каждого его разложения M =
M1⊕M2 модулиM1 иM2 взаимно инъективны. ADS-модули в последнее время были
изучены в работах [3]-[5]. Если для каждого разложенияM = A⊕B модуляM модули
A и B взаимно проективны, то M называется дуально ADS-модулем.

Теорема 1. Для правого R-модуля M следующие условия эквивалентны:
(1) M является дуально ADS-модулем;
(2) для каждого прямого слагаемого A модуля M и всякого подмодуля B модуля M ,

для которых выполнено равенство A +B = M , имеет место разложение M = B0 ⊕ A,
где B0 ≤ B ;

(3) для любого L ≤ M и любого идемпотентного эндоморфизма f модуля M/L,
если существует идемпотентный эндоморфизм e модуля M , для которого σ◦ e(M) =
f (M/L), то существует (идемпотентный) эндоморфизм f модуля M такой, что
σ◦ f = f ◦σ, где σ : M → M/L является естественным гомоморфизмом.

Теорема 2. Пусть R – совершенное справа кольцо и p : P → M – проективное
накрытие модуля M . Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) M является дуально ADS-модулем,
(2) для всякого разложения P = P1 ⊕ P2 модуля P , для которого p(P1) – прямое

слагаемое M , имеет место равенство M = p(P1)⊕p(P2).

Согласно [6] модуль M называется мало N-проективным, если для любого
подмодуля A модуля N каждый гомоморфизм f : M → N /A, у которого Im f ≪
N /A, можно поднять до гомоморфизма f ′ : M → N . Если M является мало M-
проективным, то M называется мало квазипроективным модулем. Правый R-
модуль M называется мало дуально ADS-модулем, если для каждого его разложения
M = A ⊕B , модули A и B взаимно мало проективны.

Теорема 3. Для правого R-модуля M следующие условия эквивалентны:
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(1) M является мало дуально ADS-модулем;
(2) для всякого разложения S⊕T = M модуля M , для которого (T ′+T )/T ′ ≪ M/T ′

для некоторого подмодуля T ′ модуля M , имеет место равенство M = T0 ⊕S, где T0 –
подмодуль модуля T ′;

(3) для любого L ≤ M и любого идемпотентного эндоморфизма f модуля M/L,
если существует идемпотентный эндоморфизм e модуля M такой, что σ ◦ e(M) =
f (M/L) и (1M/L − f )(M/L) ≤c (1M/L − f )(M/L)+σ◦ (1M −e)(M) в M/L, то существует
(идемпотентный) эндоморфизм f модуля M такой, что σ◦ f = f ◦σ, где σ : M → M/L
является естественным гомоморфизмом.

Теорема 4. Пусть R – совершенное справа кольцо и p : P → M – проективное
накрытие модуля M . Тогда следующие условия эквивалентны:

(1) M является мало дуально ADS-модулем;
(2) для всякого разложения P = P1⊕P2 модуля P , для которого выполнены условия

p(P1) ⊕ T = M и (p(P2) + T ) ∩ p(P1) ≪ p(P1), где T ≤ M , имеет место равенство
M = p(P1)⊕ p(P2).

Абелева группа A называется дуально ADS-абелевой группой, если она явля-
ется дуально ADS-модулем как Z-модуль. Аналогично определяется мало дуально
ADS-абелева группа.

Через P будем обозначать множество всех простых натуральных чисел.

Теорема 5. Следующие условия эквивалентны для периодической абелевой группы
A:

(1) A является дуально ADS-абелевой группой,
(2) A = ⊕p∈PAp , где для каждого простого числа p Ap – p-компонента A и при

этом либо Ap
∼= Zp∞, либо Ap

∼= ⊕IZpnp для некоторого фиксированного целого числа
np .

Теорема 6. Следующие условия эквивалентны для периодической абелевой группы
A:

(1) A является мало квазипроективной абелевой группой,
(2) A является мало дуально ADS-абелевой группой,
(3) A является абелевой группой со свойством подъема,
(4) A = ⊕p∈PAp , где для каждого простого числа p Ap – p-компонента A и при

этом либо Ap
∼=⊕IZp∞, либо Ap

∼= (⊕IZpnp )⊕ (⊕I ′Zpnp+1) для некоторого фиксирован-
ного целого числа np .

Работа Абызова А.Н. выполнена при финансовой поддержке РНФ и Кабинета
Министров Республики Татарстан в рамках научного проекта № 23-21-10086

Литература
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DUAL ADS MODULES AND SMALL DUAL ADS MODULES

A.N. Abyzov, B.T. Dat

We study the dual ADS-modules and the small dual ADS-modules. The concept of dual ADS-module
is the dualization of the concept of ADS-module, which has been recently studied in several works. The
class of small dual ADS-modules is the expanding of the class dual ADS-modules and the class (small)
quasi-projective modules. The dualization of the concept of small dual ADS-module was investigated
in recent paper [1].
Keywords: ADS modules, LADS modules, small self-projective modules

УДК 514.763

ПРОЕКТИВНЫЕ И АФФИННЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ В 5-МЕРНОМ h-ПРОСТРАНСТВЕ
H32,3

А.В. Аминова1, Д.Р. Хакимов2

1 asya.aminova@kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет
2 dzhamoliddink@mail.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

Получена классификация h-пространств H32,3 непостоянной кривизны по (негомоте-
тическим) алгебрам Ли инфинитезимальных проективных и аффинных преобразова-
ний.

Ключевые слова: дифференциальная геометрия, пятимерное псевдориманово
многообразие, h-пространство H32,3 типа {32}, системы дифференциальных урав-
нений с частными производными, негомотетическое проективное движение, урав-
нения Киллинга, проективная алгебра Ли

Проективное преобразование псевдориманова многообразия M n с проектив-
ной структурой Π сохраняет проективную структуру Π и переводит геодезические
линии снова в геодезические [1, 7].

Векторное поле X на n-мерном псевдоримановоммногообразии (M n , g ) с про-
ективной структурой Π называется инфинитезимальным проективным преобразо-
ванием, или проективным движением, если локальная однопараметрическая группа
локальных преобразований, порожденная этим полем в окрестности каждой точки
p ∈ M n состоит из (локальных) проективных преобразований, т. е. автоморфизмов
проективной структуры Π [1].

Бесконечно малое проективное преобразование xi ′ = xi +ξiδt является проек-
тивным движением в псевдоримановом многообразии (M , g ), если и только если
выполнено равенство

(LX gi j ),k = 2gi jϕ,k + gi kϕ, j + g j kϕ,i , (1)

где запятая означает ковариантное дифференцирование в (M n , g ), а ϕ — скаляр,
называемый определяющей функцией проективного движения.
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Проективное преобразование псевдориманова многообразия M n с проектив-
ной структурой Π сохраняет проективную структуру Π и переводит геодезические
линии снова в геодезические [1, 7].

Уравнение (1) можно записать в виде двух соотношений:

LX gi j ≡ ξi , j +ξ j ,i = hi j (2)

(обобщенное уравнение Киллинга) и

hi j ,k = 2gi jϕ,k + gi kϕ, j + g j kϕ,i (3)

(уравнение Эйзенхарта).
В работе [8] с помощью метода косонормального репера А. В. Аминовой опре-

делены пятимерные h-пространства H32 типа {32} и установлены необходимые и
достаточные условия существования проективного движения типа {32}.

Для получения максимальной проективной алгебры Ли в h-пространстве H32
необходимо найти общее решение уравнения Эйзенхарта в H32. Это было сделано в
статье [9], где установленынеобходимые и достаточные условия для существования
негомотетического проективного движения в пространстве H32.

Доказано, что общее решение уравнения Эйзенхарта в H32 имеет вид a1h +
2a2g , где a1, a2 — произвольные постоянные.

Как следствие показано, что если h-пространство типа {32} непостоянной кри-
визны допускает r -мерную негомотетическую проективную алгебру Ли Pr , то эта
алгебра содержит (r −1)-мерную гомотетическую подалгебру Hr−1. Аффинная по-
далгебра сводится к гомотетиям или изометриям.

В данном сообщении доказывается
Теорема. Если 5-мерное h-пространство H32,3 типа {32} непостоянной кривиз-

ны допускает негомотетическое проективное движение, то это пространство и дей-
ствующая в нем максимальная негомотетическая проективная алгебра Ли P опре-
деляются приведенными ниже формулами, где E

п
— неаффинное проективное дви-

жение, E
г
— неизометрическая инфинитезимальная гомотетия, E

и
— инфинитези-

мальная изометрия.

I Функция µ имеет вид:

µ= p

2(x5)2 (p = const ̸= 0).

Размерность проективной алгебры Ли dimP = 5.

Алгебра P натянута на проективное векторное поле

E
п 1 = x2∂1 +

(
x4x5 − p

2x5

)
∂4 − (x5)2∂5,

инфинитезимальную изометрию

E
и 2 = 2x1∂1 +x2∂2 +2x4∂4 −x5∂5

и три трансляции E
и 3 = ∂1; E

и 4 = ∂2; E
и 5 = ∂3.
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Структурные уравнения имеют вид:

[E2,E1] = E1, [E3,E2] = 2E3, [E4,E1] = E3, [E4,E2] = E4,

остальные коммутаторы равны нулю.

II. Функция µ задается равенством:

µ= p(t − s +x5)(x5)
t/s−2

(x5 + s)1−t/s (p, t , s −const; p, s ̸= 0).

Размерность проективной алгебры Ли dimP = 4. Базис в P состоит из (негомо-
тетического) проективного движения

E
п 1 =

(
(t −2s)x1 −x2

)
∂1 + (t − s)x2∂2 + t x3∂3+

(
(t −2s −x5)x4 −p(x5)

t/s−1
(x5 + s)2−t/s

)
∂4 +x5(x5 + s)∂5,

и трех трансляций E
и 2 = ∂1; E

и 3 = ∂2; E
и 4 = ∂3.

Структура алгебры Ли P задается уравнениями

[E2,E1] = (t −2s)E2, [E3,E1] = (t − s)E3, [E4,E1] = tE4,

остальные скобки Ли равны нулю.

Работа выполнена в рамках реализации Программы развития Научно-
образовательногоматематического центраПриволжскогофедерального округа (со-
глашение № 075-02-2023-944).
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PROJECTIVE AND AFFINE LIE ALGEBRAS IN THE 5-DIMENSIONAL h-SPACE H32,3

A.V. Aminova, D.R. Khakimov

A classification of h-spaces H32,3 of non-constant curvature with respect to (non-homothetic) Lie
algebras of infinitesimal projective and affine transformations is obtained.
Keywords: differential geometry, five-dimensional pseudo-Riemannianmanifold, h-spaceH32,3 of type {32},

systems of partial differential equations, non-homothetical projective motion, equations projective Lie
algebra

УДК 531.01

CАМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ЗАРЯДА В КРОТОВОЙ НОРЕ С
БЕСКОНЕЧНО КОРОТКОЙ ГОРЛОВИНОЙ

О. Асман1, А.А. Попов2

1 alsucuk@gmail.com; Казанский (Приволжский) федеральный универститет
2 apopov@kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный универститет

Вычислена сила самодействия электромагнитного заряда в пространстве-времени
кротовой норе с бесконечно короткой горловиной. Предполагается, что заряд явля-
ется источником электромагнитного поля, неминимально связанного с кривизной
пространства-времени.

Ключевые слова: эффект самодействия; кротовая нора

Покоящаяся заряженная частица в искривленном пространстве-времени по-
рождает поле, которое из-за кривизныпространства-времениинелокальной струк-
туры безмассового поля воздействует на саму частицу. Такая сила называется силой
самодействия [1]. Электромагнитные и гравитационные силы самодействия важ-
ны при описании движения двух тел с экстремальным соотношением масс этих тел
и при исследовании излучаемых ими гравитационных волн. В искривленных про-
странствах интенсивные исследования эффекта самодействия покоящегося заряда
проводились на фоне черных дыр, пространств топологических дефектов и крото-
вых нор.

Целью настоящей работы является анализ эффекта самодействия для заряда в
пространстве-времени кротовой норы с бесконечно короткой горловиной

d s2 =−d t 2 +dr 2 + (|r |+a)2 (
dθ2 + sin2θdϕ2) , (1)

где −∞ < r < ∞, θ ∈ [0,π], ϕ ∈ [0,2π), a > 0. Такая модель представляет собой два
пространства-времени Минковского в каждом из которых вырезан шар радиуса
a и склеенных по поверхности этих шаров. Как известно, такая модель хорошо
работает при описании эффектов на больших (по сравнению с длиной горловины)
расстояниях от горловины кротовой норы.

Предполагается также, что заряд является источником электромагнитного по-
ля, неминимально связанного с кривизной пространства-времени [7]

S =
∫

d 4x
p−g L = 1

16π

∫
d 4x

p−g
(
R −FmnF mn + χi kmnFi k Fmn

)
, (2)
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где g - детерминант метрического тензора gi k , R-скалярная кривизна
пространства-времени, величина

χi kmn ≡ q1R

2

(
g i m g kn−g i n g km

)
+q2

2

(
R i m g kn−R i n g km+Rkn g i m

−Rkm g i n
)
+q3R i kmn (3)

называется тензором восприимчивости,

Fi k =∇i Ak −∇k Ai =
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk
, (4)

есть тензор электромагнитного поля, R i n - тензор Риччи, R i kmn - тензор кривизны
и q1, q2, q3 произвольные параметры.

Вариация по потенциалу Ak действия (2) дает уравнения электромагнитного
поля

∇k H i k = 0, (5)

где H i k - тензор индукции, определяемый выражением

H i k ≡ F i k −χi kmnFmn . (6)

Если поле Ai (xk ) создаётся зарядом e, то уравнения (5) преобразуются к виду

∇k Hi k =−4π ji =−4πe
∫

ui (τ)δ(4)(xk , x̃k (τ))
dτp−g

, (7)

где ui - 4-скорость заряда и τ - его собственное время. Мировая линия заряда
задается функциями x̃k (τ). Для заряда в состоянии покоя ui (1,0,0,0) и векторный
потенциал Ai не зависит от времени, чтопозволяетиспользовать следующийанзац:
Ai = (At ,0,0,0).

Результат вычислений имеет вид

Ar en
t (r ) = e

2

∞∑
l=0

a2l+1
(
a2 −2l (l +1)(4q1 +q2)

)
(l +1)

(
a2 − l (4q1 +q2)

) (a + r )−2l−2. (8)

Потенциал самодействия и тетрадная составляющая (компонента) силы самодей-
ствия имеют вид

U sel f =−e

2
Ar en

t , (9)

F (r ) =−∂U sel f

∂r
=−e2

2

∞∑
l=0

a2l+1
(
a2 −2l (l +1)(4q1 +q2)

)
(
a2 − l (4q1 +q2)

) (a + r )−2l−3 (10)

В частном случае 4q1 +q2 = 0 результат (10) совпадает с рассмотренным ранее
в работе [8]

F (r ) =− q2a3

2r 3∗(r 2 −a2)
. (11)
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Рис. 1. График функции F (r ) для различных значений q = 4q1 +q2

a2 .
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SELF-ACTION OF ELECTROMAGNETIC CHARGE IN A WORMHOLE WITH AN INFINITELY
SHORT THROAT

O. Asman, A.A. Popov

The self-force of the electromagnetic charge in the space-time of a wormhole with an infinitely short
throat is calculated. It is assumed that the charge is a source of an electromagnetic field that is in
non-minimal connection with the curvature of space-time.
Keywords: self-force; wormhole

УДК 510.531

О СВОДИМОСТЯХ ДЛЯ ПОЗИТИВНЫХ ПРЕДПОРЯДКОВ
Н.А. Баженов1

1 bazhenov@math.nsc.ru; Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН

Приводится обзор недавних результатов о степенных структурах для позитивных
предпорядков относительно вычислимой сводимости и относительно примитивно
рекурсивной сводимости.

Ключевые слова: вычислимая сводимость, позитивный предпорядок, позитивная
эквивалентность, примитивно рекурсивная функция
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Пусть R и S —это бинарные отношения на множестве натуральных чиселω. Го-
ворят, что всюду определённая функция f (x) осуществляет сводимость отношения
R к отношению S, если для любых чисел x, y ∈ ω выполнено:

(x R y) ⇔ ( f (x) S f (y)).

В случае, когда функция f вычислима, говорят, что R вычислимо сводится к S
(обозначается через f : R ≤c S). Если f примитивно рекурсивна, то говорят, что R
примитивно рекурсивно сводится к S (обозначение: f : R ≤pr S).

Систематическое исследование вычислимой сводимости для позитивных (вы-
числимо перечислимых) отношений эквивалентности начато Ю.Л. Ершовым [1, 2].
В последние годы получены значительные продвижения в изучении различных
свойств структуры Ceers, содержащей все ≤c-степени позитивных эквивалентно-
стей. В частности, в работе [3] доказано, что элементарная теория T h(Ceers) рекур-
сивно изоморфна арифметике первого порядка.

В данном докладе приводится обзор недавних результатов о ≤c - и ≤pr - степе-
нях для позитивных предпорядков. В частности, планируется обсудить следующие
результаты.

Теорема 1 ([4]). Пусть Ceprs — это структура степеней всех позитивных пред-
порядков относительно вычислимой сводимости≤c . ЭлементарнаятеорияT h(Ceprs)
рекурсивно изоморфна арифметике первого порядка.

Теорема 2 ([5]). Пусть Peq — это структура ≤pr -степеней всех примитивно
рекурсивных эквивалентностей, имеющих бесконечно много классов. Структура Peq
есть плотная дистрибутивная решётка. При этом Peq не является ультраоднород-
ной структурой: в Peq существуют степени x и y, для которых соответствующие
главные идеалы не изоморфны.

Теорема 3 (Н.А. Баженов, А.М.Искаков, Б. С.Калмурзаев).Пусть Ceprspr —
это структура степеней всех позитивных предпорядков относительно примитив-
но рекурсивной сводимости ≤pr . Элементарная теория T h(Ceprspr) наследственно
неразрешима.

Работа выполнена при поддержке Математического Центра в Академгородке,
соглашение сМинистерством науки и высшего образования РоссийскойФедерации
№ 075-15-2022-281.
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ON REDUCIBILITIES FOR POSITIVE PREORDERS

N.A. Bazhenov

We give a survey of recent results on degree structures of positive preorders (with respect to computable
reducibility and with respect to primitive recursive reducibility).
Keywords: computable reducibility, positive preorder, positive equivalence, primitive recursive function
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Работа посвящена описанию и исследованию специального инструмента, графиче-
ски интерпретирующего вопросы унификации для неклассических логик – диаграм-
мам унификаторов. Получен ряд результатов в области исследования структурных
свойств корневых, максимальных и эквивалентных унификаторов.

Ключевые слова: суперинтуиционистские логики, унификация, корневой унифи-
катор, эквивалентность, диаграмма унификаторов

Внастоящее время актуальной задачей в области неклассических логик являет-
ся теория унификации, где главный вопрос формулируется, как возможность пре-
образованияформулы к доказуемой путёмприменения некоторой специальной за-
мены переменных. Однако, существующие методы доказательства унифицируемо-
сти и построения подходящих подстановок (унификаторов) не представляют собой
эффективных и наглядных процедур.

Определение. Формула ϕ(p1, . . . , pn) называется унифицируемой в логике L ,
если существует подстановка σ : pi 7→ σi ∀pi такая, что σ(ϕ) = ϕ(σ1, . . . ,σn) ∈ L .
В этом случае, подстановка σ называется унификатором формулы ϕ.

Определение.Унификаторσформулыϕ(p1, . . . , ps) называется более общим чем
другой σ1 для формулы ϕ в L (σ1 ⪯ σ), если существует подстановка σ2 такая, что
для любой переменной pi ∈ V ar (ϕ):σ1(pi ) ≡ σ2(σ(pi )) ∈ L .

Определение. Корневым назовём унификатор g u, полученный путём подста-
новки констант вместо переменных: g u : pi 7→ {⊥,⊤}, ∀pi ∈ V ar (ϕ).

Определение. Унификатор σ формулы ϕ(p1, . . . , ps) называется максимальным,
если для любого другого σi : σ ⪯ σi только когда σ = σi или σ ≡ σi .

Известно, что множество унификаторов произвольной формулы квазиупоря-
дочено отношением «более общий» [1]. В 2019 году С.И. Башмаковым была пред-
ложена интерпретация данного множества в виде диаграммы с особыми свойства-
ми [2]. В продолжение этих исследований мы рассмотрим свойства предложенных
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структур, сегменты эквивалентности и построения диаграмм для конкретных уни-
фицируемых формул в предтабличных расширениях интуиционистской логики.

Работа выполнена при финансовой поддержке Красноярского математическо-
го центра, финансируемого Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2023-936)

Литература

1. БашмаковС.И. Структурные вопросы дерева унификаторов // Тезисы докладов Международной
конференции "Мальцевские чтения“ – 2019. – C. 50–55.

2. Gilardi S. Best solving modsl equations // Annals of Pure and Applied Logic – 2000. –1 02(3). – P. 183–198.

STRUCTURAL QUESTIONS OF A UNIFIER DIAGRAM

S.I. Bashmakov, E.V. Brylyakova

The work is devoted to the description and study of a special tool that graphically interprets unification
questions for non-classical logics – unifier diagrams. A number of results have been obtained in the
field of studying the structural properties of ground, maximal and equivalent unifiers.
Keywords: superintuitionistic logics, unification, ground unifier, equivalence, unifier diagram
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Доклад посвящён обзору подходов к семантическому моделированию агентов во вре-
менных логиках знания.

Ключевые слова: семантика Крипке, временные логики, многоагентные системы

Временные логики представляют собой активно развивающуюся уже на протя-
жении практически полувека область, в которой всё столь же актуальным остаётся
вопрос построения дедуктивных систем, моделирующих свойства времени и изме-
няющейся в этом процессе информации, [1]. Отдельным важным разделом можно
выделить многоагентные системы, в которых субъекты взаимодействия, имея раз-
личную природу и задачи, тем не менее имеют единые признаки: все они имеют
ограниченный доступ к базе знаний и определённым образом трансформируются
с течением времени.

Доклад посвящён обзору полученных авторами результатов в области семан-
тического моделирования агентов во временных логиках знания — с ветвлениями
(CTLK, [2]) и без (LT K .sl , [3, 4]).
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RELATIONAL APPROACHES TO MODELING INTERACTION AGENTS IN TEMPORAL LOGICS

S.I. Bashmakov, T.Yu. Zvereva, K.A. Smelykh

The report is devoted to the review of approaches to the semantic modeling of agents in temporal logics
of knowledge.
Keywords: Kripke semantics, temporal logic, multi-agent systems
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ПРИЛОЖЕНИЕ УСТОЙЧИВЫХ ГОМОЛОГИЙ В АНАЛИЗЕ ДАННЫХ
Т.А. Беликова1

1 tabelikova@stud.kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

В данной работе рассмотрено применение топологического анализа данных, а именно
элементов теории устойчивых гомологий. Исследование проводилось на облаке точек,
на котором было отслежено формирование 0 – мерных дыр.

Ключевые слова: топологический анализ данных, устойчивые гомологии, сим-
плекс, диаграмма устойчивости

Задачи анализа данных в настоящее время являются наиболее востребованны-
ми. Извлечение полезной информации из многомерных, зачастую, зашумленных
наборов данных является сложной задачей. Ситуация усугубляется не только
большим объёмом данных, но и требованиями к вычислительной мощности и
устойчивости получаемых результатов. Поэтому, не смотря на наличие различных
методов обработки, появляется необходимость в новых, в том числе оптимальных
подходов к анализу данных. Одним из таких подходов является топологиче-
ский анализ данных, который позволяет получать дополнительную информацию
о внутренней структуре исследуемых показателей. С перспективностью этого
направления связано много возможностей в области анализа данных сложной
структуры и решения различных практических задач.



Л.А. Бикбаева 19

В работе рассмотрены основы топологического анализа данных, а именно эле-
менты теории устойчивых гомологий. Гомология – это инвариант алгебраической
топологии, который отображает информацию о k–мерных дырах. Устойчивая го-
мология – это способ использования этого инварианта для отслеживания измене-
ний в топологическом пространстве [1]. Пусть симплициальный комплекс не явля-
ется статическим объектом, а имеет способность изменяться с течением времени.
Множество вершинбудет считатьсяфиксированным, а сами симплексымогут «рож-
даться» и «умирать». Чем дольше живёт симплекс, тем более он устойчив. Наличие
и количество устойчивых симплексов, история их «жизни» и «смерти» и описывают
структуру данных с точки зрения топологического подхода [2].

В качестве тестовой задачи было рассмотрено облако точек (множество вер-
шин симплекса) для которых была посчитана динамика изменения 0–мерных и
1–мерных дыр. Для удобства интерпретации полученная информация была пред-
ставлена в виде баркода. С целью автоматизации работы алгоритм был реализован
в виде программного кода, проведены численные исследования на модельных
облаках точек. В работе рассмотрены алгоритмы построения диаграммы устой-
чивых гомологий для отслеживания «смерти» точек, в результате программной
реализации отслежено формирование 0 – мерных дыр.
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APPLICATION OF PERSISTENT HOMOLOGY IN DATA ANALYSIS

T.A. Belikova

This paper presents an application of topological data analysis, namely elements of the theory of
persistent homologies. The study was carried out on a point cloud on which the formation of 0 -
dimensional holes was traced.
Keywords: topology data analysis, persistent homology, simplex, stability diagram
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ЗНАКОМСТВО УЧАЩИХСЯ ОБЩЕОБРАЗОВАТЕЛЬНЫХ ШКОЛ С НАЧАЛЬНЫМИ
СВЕДЕНИЯМИ ПО ТОПОЛОГИИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПРОГРАММНОГО
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Вшкольном курсе геометрии изучаются различные геометрические объекты и их свой-
ства, но такой раздел геометрии, как топология, в большинстве общеобразователь-
ных школ даётся поверхностно на уровне определения понятия «топология» и знаком-
ства с бутылкой Клейна или лентой Мёбиуса. Иногда это подогревает интерес уча-
щихся к углублённому изучению данных поверхностей, но они оказываются сложны для
понимания и школьники забрасывают это дело. Облегчить «введение» в науку пред-
лагается с использованием программного обеспечения «Blender» на уроках внеурочной
деятельности или при работе в профильных классах.

Ключевые слова: топология, математическое моделирование, Blender, математи-
ка, преподавание, средняя школа

Прежде чем приступить к моделированию топологических фигур, следует по-
святить несколько уроков теоретическим сведениям о них (вводный курс про топо-
логию, её свойства, примеры односторонних поверхностей, решение простейших
задач) и о программном обеспечении «Blender» (установка программы, знакомство
с интерфейсом и видами представления объектов, рендеринг, изучение методов
создания 3D-моделей). После того как учащиеся освоили начальные сведения по
топологии и «Blender», стоит перейти к моделированию топологических объектов.
Можно начать с ленты Мёбиуса – её построение не займёт много времени.

В «Blender» имеются такие фигуры, как куб, сфера, цилиндр и конус, но нет
других объектов, например, стола. Сложные объекты можно создать по-разному,
один из способов - изменение mesh-объектов. Для этого существует множество
инструментов, однимиз которых является инструмент «Extrude» - экструдирование
(в переводе с англ. – выдавливать). Он позволяет пользователям изменять mesh-
объекты в режиме редактирования, создавая копии вершин, рёбер и граней, а затем
перемещая их, а также изменения размеров (если это ребра или грани). Инструмент
«Extrude» активируется: 1) с помощью клавиши Е или 2) на панели Mesh Tools
есть специальная одноимённая кнопка. Чтобы экструдировать (выдавить) объект,
сначала выделяем нужный нам элемент (вершина, ребро грань), после этого только
нажимаем Е.

При задании «В программе «Blender» создать ленту Мёбиуса методом экстру-
дирования» может получиться примерно такой объект (Рис. 1):

Рис. 1. Лента Мёбиуса в программе «Blender»
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При желании учащиеся могут изменить материал объекта и его цвет. Для за-
крепления изученного материала педагог может попросить изменить какую-либо
деталь или спросить, что будет, если поменять тот или иной параметр; учащемуся
при защите задания следует дать определение ленты Мёбиуса.
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INTRODUCING STUDENTS OF SECONDARY SCHOOLS TO BASIC INFORMATION ON
TOPOLOGY USING BLENDER SOFTWARE

L.A. Bikbaeva

In a school geometry course, various geometric objects and their properties are studied, but such a
section of geometry as topology, in most secondary schools, is given superficially at the level of defining
the definition of “topology” and becoming familiar with the Klein bottle or Mobius strip. Sometimes
this fuels students’ interest in an in-depth study of these surfaces, but they turn out to be difficult to
understand and students abandon this matter. It is proposed to facilitate the “introduction” to science
by using the Blender software during extracurricular activities or when working in specialized classes.
Keywords: topology, mathematics modeling, Blender, mathematics, teaching, high school
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В работе исследуется эффект самодействия покоящегося заряда в пространстве-
времени двумерного конуса. Предполагается, что заряд является источником элек-
тромагнитного поля.

Ключевые слова: самодействие, электромагнитное поле, покоящийся заряд

Покоящаяся заряженная частица в искривленном пространстве-времени по-
рождает поле, которое из-за кривизныпространства-времениинелокальной струк-
туры безмассового поля воздействует на саму частицу. Такая сила называется силой
самодействия [1]. Аналогичная ситуация имеет место и в случае гравитационно-
го заряда [2, 3, 4]. Электромагнитные и гравитационные силы самодействия важ-
ны при описании движения двух тел с экстремальным соотношением масс этих тел
и при исследовании излучаемых ими гравитационных волн [5, 6]. В искривленных
пространствах интенсивные исследования эффекта самодействия покоящегося за-
ряда проводились на фоне черных дыр, пространств топологических дефектов и
кротовых нор.
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Целью настоящей работы является анализ эффекта самодействия покоящего-
ся заряда в пространстве-времени двумерного конуса. Предполагается, что заряд
является источником электромагнитного поля.

В этой работе мы используем следующие определения тензора кривизны
RD

ABC = ∂CΓ
D
AB −∂BΓ

D
AC +ΓD

ECΓ
E
B A −ΓD

EBΓ
E
AC и тензора Римана RM N = RF

MF N . Система
единиц выбрана так, что c = G = 1.

Сила самодействия

Рассмотрим пространство-время двумерного конуса

d s2 =−d t 2 +dr 2 +µ2r 2dϕ2, (1)

где 0 < r <∞, ϕ ∈ [0,2π), µ= const≤ 1.
Электромагнитное поле описывается тензором

Fi k =∇i Ak −∇k Ai =
∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk
, (2)

где Ak (t ,r,ϕ) - потенциал электромагнитного поля.
Если поле Ai (xk ) создаётся зарядом q, то уравнения Максвелла имеют вид

∇k∇k Ai = g l k∇l∇k Ai =−4π ji =−4πq
∫

ui (τ)δ(3)(xk , x̃k (τ))
dτp−g

, (3)

где ui - 4-скорость заряда и τ - его собственное время. Мировая линия заряда
задается функциями x̃k (τ). Для заряда в состоянии покоя ui (1,0,0) и векторный
потенциал Ai не зависит от времени, чтопозволяетиспользовать следующийанзац:
Ai = (At ,0,0). Калибровка Лоренца в этом случае тождественно выполняется и
система уравнений (3) сводится к одному уравнению для At :

∂2 At

∂r 2 + 1

r

∂At

∂r
+ 1

µ2r 2

∂2 At

∂ϕ2 = 4πq
δ(2)(r,ϕ; r̃ ,ϕ̃)

µr
. (4)

Поскольку рассматриваемая задача цилиндрически симметрична, потенциал удоб-

но разложить по собственным функциям оператора ∂2

∂ϕ2

At (x, x̃) = 4πq
∞∑

n=−∞
ei n(ϕ−ϕ̃)gn(r, r̃ ). (5)

Так как,

δ(ϕ; ϕ̃) =
∞∑

n=−∞
ei n(ϕ−ϕ̃), (6)

радиальная часть, gn(r ; r̃ ), удовлетворяет уравнению

∂2gn

∂r 2 + 1

r

∂gn

∂r
− n2

µ2r 2 gn = δ(r ; r̃ )

µr
. (7)



М.Ш. Бутаев 23

g−n(r, r̃ ) = gn(r, r̃ ) , так как уравнение, определяющее gn не изменяется при замене
n на −n. Используя это преобразуем At (x, x̃).

At (x, x̃) = 4πq
∞∑

n=−∞
ei n(ϕ−ϕ̃)gn(r, r̃ )

= 4πq

(
g0(r, r̃ )+

−1∑
n=−∞

ei n(ϕ−ϕ̃)gn(r, r̃ )+
∞∑

n=1
ei n(ϕ−ϕ̃)gn(r, r̃ )

)

= 4πq

(
g0(r, r̃ )+

∞∑
n=1

e−i n(ϕ−ϕ̃)gn(r, r̃ )+
∞∑

n=1
ei n(ϕ−ϕ̃)gn(r, r̃ )

)

= 4πq

(
g0(r, r̃ )+2

∞∑
n=1

cos
(
n(ϕ− ϕ̃)

)
gn(r, r̃ )

)
. (8)

Решение уравнения (7) представим в следующем виде

gl (r ; r̃ ) = θ(r − r̃ )ψ1(r )ψ2(r̃ )+θ(r̃ − r )ψ1(r̃ )ψ2(r ), (9)

где θ - cтупенчатая функция, а функции ψ1(r ) и ψ2 (r ) - два линейно независимых
решения однородного уравнения, соответствующего уравнению (7)

1

r

∂ψ(r )

∂r
+ ∂2ψ(r )

∂2r
− n2ψ(r )

r 2µ2 = 0. (10)

Функция ψ1(r ) падает при r →∞ и ψ2(r ) регулярна в нуле

ψ1(r1) >ψ1(r2) при r1 < r2, lim
r→0

ψ2(r ) = const (11)

Интегрируя уравнение (7) по r получим условие нормализации Вронского:

W (ψ1(r );ψ2(r )) =ψ′
1(r )ψ2(r )−ψ′

2(r )ψ1(r ) = 1

µr
(12)

Независимыми решениями уравнения (10) будут при n ̸= 0:

φ1 = r−n/µ и φ2 = r n/µ, n ̸= 0, (13)

а при n=0:

φ1 = 1, φ2 = ln(r ). (14)

Тогда функции ψ1 и ψ2, удовлетворяющие граничным условиям (11) можно запи-
сать в виде при n ̸= 0

ψ1(r ) =C1 φ1(r ) =C1r−n
µ ,

ψ2(r ) =C2 φ2(r ) =C2r
n
µ , n ̸= 0, (15)

и при n = 0

ψ1(r ) =C3φ2(r ) =C3 ln(r ),

ψ2(r ) =C4φ1(r ) =C4, n = 0. (16)
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Подставляя эти выражения в (12), получим

−2C1C2
n

µr
= 1

µr
,⇒C1C2 =− 1

2n
, n ̸= 0. (17)

C3C4

r
= 1

µr
⇒C3C4 = 1

µ
, n = 0. (18)

Подставляя сначала выражения (15) и (16) в (9) ,учитывая соотношения (17) и (18) ,
при r > r̃ получим:

g0(r, r̃ ) = ln(r )

µ
, gn(r, r̃ ) = r−n

µ r̃
n
µ

n
(19)

Подставляя уравнения (19) в (8) получим:

At (x, x̃) = 4πq

(
g0(r, r̃ )+2

∞∑
n=1

cos
(
n(ϕ− ϕ̃)

)
gn(r, r̃ )

)

= 4πq

(
ln(r )

µ
−

∞∑
n=1

cos
(
n(ϕ− ϕ̃)

)r−n
µ r̃

n
µ

n

)
. (20)

После суммирования в этом выражении по n, получим

At (x, x̃) = 4πq

(
ln(r )

µ
− 1

2
ln

[
1−2r−1/µ r̃ 1/µcos(ϕ− ϕ̃)+ r−2/µ r̃ 2/µ

])
. (21)

Это выражение расходится при x̃ −→ x, и должно быть перенормировано.

Перенормировка и результат

Процедура определения силы самодействия требует перенормировки потен-
циала At (x; x̃), который расходится в переделе x → x̃ (см., например, работы [7, 8]).

Перенормировка достигается вычетанием из At (x; x̃) контрчлена Девитта-
Швингера ADS(x; x̃), а затем взятием предела x → x̃

Ar en(x) = lim
x̃→x

(At (x; x̃)− ADS(x; x̃)) . (22)

Для покоящегося заряда в статическом искривленном пространстве-времени
контрчлен Девитта-Швингера ADS(x; x̃), который необходимо вычесть, имеет вид
(21) при µ = 1

ADS(x, x̃) = 4πq

(
ln(r )− 1

2
ln

[
1−2

r̃

r
cos(ϕ− ϕ̃)+ r̃ 2

r 2

])
. (23)

Таким образом, перенормированное выражение для потенциала заряда на конусе
имеет вид

Ar en(r ) = 4πq

(
1

µ
−1

)
ln(r ). (24)
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Потенциал самодействия и сила самодействия имеют вид

U sel f =−q

2
Ar en

t =−2πq2
(

1

µ
−1

)
ln(r ), (25)

F (r ) =−∂U sel f

∂r
= 2πq2

(
1

µ
−1

)
1

r
. (26)

Заключение

В работе найдено поле двумерного статического заряда в пространстве конуса.
Также найдена сила, с которой такой заряд действует на себя.
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SELF-ACTION OF A CHARGE IN THE SPACE OF A CONE
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This work investigates the effect of self-interaction of a charge at rest in the space-time of a two-
dimensional cone. It is assumed that the charge is the source of the electromagnetic field.
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Представлен подход к вычислению сумм некоторых типов двойных числовых рядов.
Они выражаются через известные специальные функции, такие как функция Бесселя.
Данный подход основан на использовании формулы для результанта многочлена (или
целой функции с конечным числом нулей) и целой функции, полученной А.М. Кытмано-
вым и Е.К. Мышкиной ранее.

Ключевые слова: сумма двойного числового ряда, результант, целая функция

1. Введение

Одним из методов исключения неизвестных служит построение результанта
двух целых функций. Хорошо известен классический результант Сильвестра для
двух многочленов иметод исключения неизвестных, на нем основанный. Для неал-
гебраических функций такое понятие не было изучено ранее. Лишь в последние го-
да в работах (см., например, [4]) обсуждается один подход к нахождению результан-
та двух целых функций, основанный на рекуррентных формулах Ньютона.

Данный подход к вычислению сумм двойных числовых рядов существенно от-
личается от способа, основанного на использовании вычетных интегралов, связан-
ных с системой уравнений. Актуальность данной задачи определяется тем, что в
прикладных задачах, например, в уравнениях химической кинетики, возникают
функции и системы уравнений, состоящие из экспоненциальныхмногочленов. При
получении соотношений для сумм двойных числовых рядов мы будем опираться на
формулу для результанта из работы [3].

2. Классический результант Сильвестра и его обобщения

Напомним, что для данных многочленов{
f (x) =α0xn +α1xn−1 +α2xn−2 + . . .+αn−1x +αn ,

g (x) =β0xs +β1xs−1 +β2xs−2 + . . .+βs−1x +βs

классический результант R
(

f , g
)
может быть определен различными способами с

использованием

a) определителя Сильвестра;

b) формулы для произведения;

c) способа Безу-Кэли (название метода условное, помимо Безу и Кэли в его разра-
ботке принимали участие Эйлер, Коши и Эрмит; см., например, [1]).

В ряде работ различными авторами были предложены обобщения понятия
результанта для аналитических функций в кольце матричнозначных функций. В
работе [3] приведено конструктивное построение результанта двух целых функций
на комплексной плоскости. Итоговаяформула для результанта содержит степенные
суммы корней, которые можно вычислить по формулам Ньютона, не прибегая к
нахождению самих нулей.
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3. Результант многочлена и целой функции

Напомним классические рекуррентные формулы Ньютона для многочленов.
Они связывают между собой коэффициенты многочлена и степенные суммы его
корней.

Пусть
P (z) = zm + c1zm−1 + . . .+ cm−1z + cm .

Обозначим через z1, z2, . . . , zm его корни (среди них могут быть и кратные).
Определим степенную сумму корней

Sk = zk
1 + . . .+ zk

m , k ∈N, S0 = m.

Степенные суммы Sk и коэффициенты c j связаны между собой классическими
рекуррентными формулами Ньютона:

S j +
j−1∑
i=1

S j−i ci + j c j = 0, 1 ≤ j ≤ m,

S j +
m∑

i=1
S j−i ci = 0, j > m.

Рассмотрим систему уравнений, состоящую из квадратного многочлена f (z) и
многочлена n-й степени g (z){

f (z) = a0 +a1z + z2,

g (z) = b0 +b1z +b2z2 + . . .+bn zn .
(1)

Используя определение результанта в виде формулы произведения, получаем сле-
дующий результат.

Теорема 1 ([3]). Результант R
(

f , g
)
системы многочленов вида (1) вычисляется

по формуле

R
(

f , g
)= n∑

k=0
b2

k ak
0 +

n−1∑
t=0

n∑
s=t+1

bt bs at
0Ss−t , (2)

где степенные суммы S j корней многочлена f (z) определяются рекуррентными фор-
мулами Ньютона.

Осуществив в (2) предельный переход по n, получаем утверждение о резуль-
танте относительно целой функции и многочлена (или целой функции с конечным
числом нулей).

Теорема 2 ([3]). Пусть g (z) – целая функция на комплексной плоскости C вида

g (z) = b0 +b1z +b2z2 + . . .+bn zn + . . . ,

а f (z) – многочлен вида (1). Тогда результантом R
(

f , g
)
является выражение

R
(

f , g
)= ∞∑

k=0
b2

k ak
0 +

∞∑
t=0

∞∑
s=t+1

bt bs at
0Ss−t ,

где ряды в правой части абсолютно сходятся.
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4. Основной результат

Данные методы приводят к вычислению сумм некоторых двойных числовых
рядов, ранее отсутствовавших в известных справочниках. Существенным момен-
том в получении данных соотношений служит тот факт, что коэффициент a0 в раз-
ложении (1) функции f (z) отличен от нуля.

Рассмотрим систему уравнений{
f (z) = (z −1)(z +4) = z2 +3z −4,

g (z) = ez −1 = z + z2

2! + . . .+ zn

n! + . . . .

Вычисляя результант R
(

f , g
)
, используя теорему 2 с одной стороны, и используя

определение результанта в виде формулы для произведения с другой стороны,
получим соотношение:

∞∑
k=0

(
1

k !

)2

(−4)k −1+
∞∑

t=1

∞∑
s=t+1

(
1

t !

)(
1

s!

)
(−4)t Ss−t =

(
e1 −1

)(
e−4 −1

)
.

Минус единица в последнем соотношении обусловлена тем, что b0 = 0. Здесь

Ss−t = zs−t
1 + zs−t

2 = 1s−t + (−4)s−t = 1+ (−4)s−t .

Таким образом,

∞∑
k=0

(−1)k 22k

(k !)2 −1+
∞∑

t=1

∞∑
s=t+1

(−4)t + (−4)s

t ! s!
= 1−e +e−3 −e−4.

При этомпервая сумма является [2, формула 5.2.10.1] известной специальнойфунк-
цией. Это функция Бесселя 1-го рода, а именно J0 (4). Следовательно, мыможем вы-
разить сумму двойного числового ряда следующим образом:

∞∑
t=1

∞∑
s=t+1

(−4)t + (−4)s

t ! s!
= 2−e +e−3 −e−4 − J0 (4) .

Литература

1. КалининаЕ. К., УтешевА.Ю. Теория исключения: учебное пособие // Санкт-Петербургский государ-
ственный университет. – Санкт-Петербург: Изд-во НИИ химии СПбГУ, 2002. – 72 с.

2. ПрудниковА.П., БрычковЮ.А., МаричевО.И. Интегралы и ряды. Элементарные функции. – М.:
Наука, Гл. ред. физ.-мат. лит., 1981. – 800 с.

3. KytmanovA.M., Myshkina E. K. On Some Approach for Finding the Resultant of Two Entire Functions //
Journal of Siberian Federal University. Mathematics & Physics. – 2019. – Vol. 12, – no. 4. – P. 434–438.

4. KytmanovA.M., NaprienkoYa.M. An approach to define the resultant of two entire functions // Journal
Complex Variables and Elliptic Equations. – 2017. – Vol. 62, – no. 2. – P. 269–286.

ON ONE APPROACH TO FINDING THE SUMS OF DOUBLE NUMERICAL SERIES

A.S. Bushkova

An approach to calculating the sums of some types of double numerical series is presented. They are
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expressed in terms of known special functions such as the Bessel function. This approach is based on
using the formula for the resultant of a polynomial (or an entire function with a finite number of zeros)
and an entire function obtained earlier by A.M. Kytmanov and E.K. Myshkina.
Keywords: sum of a double number series, resultant, entire function
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В работе рассмотрена задача стабилизации динамической системы с использованием
бионической системы управления. Примером динамической системы являлся двумер-
ная модель с двумя парами мышц антагонистов. Для контроля активации мышц ис-
пользовалась бионическая система управления.

Ключевые слова: динамическая система, бионическая система управления, ней-
ронная сеть, тонус мышцы

1. Введение

В настоящее время широкую популярность набирают разнообразные направ-
ления, использующие искусственный интеллект, где одним из самых перспектив-
ных направлений считаются спайковые нейронные сети [1] - [4].

В данной работе представлен способ реализации управления динамической
системой [5, 6] с использованием модели нейронной сети. Работа выполнена в
пакете прикладных программ для моделирования динамических систем –MATLAB
SIMULINK.

Целью данной работы является создание системы управления динамической
системой на основе модели нейронной сети с обратной связью.

2. Материалы и методы решения

Моделирование динамической системы производилось численным методом
на основе библиотеки OpenSim. В библиотеки модель представляется в виде струк-
туры, состоящей из совокупности различных множеств элементов, представляю-
щих физическую систему.

Рассмотрим подробнее модели мышц в библиотеке OpenSim. Для того, чтобы
задать мышцу необходимо указать её название, указать точки крепления к телам и
соответствующие модели свойства мышцы. В работе использовалась модель мыш-
цы Милларда [7].

В работе была рассмотрена двумерная модель, состоящая из двух ног и головы.
Ноги соединены с головой через одноподвижную вращательную кинематическую
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пару. К каждой ноге прикреплена пара мышц антагонистов: бицепс и трицепс. Со-
ответствующая активация мышц поворачивает ногу по или против часовой стрел-
ки. Для моделирования мышц использовалась биомеханическая модель Милларда.
Динамика поведения тел описывается уравнениями Лагранжа и решалась с помо-
щью библиотеки OpenSim.

Построение модели бионической системы управления осуществлено при по-
мощи библиотеки Simulink. Более подробная архитектура нейронной сети, описан-
ная в работе Рыбака [8, 9]. При таком подходе генератор с постоянной частотой от-
правляет возбуждающие сигналы на паттерн-генератор и ингибирует аналогичный
паттерн-генератор мышцы антагониста. В свою очередь паттерн-генератор через
интернейрон отправляет возбуждающий сигнал на мотонейрон, который в свою
очередь активизирует мышцу. Также паттерн-генератор ингибирует мотонейрон
мышцы антагониста. Мышца при активации ингибирует собственныймотонейрон.

В роли регулирующего элемента использовался двоичный сигнал, обозначен-
ный как паттерн, где 1 подразумевает необходимость активации мышцы, а 0 необ-
ходимость деактивации.

Используя среду программированияMatLab, на времени квантования генери-
руются паттерны для активации соответствующих мышц. После, на основании по-
лученных паттерн сигналов, с использованием библиотеки Simulink, описанная вы-
ше модель управления моделирует сигналы активации для мышц. Получив на вход
модель и файл со значениями величин активаторов, инструмент моделирования
движения на времени квантования строит симуляцию движения и записывает его
в файл. ЗатемMatLab считывает из полученного файла движения конечное состоя-
ние системы для генерации паттернов.

В работе была рассмотрена задача стабилизации агента на основе бионической
системы управления по описанной ранее методике. Было рассмотрено две страте-
гии стабилизации. Отдельно были рассмотрены разные времена квантования: 0.1с,
0.01с, 0.001с. Изменяя время квантования изменялось время реагирования системы
на изменения, т.е. менялось запаздывание системы.

Заключение
В работе была построена достоверная динамическая система, осуществлена

реализация между программами, осуществляющих управление и моделирование
динамической системы, Определены функциональные блоки и построена система
управления для регуляции мышц на основе нейронной сети, создана бионическая
система управления, а также было достигнуто стабильное положение на протяже-
нии определённого времени.

Таким образом, была создана система управления динамической системой, на
основе модели нейронной сети с обратной связью.
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DYNAMIC SYSTEM CONTROL BASED ON BIONIC CONTROL SYSTEM

P.S. Vanskov

The paper considers the problem of stabilizing a dynamic system using a bionic control system. An
example of a dynamic system was a two-dimensional model with two pairs of antagonist muscles. A
bionic control system was used to control muscle activation.
Keywords: dynamic system, bionical control system, neural network, muscle tone
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АКУСТИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ НА ГРАНИЦЕ РАЗДЕЛА МЕЖДУ
ВОДОНАСЫЩЕННЫМИ И ГИДРАТОНАСЫЩЕННЫМИ ПОРИСТЫМИ СРЕДАМИ

Э.В. Галиакбарова1, Г.Р. Каримова2

1 emi.galiakbar@yandex.ru; Институтмеханикиим. Р.Р.МавлютоваУфимскогофедеральногоисследо-
вательского центра Российской академии наук, Уфимский государственный нефтяной технический
университет
2 gulnazkar69@gmail.com; Институт механики им. Р.Р. Мавлютова Уфимского федерального исследо-
вательского центра Российской академии наук

Построены математические модели об отражении и преломлении акустической вол-
ны при косом падении, когда граница раздела представлена водой и песком, насыщен-
ным гидратом, а также распространение волн вертикальной и горизонтальной поля-
ризациимежду двумя насыщеннымипористыми средами.Показано влияние углов паде-
ния на модули коэффициентов отражения и прохождения. Установлены особенности
дисперсии скорости и глубин проникания для волн вертикальной и горизонтальной по-
ляризации на границе пористых сред.
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Ключевые слова: газогидрат, пористая среда, продольные и поперечные волны,
отражение и преломление акустической волны, волны горизонтальной поляриза-
ции

Одним из перспективных источников энергии углеводородного сырья являют-
ся природные газогидраты, которые образуются при высоких давлениях и низких
температурах, большая часть которых сосредоточена в водоемах мирового океана.
Поэтому построение математических моделей акустических волн на границе воды
и водонасыщенные, гидратонасыщенные породы; водонасыщенные породы и гид-
ратонасыщенные породы позволят более детально развивать теоретические осно-
вы освоения подобных залежей и определять масштабы таких пластов. Некоторые
особенности диагностики газогидратов и карта режимов разложения их в природ-
ных резервуарах рассмотрены в работах [1, 2].

Рассматривалась задача об отражении и прохождении волны при косом паде-
нии на границу раздела воды и песка, насыщенного водой или газогидратом [3].
Источник звука расположен вдали от границы раздела z = 0, где область воды ( f ),
сжимаема в акустическом приближении, а область песка (s) – упругое изотропное
тело (рис. 1). Фронт падающей волны расположен под углом θ É 90◦. Для каждой об-
ласти записаны уравнения потенциалов для падающей, отраженной, прошедшей
продольной и поперечной волн, вектора смещения частиц, компоненты тензоров
напряжения. На границе раздела приняты условия равенства скорости, смещений
в воде и песке и отсутствием касательных напряжений.

Основываясь на экспериментальные данные [4] значений скоростей продоль-
ных и поперечных волн получены зависимости углов преломления продольной и
поперечной волн от угла падения, где в водонасыщенном песке всегда будут про-
слеживаться прошедшая продольная и поперечные волны. Модули коэффициентов
отражения, прохождения продольной и поперечной волн при насыщенности S=0.2
с изменением угла падения для водонасыщенного песка под углом 90◦ волна будет
скользить по поверхности раздела, а в 50◦ волна проникает в слой; для гидратона-
сыщенного песка волна усиливается в слое в пределах толщины h, которая приоб-
ретает свойство волнового канала при критических углах падения 29◦, 48◦.

Для акустических волн горизонтальнойполяризациимежду слоемпеска, насы-
щенного водой (некоторой толщины h) и слоем песка, насыщенного газогидратом,
можно предложить идею диагностики донных газогидратных залежей согласно вы-
шеуказаннымособенностямпо глубине проникания таких волниих дисперсии ско-
рости [5].

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда№ 21-11-
00207, https://rscf.ru/project/21-11-00207/.
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Рис. 1. Распространение падающей, отражённой и проходящих волн на границу раздела
воды и песка, насыщенного флюидами (водой или газогидратом).
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ACOUSTIC WAVES AT THE INTERFACE BETWEEN WATER-SATURATED AND
HYDRATE-SATURATED POROUS MEDIA

E.V. Galiakbarova, G.R. Karimova

Mathematical models are constructed on the reflection and refraction of an acoustic wave in oblique
incidence, when the interface is represented by water and sand saturated with hydrate, as well as the
propagation of waves of vertical and horizontal polarization between two saturated porous media. The
influence of angles of incidence on themodules of reflection and transmission coefficients is shown. The
features of the dispersion of the velocity and penetration depths for vertical and horizontal polarization
waves at the boundary of porous media are established.
Keywords: gas hydrate, porous medium, longitudinal and transverse waves, reflection and refraction of
acoustic waves, horizontal polarization waves
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В статье обсуждаются вопросы формирования запросов к семантическим сетям
Wikidata и DBpedia, формирование запросов к реестру идентификаторов ROR. При-
веден сравнительный обзор сущностей семантических сетей и реестру идентифика-
торов. Обсуждены возможности доступа к семантическим ресурсам.

Ключевые слова: SPARQL-запросы, семантические сети, Wikidata, DBpedia, реест
идентификаторов ROR

Однимиз способов хранения и управления научным контентом являются циф-
ровые библиотеки. Их главной особенностью является набор метаданных, описы-
вающий основную информацию, которая находится в научных документах. При
формировании набора метаданных цифровой библиотеки необходимо дополнять
информацию, отсутствующую в статьях. В части документов архивных цифровых
коллекций необходимо с нуля генерировать новые метаданные для документов. Их
можно получать как из текста документов, так и из внешних источников. Одним из
типов метаданных, которые нуждаются в пополнении, являются аффилиации ав-
торов. Основные требования к аффилиациям авторов в научных документах при-
ведены в [1].

Источниками дополнительных метаданных аффилиаций авторов могут яв-
ляться семантические сети и сервисы и агрегаторы метаданных. В этой работе бу-
дут рассмотрены такие семантические сети как Wikidata (wikidata.org) и DBpedia
(dbpedia.org), а также реестр идентификаторов ROR (ror.org).

При формировании запросов к семантическим сетям используется язык
SPARQL. Реестры идентификаторов и агрегаторы используют разработанные API-
приложения. Рассмотрим приведенные выше источники метаданных. Так, одной
из основных особенностейWikidata является то, что источником размеченных дан-
ных является Wikipedia. Каждый вид данных, например, наименование организа-
ции, представлены буквенно-цифровым кодом. На сайте проекта есть внутренний
поиск, а также есть онлайн-сервис SPARQL-запросов. В свою очередь, источником
метаданных в DBpedia являются другие семантические сети. Сайт DBpedia не обла-
дает сервисами поиска, а также запросы кDBpedia могут быть осуществлены только
с помощью сторонних сервисов и точки доступа к семантических сетям.

В случае реестра идентификаторов ROR в качестве автоматического источника
получения информации является REST API. Одна из главных особенностей REST
API – это поисковой движок, который позволяет находить по названию научной
организации ее профиль.

Таблица 1: Cущности Wikidata, DBpedia, ROR.
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Описание Wikidata DBpedia ROR
Наименования P1448, dbo:formerName, name, aliases
организации label dbp:formerNames,

dbp:name, rdfs:label,
foaf:name

Наименования организации P1705 dbp:nativeName label
на нативном языке
Короткие наименования P1813 - acronyms
Страна P17 dbo:country, dbp:country country
Адрес P131 dbo:city, dbo:state, addresses, state,

P159 dbp:address, dbp:city, geonames_city,
dbp:state city

Официальный web-сайт P856 dbp:website, links
foaf:homepage

Внешние ссылки P1365 dbo:wikiPageExternalLink wikipedia_url,
links

Другие идентификаторы P214, dbo:wikiPageID, external_ids,
P1662, owl:sameAs FundRef, OrgRef,
P213 Wikidata, ISNI,

Подробнее основные методы обращения к Wikidata приведены в [2]. Методы
получения метаданных из ROR приведены в [3]. Дальнейшая работа включает в
себя формирование комплекса связанных запросов в семантические сети Wikidata
и DBpedia и реестр идентификаторов ROR для решения задачи по дополнению
метаданных цифровых коллекций, дополнение цифровых коллекций цифровой
библиотеки Lobachevskii-DML.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект № 21-11-00105).
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ENHANCING DIGITAL COLLECTIONS DOCUMENT METADATA FROM EXTERNAL SOURCES

P.O. Gafurova

The article discusses the issues of generating queries to the semantic networks Wikidata and DBpedia,
and generating queries to the ROR identifier registry. A comparative overview of the entities of semantic
networks and the registry of identifiers is provided. The possibilities of accessing semantic resources
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are discussed.
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ТЕОРЕМА РАВНОСХОДИМОСТИ ДЛЯ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА С ИНВОЛЮЦИЕЙ НА
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В работе установлена равносходимость рядов Фурье по собственным и присоединен-
нымфункциямфункционально-дифференциального оператора с инволюцией, содержа-
щего потенциалы, и функционально-дифференциального оператора с инволюцией без
потенциалов, заданных на простейшем графе из двух ребер с циклом.

Ключевые слова: функционально-дифференциальный оператор, инволюция, ре-
зольвента, краевая задача

Будем рассматривать простейший геометрический граф Γ = {
γ1,γ2

}
, состоя-

щий из двух ребер: ребро γ1 образует цикл-петлю, а γ2 примыкает к нему. Ребра
графа параметризованы отрезком [0,1]. Оператор на графе Γ задается, как опера-
тор в пространстве вектор-функцией y(x) = (y1(x), y2(x))T (T — знак транспониро-
вания). В [1] получена теорема равносходимости с тригонометрическим рядом Фу-
рье для функционально-дифференциального оператора с инволюцией, заданного
на таком графе:

Ly =
(
α1y ′

1(x)+β1y ′
1(1−x)+p11(x)y1(x)+p12(x)y1(1−x)

α2y ′
2(x)+β2y ′

2(1−x)+p21(x)y2(x)+p22(x)y2(1−x)

)
,

y1(0) = y1(1) = y2(0). (1)

Для исследования других спектральных свойств, а также интегральных и интегро-
дифференциальных операторов удобнее использовать технику, опирающуюся на
равносходимость с рядом для некоторого простейшего оператора. Здесь будет уста-
новлена равносходимость рядов Фурье по собственным и присоединенным функ-
циям оператора L и невозмущенного оператора

L0y =
(
α1y ′

1(x)+β1y ′
1(1−x)

α2y ′
2(x)+β2y ′

2(1−x)

)
, y1(0) = y1(1) = y2(0).

Всюду считаем, чтоαk ,βk —комплексные числа,β2
k−α2

k ̸= 0,βk ̸= 0, k = 1,2, x ∈ [0,1],
pi , j ∈C 1[0,1]. Краевые условия (1)—это условия непрерывности во внутреннем узле
Γ.

Используется метод контурного интегрирования резольвенты оператора (см.
[1]).

1. Пусть y(x) = (Rλ f )(x), где Rλ = (L −λE)−1 — резольвента оператора L (здесь
E — единичный оператор, λ— спектральный параметр), f (x) = ( f1(x), f2(x))T . Тогда
y(x) удовлетворяет системе
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αk y ′
k (x)+βk y ′

k (1−x)+pk1(x)yk (x)+pk2(x)yk (1−x) =λyk (x)+ fk (x)

(k = 1,2) и краевым условиям (1).
Приведем некоторыефакты из [1], или аналогично устанавливаемые. Получен-

ная краевая задача связана c краевой задачей в пространстве вектор-функций раз-
мерности 4:

Qz ′(x)+P (x)z(x) =λz(x)+F (x) (2)

M0z(0)+M1z(1) = 0, (3)

гдеQ = diag(Q1,Q2), P (x) = diag(P1(x),P2(x)),Qk (x) =
(
αk −βk
βk −αk

)
,

Pk (x) =
(

pk1(x) pk2(x)
pk2(1−x) pk1(1−x)

)
, k = 1,2, F (x) = ( f1(x), f1(1 − x), f2(x), f2(1 − x))T ,

M0, M1 — квадратные матрицы размерности 4, причем (M0)11 = (M0)31 =−(M0)12 =
−(M0)33 = 1, (M1)21 = (M1)42 =−(M1)22 =−(M1)44 = 1, остальные элементы
(Mk )i j = 0.

Задача (2)—(3) приводится к виду

w ′(x)−µD̃w(x) = m(x), (4)

U1(w) = M0λw(0)+M1λw(1) = 0, (5)

где m(x) = (m1(x),m2(x),m3(x),m4(x))T , mi (x) ∈ L[0,1], D̃ = diag(1,−1,d ,−d),
d =

√
d1/d2, µ= iλ/

√
d1, dk =β2

k −α2
k , k = 1,2, M0λ = M0B H(0,λ), M1λ = M1B H(1,λ),

B = diag(B1,B2), Bk =
(

1 bk
bk 1

)
, bk = β−1

k [i
√

dk + αk ], H(x,λ) = H0(x) + λ−1H1(x),

H0(x) = diag(H01(x), H02(x)), где H01 = diag(h1(x),h2(x)), H02 = diag(h3(x),h4(x)),

hi (x) = exp
{
−∫ x

0 p̃i i (t )d t
}
и p̃i i (x) — диагональные элементы матрицы P̃ (x), а

H1(x) = diag(H11(x), H12(x)), где H1k (k = 1,2) — кодиагональная матрица, являюща-
яся единственным решением матричного уравнения

H ′
0k (x)+ P̃k (x)H0k (x)+ (H1k (x)Dk −Dk H1k (x)) = 0,

P̃ (x) = diag(P̃1(x), P̃2(x)), P̃k (x) = B−1
k Q−1

k Pk (x)Bk , Dk = diag(i
√

dk ,−i
√

dk ).

Лемма 1. Если µ таково, что матрица ∆1(µ) = U1(V (x,µ)), где V (x,µ) =
diag

(
eµ(x−1),e−µx ,eµd(x−1),e−µd x

)
, обратима, то краевая задача (4)–(5) однозначно

разрешима при любой m(x) с компонентами из L[0,1], и ее решение w(x) = w(x,µ)
имеет вид:

w(x,µ) = R1µm(x) =−V (x,µ)∆−1
1 (µ)U1(gµm)+ gµm(x),

где gµm(x) = ∫ 1
0 g (x, t ,µ)m(t )d t , U1(gµm) = ∫ 1

0 U1x(g (x, t ,µ))m(t )d t ,
(U1x означает, чтоU1 применяется к g по переменной x),
g (x, t ,µ) = diag(g1(x, t ,µ), g2(x, t ,µ), g3(x, t ,µ), g4(x, t ,µ)),
gk (x, t ,µ) = ε(x, t )eµωk (x−t ), если Reµωk ≤ 0,
gk (x, t ,µ) =−ε(x, t )eµωk (x−t ), если Reµωk ≥ 0, (k = 1,4),
ω1 = 1, ω2 =−1, ω3 = d , ω4 =−d , ε(x, t ) = 1, если x ≥ t , ε(x, t ) = 0, если x ≤ t .
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Рассмотрим также невозмущенную краевую задачу

w ′(x)−µD̃w(x) = m(x), (6)

U0(w) = M̃0w(0)+ M̃1w(1) = 0, (7)

где M̃0 = M0B H0(0), M̃1 = M1B H0(1), решение которой имеет вид

w(x,µ) = R0µm(x) =−V (x,µ)∆−1
0 (µ)U0(gµm)+ gµm(x),

где U0(gµm) = ∫ 1
0 U0x(g (x, t ,µ))m(t )d t , (U0x означает, что U0 применяется к g по

переменной x), gµm(x), V (x,µ) имеют вид как в Лемме 1.
Непосредственно вычисляя∆0(µ), получим, что корни det∆0(µ) есть числа µk =

kπi + 1
2

∫ 1
0 (p̃11(t )− p̃22(t ))d t , где p̃11(t ), p̃22(t ) — диагональные элементы матрицы

P̃1(x) и µk = − lnb2
d + iπk

d + 1
2

∫ 1
0 (p̃33(t )− p̃44(t ))d t , где p̃33(t ), p̃44(t ) — диагональные

элементы матрицы P̃2(x). Удаляя из комплексной µ-плоскости эти корни с круго-
выми окрестностями одного и того же радиуса δ, получим область Sδ, в которой
справедливы оценки для решения задач (4—5) и (6)—(7):

∥R0µm∥∞ =O (∥m∥1) , ∥R0µϕ∥∞ =O
(
µ−1) , ∥R1µm∥∞ =O (∥m∥1) , ∥R1µϕ∥∞ =O

(
µ−1) ,

∥R1µm −R0µm∥∞ =O
(
µ−1∥m∥1

)
, ∥R1µϕ−R0µϕ∥∞ =O

(
µ−2) ,

где ϕ(x)— вектор-функция, компоненты которой— функции ограниченной вариа-
ции,m(x)— вектор-функция с компонентами из L[0,1], ∥·∥∞ (∥·∥1) — норма в про-
странстве L∞ (L[0,1]).

2. Обозначим через R̃0λ резольвенту оператора D−1w ′,U0(w) = 0.
Лемма 2. Для любых функций f1(x) ∈ L[0,1], f2(x) ∈ L[0,1] имеет место соот-

ношение:
lim

r→∞

∥∥∥∫
|λ|=r

[
R̃λF −B H0(x)R̃0λ(H−1

0 B−1F )
]

dλ
∥∥∥
∞
= 0.

Обозначим Ωr (m) = ∫
|λ|=r

[
Q(x)R0µm −R0µ(Q(x)m)

]
dλ, где

Q(x) = diag(q1(x), q1(1−x), q2(x), q2(1−x)), q1(x), q2(x) удовлетворяют условию Лип-
шица порядка 1 и q1(0) = q1(1) = q2(0) = 1.

Лемма 3. Имеет место оценка:∥∥∥∫
|λ|=r

[
Q(x)gµm(x)− gµ(Q(x)m(x))

]
dλ

∥∥∥
∞
=O (∥m∥1) .

Лемма 4. Если Reµ ≥ 0, d > 0 то имеет место соотношение:

Q(x)V (x,µ)∆−1
0 (µ)U0(gµm)−V (x,µ)∆−1

0 (µ)U0(gµ(Q(x)m)) =(
(b1 −1)(J11 + J12), (b1 −1)(J21 + J22),

(b1 −1)(J31 + J32)+ J33 + J34, (b1 −1)(J41 + J42)+ J43 + J44

)T
,

где
∫

|µ|=r1Reµ≥0
Jkl (x,µ)dµ = O(∥m∥1), k = 1,4, l = 1,4.
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При иных знаках Reµ и d получаются аналогичные оценки.
Из лемм 3, 4 также, как в [2] доказывается следующая теорема:
Теорема. Пусть β2

k ̸=α2
k , βk ̸= 0, k = 1,2. Тогда для любой функции

f (x) = ( f1(x), f2(x))T имеет место соотношение:

lim
r→∞∥Sr ( f , x)−S0

r ( f , x)∥∞ = 0,

где Sr ( f , x) (S0
r ( f , x)) — частичная сумма ряда Фурье функции f (x) по собственным и

присоединенным функциям оператора L (L0), включающая слагаемые, соответству-
ющие собственным значениям λk (λ0

k ), для которых |λk | < r (|λ0
k | < r ).
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THE EQUICONVERGENCE THEOREM FOR FUNCTIONAL-DIFFERENTIAL OPERATOR WITH
INVOLUTION ON A GRAPH

E.I. Grigorieva

The equiconvergence of Fourier series in eigen- and associated functions of functional-differential
operators with involution containing potentials and without potentials is established. The operators
are defined on the simplest graph of two edges with a cycle.
Keywords: functional-differential operator, involution, resolvent, boundary value problem
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Рассматриваются конформные отображения произвольных неограниченных двусвяз-
ных многоугольных областей. Выводится новый вариант интегрального представле-
ние для функции, отображающей конформно концентрическое кольцо на неограничен-
ную двусвязную многоугольную область.

Ключевые слова: двусвязные многоугольные области, конформные отображения,
интеграл Кристоффеля–Шварца, акцессорные параметры
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Рассмотрим конформное отображение w = G (τ) кольца A = {τ : q < |τ| < 1} на
двусвязную многоугольную область D, содержащую внутри себя бесконечно уда-
лённую точку, и следовательно, являющуюся внешностью двух вне друг друга ле-
жащих многоугольников. Обозначим границу одного из многоугольников через Γ1
с вершинами в точках w1,i1, 1 ≤ i1 ≤ n1, а границу второго через Γ2 с вершинами
в точках w2,i2, 1 ≤ i2 ≤ n2. Далее обозначим через α1,i1π и α2,i2π внутренние углы
области D при соответствующих вершинах w1,i1 и w2,i2.

С помощьюэкспоненциального отображения τ(z) = ei z , мыможемрассмотреть
отображение F (z) = G (ei z) из горизонтальной полосы {0 < Imz < ln q−1} на D.
Очевидно, что в этой полосе функция F является 2π-периодической функцией.
Тогда функция F (z) осуществляет конформное отображение прямоугольника Π =
[0,2π] × (0, ln q−1) с отождествлёнными вертикальными сторонами на D. Будем
искать интегральное представление этого отображения, используя эллиптические
функции Вейерштрасса с периодами ω1 = 2π и ω2 = 2i ln q−1.

Теорема. Функция F , отображающая кольцо A = {τ : q < |τ| < 1} на двусвязную
неограниченную многоугольную область D, имеет вид

F (z) =C1

z∫
0

exp{c ξ}
n1∏

i1=1
σα1,i1−1(ξ− z1,i1)

n2∏
i2=1

σα2,i2−1(ξ− z2,i2)×

×(
σ(ξ− z0)σ(ξ− z̄0)

)−2 dξ+C2 , (1)

где z = −i lnτ. Точки z1,i1 и z2,i2 – это прообразы вершин области D, константа c
имеет вид

c = η1

ω1

[ n1∑
i1=1

(α1,i1 −1) z1,i1 +
n2∑

i2=1
(α2,i2 −1) x2,i2

]
+2η1 +η2 ,

а C1 ̸= 0 и C2 — это некоторые комплексные константы.

Интегральное представление конформного отображения можно записать ис-
пользуя тета-функции Якоби.

Следствие. Описанное в теореме конформное отображениеF имеет вид

F (z) =C ′
1

z∫
0

exp
{
(2η1 − i )ξ

} n1∏
i1=1

ϑ
α1,i1−1
1

(
ξ− z1,i1

ω1

) n2∏
i2=1

ϑ
α2,i2−1
1

(
ξ− z2,i2

ω1

)
dξ+C2 . (2)

Отметим, что поскольку тета-функции представляются быстро сходящимися
рядами, формула (2) более удобна для численной реализации конформного отоб-
ражения, чем (1).

Отметим, что интегральные представление для функции, отображающей кон-
формно концентрическое кольцо на двусвязные многоугольные области были по-
лучены ранее Н.И. Ахиезером [1] и Г.М. Голузиным [2].



И.В. Еремин, К.А. Поташев 41

Литература

1. Ахиезер, Н.И. Элементы теории эллиптических функций // М.: Наука, 1970. – 303 с.

2. Голузин, Г. Конформное отображение односвязных и многосвязных областей // М.: ОНТИ, 1937. –
126 с.

ON CONFORMAL MAPPINGS OF UNBOUNDED DOUBLY CONNECTED POLYGONAL REGIONS

A.Yu. Dyutin

Conformal mappings of arbitrary unbounded doubly connected polygonal domains are considered. A
new version of the integral representation is derived for a function mapping a conformally concentric
annulus onto an unbounded doubly connected polygonal domain.
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УЧЁТ НЕСОВЕРШЕННЫХ ПО СТЕПЕНИ ВСКРЫТИЯ СКВАЖИН В МОДЕЛИ
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В данной работе решается задача определения дебита скважины, несовершенной по
степени вскрытия. Проверяется точность вычисления продуктивности несовершен-
ной скважины для нескольких инженерных формул. Рассматриваются примеры учёта
поправочных коэффициентов для решения двумерной задачи фильтрации для несколь-
ко вариантов заводнения.

Ключевые слова: нефтяной пласт, двумерные модели, учёт несовершенства сква-
жин, численное моделирование

Для упрощенного воспроизведенияфильтрационных потоков в нефтяномпла-
сте часто используются осреднённые по его высоте быстродействующие двумерные
гидродинамические модели. Однако при осреднении возникают определённые по-
грешности, связанные с вертикальной неоднородностью пласта, неполным вскры-
тием его скважинами и, вообще говоря, их невертикальностью. Проблема, связан-
ная с наклонными и горизонтальными скважинами в данном исследовании пока
не рассматривается. Основной сложностью является учет несовершенства скважи-
ны по степени вскрытия пласта при построении двумерной модели. Простейшим
способом такого учета является применение одной из множества инженерныхфор-
мул (Н.К.Гиринского, Й.А.Козени, И.Г.Чарного и т.п.). Однако эти формулы являют-
ся упрощением, и справедливы в ограниченном диапазоне условий. Целью насто-
ящей работы является разработка быстрого инструмента для высокоточного вы-
числения относительной продуктивности вертикальной скважины при указанном
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наборе интервалов перфорации в условиях с заданной геологической неоднород-
ностью в призабойной зоне скважины. Полученный таким образом коэффициент
продуктивности необходим при построении решения задачи фильтрации в осред-
ненной по высоте модели пласта.

Расчётной зоной задачи является область пласта в форме кругового цилиндра
вокруг скважины. В силу симметрии области от трёхмерной постановки можно пе-
рейти к двумерной осесимметричной (рис. 1). Разработан алгоритм расчёта дебита
несовершенной скважины, который реализован в виде отдельного расчётного мо-
дуля, выполняющего решение стационарной задачи фильтрации методом конеч-
ных объёмов в двумерной постановке.

Рис. 1. Переход от трёхмерной постановки к двумерной.

Математическаяпостановка задачив безразмерныхпеременныхимеет вид [1]:

divυ= 0, υ=−k∇p,

где υ−это скорость фильтрации, k−проницаемость, p−давление. На правой и ле-
вой границе области задаётся постоянное давление равное 0 и 1 соответственно, на
верхней и нижней границах - условие непротекания. Путём дополнительных иссле-
дований было получено, что расстояние от скважины до правой границы области
можно брать равным половине высоты пласта (рис. 2). На графике показано мини-
мальное расстояние от скважины, на котором, при текущем вскрытии, достигается
погрешность среднеквадратичного отклонения давление от среднего давления ме-
нее указанного процента (E=1%).

Для вычисления дебита скважины использовалась формула [2]:

p =−
∫

W

k
∂p

∂n
dw,

гдеW −поверхность скважины, n−нормаль к поверхности скважины. Коэффициент
продуктивности J вычисляется как отношение дебита несовершенной скважины к
совершенной. Скин-фактор

S = ln
rc

r∗
c

,

где rc−фактический радиус скважины, r∗
c −приведённый радиус совершенной сква-

жины, дебит которой соответствует несовершенной.
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Рис. 2. Нахождение допустимого размера области.

Решена серия тестовых задач для сравнения точного решения (численного) с
оценками инженерных формул. Показано, что инженерные формулы дают прием-
лемую оценку продуктивности скважины только для однородного пласта (рис. 3.a).
В слоисто неоднородном пласте они становятся мало эффективны, так как неспо-
собны описать зависимость продуктивности от конкретного расположения интер-
валов вскрытия (рис. 3.b).

a b

Рис. 3. Зависимость продуктивности от величины вскрытия пласта. a) Отклонение инже-
нерных формул от численного решения в случае однородного пласта. b) Сравнение зави-
симости продуктивности скважины от вскрытия для однородного пласта и пласта с тремя
различными слоями проницаемости.

На рис. 4 продемонстрированы результаты учёта несовершенства скважин при
построении решения двумерной задачи фильтрации для нескольких вариантов
заводнения.
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a b

Рис. 4. Распределение насыщенности в пластах с несовершенными и совершенными
скважинамиприразных системах заводнения. a)Шахматная система заводнения. b)Рядная
система заводнения.

2. БасниевК., КочинаИ., МаксимовВ. Подземная гидромеханика. Учебник для вузов - - М.: Недра,
1993. – 416 c.

CONSIDERING THE PARTIALLY PENETRATED WELLS IN MODELS OF THICKNESS-AVERAGED
OIL RESERVOIR

I.V. Eremin, K.A. Potashev

The problem of determining the flow rate of a partially penetrated well is solved in this study.
The accuracy of calculating the productivity of the incomplete well is tested for several engineering
formulas. Furthermore, the application of the resulting correction coefficients for solving a two-
dimensional filtration problem for multiple watering scenarios is also considered.
Keywords: oil reservoir, two-dimensional models, accounting for well imperfections, numerical modeling.
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ИСЛЕДОВАНИЕ РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В.А. Киричек1
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С.П. Королева

В статье рассмотрена задача для гиперболического уравнения с интегральными усло-
виями второго рода, содержащими в качестве внеинтегральных членов значения иско-
мого решения на боковой границе. Нелокальные условиятакого вида порождаютзначи-
тельные трудности при исследовании разрешимости задачи. Однако эти трудности
преодолены и существование единственного решения поставленной задачи доказано.
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Основным инструментом для доказательства этого утверждения являются априор-
ные оценки в пространствах Соболева, получение которых стало возможным в резуль-
тате применения метода, разработанного для случая одномерного гиперболического
уравнения.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, нелокальная задача, интегральные
условия, обобщенное решение, пространства Соболева

Рассмотрим в области QT = (0, l )× (0,T ) уравнение

ut t − (a(x, t )ux)x + cu = f

и поставим следующую задачу: найти в области QT решение данного уравнения,
удовлетворяющее начальным данным

u(x,0) = 0, ut (x,0) = 0

и нелокальным условиям

u(0, t )+
l∫

0

K1ud x = 0, u(l , t )+
l∫

0

K2ud x = 0.

Нелокальные условия являются интегральными условиями 2 рода с внеите-
гральными слагаемыми, которые представляет собой следы функции на границе.
При исследовани подобных задач приемы, применяемые для обоснования разре-
шимости классических начально-краевых задач, оказываются неэффективными.
Выборметодаисследованиянелокальных задач зависит от видаинтегральных усло-
вий [1]. На данный момент существуют наиболее эффективные методы исследова-
ния нелокальных задач: метод вспомогательных задач и метод сведения к нагру-
женному уравнению с однородными граничными условиями [2].В работе рассмат-
ривается второй из этих методов. Для этого введем оператор

v(x, t ) = u(x, t )+
l∫

0

H(x,ξ)u(ξ, t )dξ,

где H(x,ξ) = 1
l ((l −x)K1(ξ)+xK2(ξ)). В результате подстановки введенного оператора

в исходной уравнение получим нагруженное уравнение относительно новой неиз-
вестной функции, которая удовлетворяет однородным граничным условиям. Для
исследования этой задачи применимы классические методы, с помощью которых в
работе доказаны единственность и существование решения задачи.
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INVESTIGATION OF SOLVABILITY OF NONLOCAL PROBLEM FOR HYPERBOLIC EQUATION

V.A. Kirichek

In this paper we consider a problem for hyperbolic equation with integral conditions of the second kind
containing as non-integral terms values of required solution on lateral boundary. Nonlocal conditions
of this kind generate significant difficulties in the study of the solvability of the problem. But these
difficulties were overcome and existence the only solution to the problem is proved. The main tool for
proving this statement is a priori estimates in Sobolev spaces, the obtaining of which became possible
as a result of applying the method developed for the case of a one-dimensional hyperbolic equation.
Keywords: hyperbolic equation, nonlocal problem, integral conditions, weak solution, Sobolev spaces

УДК 517.984

ФОРМУЛА ДЛЯ РЕЗОЛЬВЕНТЫ ОПЕРАТОРА ДИРАКА
А.В. Кондаурова1

1 kiseleva@math.vsu.ru; Воронежский государственный университет

В работе получена формула для резольвенты оператора

(Ly)(x) =
(
1 0
0 −1

)
y ′(x)+

(
0 q2(x)

−q1(x) 0

)
y(x), y(x) = (y1(x), y2(x))T

y1(0) = y1(1), y2(0) = y2(1).

Ключевые слова: оператор Дирака, резольвента, собственные значения, собствен-
ные функции, спектральная задача

Рассмотрим следующий оператор L, заданный в пространстве вектор-функций
y(x) = (y1(x), y2(x))T (T — знак транспонирования):

(Ly)(x) = B y ′(x)+Q(x)y(x),

y1(0) = y1(1), y2(0) = y2(1).

Здесь B =
(
1 0
0 −1

)
, Q(x) =

(
0 q2(x)

−q1(x) 0

)
, q j (x) ∈ C [0,1], все функции ком-

плекснозначные. Считаем, что оператор действует в пространстве непрерывно-
дифференцируемых вектор-функций, удовлетворяющих заданному краевому усло-
вию. Соответствующая спектральная задача приводит к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений, которую называют системой Дирака(см., напри-
мер, [1–3]). Данные краевые условия называют периодическими.

Вопросы сходимости разложений по собственными присоединеннымфункци-
ям (далее с.п.ф.) для различных дифференциальных операторов имеют много при-
ложений, в частности, в исследовании смешанных задач методом Фурье. При этом
приQ(x) ̸≡ 0 большую трудность представляет получение асимптотик для собствен-
ных значений и с.п.ф. Так в [1] найдены уточненные асимптотические формулы для
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собственных значений и собственных функций оператора, заданного тем же диф-
ференциальным выражением, но с краевыми условиями типа Дирихле. Случай пе-
риодических краевых условий существенно труднее. В этом случае в [2] также по-
лучены уточненные асимптотические формулы для собственных значений (здесь
возможен кратный спектр), но нет необходимых для различных вопросов асимпто-
тик для с.п.ф. Исследование спектральных свойств и использование их в приложе-
ниях возможно с применением проекторов Рисса (см. [2]) и резольвентного подхо-
да, основанного на представлении частичной суммы ряда по с.п.ф. оператора через
контурные интегралы от его резольвенты [4].

В данной работе получено необходимое в дальнейших исследованиях пред-
ставление резольвенты оператора L.

1. Сначала приведем результат из [2].
Пусть y(x) = (Rλ f )(x), где Rλ = (L−λE)−1 — резольвента оператора L (здесь E —

единичный оператор, λ— спектральный параметр), f (x) = ( f1(x), f2(x))T . Тогда y(x)
удовлетворяет системе

B y ′(x)+Q(x)y(x) =λy(x)+ f (x), y(0) = y(1).

Имеет место формула:

Rλ f =−U (x,λ)∆−1(λ)Û (Gλ f̃ )+Gλ f̃ ,

гдеGλ f̃ =
1∫

0
U (x,λ)E0(x, t )U−1(t ,λ) f̃ (t )d t , E0(x, t ) = diag(−ε(t , x),ε(x, t )),

ε(x, t ) = 1 при t ≤ x, ε(x, t ) = 0 при t > x, f̃ (x) = ( f1(x),− f2(x))T ,
U (x,λ) = (E +o (1))eλDx , o(1) → 0 при |λ| →∞ равномерно по x ∈ [0,1].

Применение резольвентного подхода в методе Фурье для смешанной задачи,
приводящей к спектральной задаче для оператора L, требует иное представление
для резольвенты (см. [4]).

2.Используемдляфундаментальной системырешений уравненияДиракафор-
мулы типа операторов преобразования (см. [1, Леммы 1–3]):

z11(x) = 1+
x∫

0

e−2λξK11(x,ξ)dξ, z21(x) =
x∫

0

e2λξK21(x,ξ)dξ,

z12(x) =
x∫

0

e−2λξK12(x,ξ)dξ, z22(x) = 1+
x∫

0

e2λξK22(x,ξ)dξ.

где K11(x,ξ), K22(x,ξ) — некоторые непрерывные функции.
Теорема. Пусть y1 j (x) = eλx z1 j (x), y2 j (x) = e−λx z2 j (x), j = 1,2. Для резольвенты

Rλ имеет место формула:

Rλ f (x) = (Mλ f )(x)+Ωλ(x, f ), f = ( f1, f2)T .

Здесь (Mλ f )(x) =
x∫

0
M(x, t ,λ) f (t )d t , M(x, t ,λ) = (Mi j )i , j=1,2,

Mi 1 =
∣∣∣∣yi 1(x) yi 2(x)
y21(t ) y22(t )

∣∣∣∣, Mi 2 =
∣∣∣∣yi 1(x) yi 2(x)
y11(t ) y12(t )

∣∣∣∣, Ωλ(x, f ) = (Ω1(x,λ, f ),Ω2(x,λ, f ))T ,

Ωk (x,λ, f ) = υk1(x)[(y22, f1)+ (y12, f2)]+υk2(x)[(y21, f1)+ (y11, f2)],
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где
υ11(x) = y11(x)

∆
[y11(1)− y11(1)y22(1)+ y21(1)y12(1)]+ y12(x)

∆
y21(1),

υ12(x) =− y11(x)

∆
y12(1)− y12(x)

∆
[y22(1)− y11(1)y22(1)+ y12(1)y21(1)],

υ21(x) = y21(x)

∆
[y11(1)− y11(1)y22(1)+ y21(1)y12(1)]+ y22(x)

∆
y21(1),

υ22(x) =− y21(x)

∆
y12(1)− y22(x)

∆
[y22(1)− y11(1)y22(1)+ y12(1)y21(1)],

∆= (1− y11(1))(1− y22(1))− y12(1)y21(1), ( f , g ) =
1∫

0
f (x)g (x)d x.

Вектор-функция (Mλ f )(x) является целой по λ.
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THE FORMULA FOR THE RESOLVENT OF DIRAC OPERATOR

A.V. Kondaurova

In this paper a formula for the resolvent of the following operator

(Ly)(x) =
(
1 0
0 −1

)
y ′(x)+

(
0 q2(x)

−q1(x) 0

)
y(x), y(x) = (y1(x), y2(x))T

y1(0) = y1(1), y2(0) = y2(1)

is obtained.
Keywords: Dirac operator, resolvent, eigenvalues, eigenfunctions, spectral problem
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В работе исследуются вопросы регулярности множеств, полученных из регулярных
подмножеств натуральных чисел с помощью операций суммы, разности, произведе-
ния, деления, возведения степень, логарифма. Натуральные числа рассматриваются
в двоичной системе счисления.

Ключевые слова: регулярный язык, конечный автомат

В работе рассматриваются регулярные подмножества множества натуральных
чисел, то есть такие подмножества натуральных чисел, которые распознаются ко-
нечными автоматами ([1]). По аналогии с операциями на натуральных числах вво-
дятся арифметическиеоперациинаподмножествахнатуральныхчисел: сумма, раз-
ность, произведение, частное, возведение в степень, логарифм. В работе исследу-
ются вопросы регулярности множеств, которые получены из исходных регулярных
подмножеств натуральных чисел с помощью введенных операций.

В данной работе натуральные числа рассматриваются в двоичной системе
счисления. Таким образом, каждому натуральному числу взаимно-однозначно со-
ответствует слово в алфавите X = {0,1}, причем это слово или есть 0, или начинается
с единицы. Тогда каждому подмножеству множества натуральных чисел взаимно-
однозначно соответствует язык над алфавитом X , причем слова этого языка не мо-
гут начинаться с символа 0, за исключением одного слова – 0.

Далее, чтобы отличать слово от числа и словарные операции от числовых,
введем следующее соглашение: если p – слово над алфавитом X = {0,1}, то p – число
в двоичной системе счисления, соответствующее слову p.

Введем арифметические операции на языках, которые соответствуют подмно-
жествам натуральных чисел.

Сумма языков L1 ⊕L2 = {r | r = p + q , p ∈ L1, q ∈ L2}.
Разность языков L1 ⊖L2 = {r | r = p ⊖ q , p ∈ L1, q ∈ L2}, где

x ⊖ y =
{

x − y, x Ê y,

0, x < y.

Произведение языков L1 ⊙L2 = {r | r = p · q , p ∈ L1, q ∈ L2}.
Частное от деления языков L1 :○L2 = {r | r = [p : q], p ∈ L1, q ∈ L2}, где [x] – целая

часть числа x.
Возведение в степень aL = {r |r = ap , p ∈ L}, где a ∈ N.
Логарифм loga L = {r |r = [loga p], p ∈ L}, где a ∈ N.
В работе были получены следующие результаты:

Теорема 1. Если L1 и L2 регулярные языки, то языки L1 ⊕L2 и L1 ⊖L2 регулярны.

Теорема 2. Если L1 и L2 регулярные языки, причем один из них конечный, то языки
L1 ⊙ L2 и L1 :○L2 регулярны.

Для бесконечных регулярных языков результат, аналогичный теореме 2, не
верен.

Теорема 3. Язык L ⊙L, при L = {1n | n Ê 1}, нерегулярен.

Теорема 4. Язык L :○L, при L = {1n |n Ê 1}, нерегулярен.
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Операция возведения в степень и вычисление логарифма рассмотрены лишь
для основания 2, то есть в двоичной системе счисления — 10. Таким образом, рас-
смотрен лишь случай, когда основание степени и логарифма совпадает с основани-
ем системы счисления. В противном случае — вопрос остается открытым.

Теорема 5. Если L регулярен и {p | p ∈ L}—конечное объединение арифметических
прогрессий, то (10)L регулярен.

Теорема 6. Если L = {1n | n Ê 1}, то (10)L нерегулярен.

Теорема 7. Если L регулярен, то log(10) L регулярен.
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ARITHMETIC OPERATIONS ON REGULAR SUBSETS OF NATURAL NUMBERS

N.N. Korneeva, A.O. Stetsuk

The paper investigates the regularity of sets obtained from regular subsets of natural numbers by
means of sum, difference, product, division, degree, logarithm operations. The natural numbers are
considered in the binary number system.
Keywords: regular language, finite automaton
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КВАДРАТНОЙ ПОЛОГОЙ ОБОЛОЧКИ С ПРИСОЕДИНЁННЫМ ОСЦИЛЛЯТОРОМ

Д.М. Коростелева1
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Исследуется задача на собственные значения, моделирующая собственные вибрации
пологой оболочки с присоединённымосциллятором. Задача имеетнеубывающуюпосле-
довательность положительных конечнократных собственных значений с предельной
точкой на бесконечности. Последовательности собственных значений соответству-
ет полная ортонормированная система собственных векторов. Задача аппроксими-
руется новой схемойметода конечных элементов с эрмитовыми бикубическими конеч-
ными элементами на равномерной сетке. Построен эффективный алгоритм числен-
ной реализации применяемой сеточной схемы метода конечных элементов. Установ-
лены оценки погрешности приближённых собственных значений и собственных векто-
ров в зависимости от размера сетки.
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Рассмотрим задачу о собственных вибрациях защемлённой по границе одно-
родной изотропной пологой оболочки постоянной толщины квадратной формы с
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присоединённым осциллятором. Предположим, что проекция срединной поверх-
ности оболочки занимает плоскую квадратную областьюΩ= (0, l )×(0, l ) с границей
Γ, Ω = Ω∪Γ, и описывается соотношением x3 = f (x), x = (x1, x2) ∈ Ω, R−1

1 = −∂11 f ,
R−1

2 =−∂22 f . Пусть ρ и E – плотность и модуль Юнга материала оболочки, ν – коэф-
фициент Пуассона материала оболочки, r – толщина оболочки, D = r 3E/(12(1−ν2))
– цилиндрическая жёсткость материала оболочки, G = E/(2(1+ν)) – модуль сдвига
материала оболочки. Предположим, что в точке с координатой Å ∈Ω упруго присо-
единён груз массой M с коэффициентом упругости подвески K , M > 0, K > 0. Тогда
собственные вибрации механической системы оболочка-осциллятор моделируют-
ся задачей на собственные значения, состоящей в нахождении чисел λ, векторных
функций u(x) = (u1(x),u2(x),u3(x))⊤, x ∈Ω, чисел ξ, образующих ненулевой вектор
(u,ξ)⊤, для которых справедлива система уравнений:

Lu(x)−K (ξ−u3(Å))δ(x −Å)J =λρr u(x), x ∈Ω, (1)

K (ξ−u3(Å)) =λMξ, u(x) = 0, ∂nu3(x) = 0, x ∈ Γ, (2)

где L – дифференциальный оператор теории пологих оболочек [1, 2], ∂n – произ-
водная по внешней нормали к Γ, δ(x) – дельта-функция, сосредоточенная в точке
x = 0, J = (0,0,1)⊤.

Обозначим через L2(Ω), W 1
2 (Ω) иW 2

2 (Ω) вещественные гильбертовы простран-
ства Лебега и Соболева, снабжённые стандартными нормами:

|v |20 =
∫
Ω

(v(x))2 d x, ∥v∥2
1 =

1∑
i=0

|v |2i , ∥v∥2
2 =

2∑
i=0

|v |2i , |v |21 =
2∑

i=1
|∂i v |20, |v |22 =

2∑
i , j=1

|∂i j v |20,

где ∂i = ∂/∂xi , ∂i j = ∂i∂ j , i , j = 1,2. Через
◦

W 1
2 (Ω) обозначим пространство функций

v из W 1
2 (Ω), подчиняющихся краевому условию v(x) = 0, x ∈ Γ. Через

◦
W 2

2 (Ω)
обозначим пространство функций v изW 2

2 (Ω), подчиняющихся краевым условиям
v(x) = ∂n v(x) = 0, x ∈ Γ. Через W α

2 (Ω), α ∈ (0,4], обозначим пространство Соболева с
дробным показателем.

Пусть R есть вещественная числовая прямая. Зададим вещественное гиль-

бертово пространство V = ◦
W 1

2 (Ω)× ◦
W 1

2 (Ω)× ◦
W 2

2 (Ω) × R с нормой ∥u∥V =(|u1|21 +|u2|21 +|u3|22 +ξ2
)1/2 для u = (u,ξ)⊤ ∈ V , а также вещественное гильбертово

пространство H = (L2(Ω))3 ×R с нормой ∥u∥H = (|u1|20 +|u2|20 +|u3|20 +ξ2
)1/2 для u =

(u,ξ)⊤ ∈ H , u = (u1,u2,u3)⊤.
Предположим, что 0 < ν< 1/2, E , ρ, r, R1, R2, K и M – заданные положительные

постоянные. Обозначим D = r 3S/12, G = E/(2(1+ν)), S = E/(1−ν2), c11 = c22 = r S,
c12 = c21 = νr S, c33 = rG , c13 = c23 = 0, c31 = c32 = 0, c44 = c55 = D, c45 = c54 = νD,
c66 = r 3G/3, c46 = c56 = 0, c64 = c65 = 0,

C =
[

C11 C12
C21 C22

]
, C11 =

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 , C22 =
c44 c45 c46

c54 c55 c56
c64 c65 c66

 ,

(u, v) = u⊤v, F v = (F1v,F2v,F3v,F4v,F5v,F6v)⊤, F1v = ∂1v1+R−1
1 v3, F2v = ∂2v2+R−1

2 v3,
F3v = ∂2v1 + ∂1v2, F4v = −∂11v3, F5v = −∂22v3, F6v = −∂12v3. Здесь через C12 и C21
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обозначены квадратные матрицы размера три с нулевыми элементами. Зададим
билинейные формы a : V ×V → R и b : H ×H → R по формулам:

a(u, v) =
∫
Ω

(C Fu,F v)d x +K (ξ−u3(Å)(ζ− v3(Å)), b(u, v) = ρr
∫
Ω

(u, v)d x +Mξζ,

при u = (u,ξ)⊤, v = (v,ζ)⊤, u = (u1,u2,u3)⊤, v = (v1, v2, v3)⊤.
Для задачи (1), (2), сформулируем вариационную постановку, которая заклю-

чается в нахождении λ ∈ R, u ∈ V \ {0} из уравнения

a(u, v) =λb(u, v) (3)

для любого вектора v ∈ V.
Задача (3) имеет последовательность конечнократных собственных значе-

ний λk , k = 1,2, . . ., 0 < λ1 É λ2 É . . . É λk É . . . , λk →∞ при k →∞, и соответствую-
щую полную ортонормированную систему собственных векторов uk = (uk ,ξk )⊤ ∈V ,
k = 1,2, . . ., a(ui ,u j ) = λiδi j , b(ui ,u j ) = δi j , i , j = 1,2, . . . , δi j обозначает символ Кро-
некера.

На множестве Ω введём сетку узлов xi j = (xi , x j ), xi = i h, i , j = 0,1,2, . . . ,n, h =
l /n, с ячейками ei j = [xi−1, xi ]× [x j−1, x j ], i , j = 1,2, . . . ,n. Пусть Å = xn1n2 , 0 < n1 < n,
0 < n2 < n. Определимпространства эрмитовыхбикубических конечных элементов:

W1h = {vh : vh ∈ ◦
W 1

2 (Ω)∩C 1(Ω), vh|ei j ∈Q3(ei j ), i , j = 1,2, . . . ,n},

W2h = {vh : vh ∈ ◦
W 2

2 (Ω)∩C 1(Ω), vh|ei j ∈Q3(ei j ), i , j = 1,2, . . . ,n},

гдеQ3(e)–пространствомногочленов третьей степенипо каждому направлениюна
элементе e. Построим конечномерное гильбертово пространство Vh = W1h ×W1h ×
W2h ×R.

Конечно-элементная сеточная схема решения вариационной задачи (3) сво-
дится к нахождению λh ∈ R, uh ∈ Vh \ {0} из уравнения

a(uh , vh) =λhb(uh , vh) (4)

для любого вектора vh ∈ Vh .
Зададим базисные функции ϕi (x), x ∈ [0, l ], i = 0,1, . . . ,2n − 1, являющиеся ку-

бическими полиномами на каждом интервале [xi−1, xi ], i = 1,2, . . . ,n, удовлетворя-
ющими условиям: ϕ2i−1(x j ) = δi j , ϕ′

2i−1(x j ) = 0, i = 1,2, . . . ,n−1, ϕ2i (x j ) = 0, ϕ′
2i (x j ) =

δi j , i = 0,1, . . . ,n −1, ϕ2n−1(x j ) = 0, ϕ′
2n−1(x j ) = δn j , j = 0,1, . . . ,n.

Введём квадратные матрицы H pq , H
pq

,
←−
H pq ,

−→
H pq , с элементами

H
pq
j i =

l∫
0

ϕ
(p)
i (x)ϕ

(q)
j (x)d x, i , j = 1,2, . . . ,m,

H
pq
j i =

l∫
0

ϕ
(p)
i (x)ϕ

(q)
j (x)d x, i , j = 0,1, . . . ,m +1,
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←−
H

pq
j i =

l∫
0

ϕ
(p)
i (x)ϕ

(q)
j (x)d x, j = 1,2, . . . ,m, i = 0,1, . . . ,m +1,

−→
H

pq
j i =

l∫
0

ϕ
(p)
i (x)ϕ

(q)
j (x)d x, i = 1,2, . . . ,m, j = 0,1, . . . ,m +1,

при p, q = 0,1,2, m = 2(n − 1).
Определим блочные матрицы

A =


A11 A12 A13 A14
A21 A22 A23 A24
A31 A32 A33 A34
A41 A42 A43 A44

 , B =


B11 B12 B13 B14
B21 B22 B23 B24
B31 B32 B33 B34
B41 B42 B43 B44

 ,

с ненулевыми блоками

A11 = c11H
11 ⊗H

00 + c66H
00 ⊗H

11
, A12 = c12H

01 ⊗H
10 + c66H

10 ⊗H
01

,

A13 =αc11
−→
H 01 ⊗−→

H 00 +αc12
−→
H 01 ⊗−→

H 00, A21 = c11H
10 ⊗H

01 + c66H
01 ⊗H

10
,

A22 = c66H
11 ⊗H

00 + c22H
00 ⊗H

11
, A23 =αc12

−→
H 00 ⊗−→

H 01 +αc22
−→
H 00 ⊗−→

H 01,

A31 =αc11
←−
H 10 ⊗←−

H 00 +αc12
←−
H 10 ⊗←−

H 00, A32 =αc22
←−
H 00 ⊗←−

H 10 +αc12
←−
H 00 ⊗←−

H 10,

A33 = D(H 22 ⊗H 00 +2H 11 ⊗H 11 +H 00 ⊗H 22)+
+α2(c11 +2c12 + c22)H 00 ⊗H 00 +K (em

2n1−1(em
2n1−1)⊤)⊗ (em

2n2−1(em
2n2−1)⊤),

A34 =−K (em
2n1−1 ⊗em

2n2−1), A43 =−K (em
2n1−1 ⊗em

2n2−1)⊤, A44 = K ,

B11 = ρr (H
00 ⊗H

00
), B22 = ρr (H

00 ⊗H
00

), B33 = ρr (H 00 ⊗H 00), B44 = M ,

где ⊗ обозначает прямое произведение матриц, em
i = (δ1i ,δ2i , . . . ,δmi )⊤, α = R−1

1 =
R−1

2 .
Тогда конечно-элементная задача (4) эквивалентна обобщённой алгебраиче-

ской задаче на собственные значения: найтиλh ∈R, y ∈RN \{0}, N = 2(m+2)2+m2+1,
такие, что

Ay =λhB y. (5)

Задачи (4), (5), имеют собственные значения λh
k , k = 1,2, . . . , N , 0 <λh

1 Éλh
2 É . . . Éλh

N ,
и соответствующие полные ортонормированные системы собственных векторов
uh

k = (uh
k ,ξh

k )⊤ ∈ Vh, y (k), k = 1,2, . . . , N , a(uh
i ,uh

j ) = λh
i δi j , b(uh

i ,uh
j ) = δi j , (Ay (i ), y ( j )) =

λh
i δi j , (B y (i ), y ( j )) = δi j , i , j = 1,2, . . . , N .

Пусть 0 < λh
1 É λh

2 É . . . É λh
n – собственные значения конечно-элементной

схемы (4) для задачи (3), соответствующие собственным векторам uh
k , k = 1,2, . . . ,n,

b(uh
i ,uh

j ) = δi j , i , j = 1,2, . . . ,n, 1 É n < N . Тогда λh
k →λk при h → 0, λh

k Êλk , из каждой
последовательности h′ → 0 можно выбрать подпоследовательность h′′ → 0, такую,
что uh

k → uk в V при h = h′′ → 0, где λk и uk , k = 1,2, . . . ,n – собственные значения и



54 СОДЕРЖАНИЕ

собственные векторы задачи (3), 0 < λ1 É λ2 É . . . É λn, b(ui ,u j ) = δi j , i , j = 1,2, . . . ,n.
Если λk – простое собственное значение и знаки собственных векторов uh

k выбраны
так, что b(uh

k ,uk ) > 0, то имеет место сходимость uh
k → uk в V при h → 0, 1 É k É n.

Пусть λk – собственное значение задачи (3) кратности s такое, что λk−1 < λk =
λk+1 = . . . =λk+s−1 <λk+s , ui , i = k,k+1, . . . ,k+s−1, – соответствующие собственные
векторы, λh

i , uh
i , i = k,k +1, . . . ,k + s −1, – приближения по схеме метода конечных

элементов (4). Если ui ∈ W 1+α
2 (Ω)×W 1+α

2 (Ω)×W 2+α
2 (Ω)×R для некоторого числа α ∈

(0,2], i = k,k+1, . . . , k+s−1, то имеют место оценки погрешности: 0 Éλh
i −λi É ch2α,

∥uh
i −ui∥V É chα, при b(uh

i ,ui ) > 0, i = k,k +1, . . . ,k + s −1.
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FINITE ELEMENT MODELING OF EIGENVIBRATIONS OF THE SQUARE SHALLOW SHELL WITH
ATTACHED OSCILLATOR

D.M. Korosteleva

The eigenvalue problem modeling of the eigenvibrations of a shallow shell with an attached oscillator
is studied. The problem has a non-decreasing sequence of positive eigenvalues of finite multiplicity
with a limit point at infinity. The sequence of eigenvalues corresponds to a complete orthonormalised
system of eigenvectors. The problem is approximated by a new scheme of the finite elementmethodwith
Hermite bicubic finite elements on a uniform grid. An efficient algorithm for numerical realisation of
the applied finite element mesh scheme is constructed. The error estimates of approximate eigenvalues
and eigenvectors depending on the mesh size are established.
Keywords: eigenvibration, shallow shell, oscillator, eigenvalue, eigenvector, eigenvalue problem, bicubic
finite element, finite element method
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Установлена оценка коэффициента квазиконформного отражения относительно гра-
ницы произвольной равнобедренной трапеции в терминах геометрических парамет-
ров трапеции, улучшающая оценку, данную в статье С. Насырова, Т. Сугавы и М. Вуо-
ринена.
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Ключевые слова: квазиконформное отображение, квазиконформное отражение,
коэффициент квазиконформности, равнобедренная трапеция.

Пусть L —жорданова кривая на сфере Римана C, разбивающая ее на две части,
D+ иD−. Квазиконформный автоморфизм f сферыРиманаC называется квазикон-
формным отражением относительно L, если f выполняются условия: f (D+) = D−,
f (D−) = D+ и любая точка z ∈ L является неподвижной под действием f , т. е.
f (z) = z, z ∈ L (см., напр., [1]). Важной и трудной задачей является нахождение для
заданной кривой L минимального значения K = K (L) ≥ 1 такого, что существует K -
квазиконформное отражение относительно границы L. Нахождение точного значе-
ния такого K удается получить только для узкого класса кривых (см. обзорную ста-
тью [2]), поэтому также представляет интерес получение оценок на K (L) сверху и
снизу.

В статье С. Вернера [3] изучались квазиконформные отражения относительно
границы Γm прямоугольника [0,m]× [0,1], m ≥ 1. Было показано, что для квадрата
(m = 1) и для прямоугольников, близких к квадрату (1 < m < 1.037), величина K (Γm)
не зависит от m и равна 3, а при m > 2.76 величина K (Γm) строго больше 3. Более
того, в [3] получена двусторонняя оценка

(π/3)m < K (Γm) <πm,

справедливая для всех m ≥ 1.
Следующимшагом стало расширение множества областей, для которых можно

достаточно точно оценивать коэффициент квазиконформного отражения. С. Насы-
ров, Т. Сугава иМ. Вуоринен [4] исследовали отражение относительно границы рав-
нобедренной трапеции с фиксированными острым углом α, единичной высоты. В
результате была получена оценка сверху коэффициента квазиконформности квад-
ратичной функцией от длины верхнего основания трапеции, обозначим эту длину
через 2t . В [4] было отмечено, что полученная оценка сверху не является точной
по порядку. Было высказано предположение, что коэффициент квазиконформно-
сти должен оцениваться сверху линейной функцией от параметра t .

Мы показываем, что это действительно так и устанавливаем следующую тео-
рему.

Теорема. Коэффициент квазиконформного отражения относительно границы
равнобедренной трапеции ограничен сверху величиной K (t ,α), где

K (t ,α) = π(t +ctgα)3

16t 6

(√
4+ctg2α (t +ctgα)+ctgα

√
1+ (t +ctgα)2

)4

.

Отметим, что при фиксированном α величина K (t ,α) является функцией от t ,
эквивалентной линейной: K (t ,α) ∼ C (α)t , t →∞, где

C (α) = π

16

(√
4+ctg2α+ctgα

)4

.
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QUASICONFORMAL REFLECTION WITH RESPECT TO ISOSCELES TRAPEZOIDAL POLYGONAL
LINE

K.R. Kushaeva, A.R. Kushaeva

We establish an estimation for the coefficient of quasiconformal reflection with respect to an isosceles
trapezoidal polygonal line in terms of geometric parameters of the polygon; the estimation improves
the result obtained by S. Nasyrov, T. Sugawa and M. Vuorinen.
Keywords: quasiconformal mapping, quasiconformal reflection, coefficient of dilatation, isosceles trape-
zoid.
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СГЛАЖИВАНИЕ СЕТКИ НА ГРАНИЦE ОБЪЕКТА ПО ДАННЫМ ИЗОБРАЖЕНИЯ
А.И. Ларцев1

1 ailarcev@stud.kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

В данной работе рассмотрен метод конечных элементов, алгоритм фильтрации и
сглаживания сетки. Для алгоритма разработана программная реализация и прове-
дены численные исследования. Проведен анализ полученных результатов и сравнение с
результатами на не сглаженной сетке.

Ключевые слова: МКЭ, четырёх узловой конечный элемент, фильтрация сетки,
сглаживание сетки

Метод конечных элементов (МКЭ) распространённый метод численного реше-
ния задач по определению полей перемещений, напряжений и деформаций инже-
нерных конструкций. Метод позволяет решать интегральные или дифференциаль-
ные уравнения и сводится к дискретизации (разбиению на конечные элементы –
КЭ) расчетной области. Метод широко используется для решения задач механики
твёрдого деформируемого тела, теплообмена, гидродинамики, электродинамики.

Важной задачей МКЭ является корректное накладывание сетки и её фильтра-
ция. В частности, если в качестве конечного элемента использовать четырёх узло-
вой конечный элемент (в плоском случае), сглаживание сетки на границах рассмат-
риваемой области увеличит точность расчётов. Для применения алгоритма сглажи-
вания сетка фильтруется так, что те элементы, у которых все 4 узла находятся вне
материала – удаляются из сетки.

Цель задачи – разработка конечного элемента для формирования расчетного
ансамбля и моделирования механического поведения с учетом данных двумерных
медицинских изображений [1, 2].
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Важной задачей МКЭ является корректное накладывание сетки и её фильтра-
ция. В частности, если в качестве конечного элемента использовать четырёх узло-
вой конечный элемент (в плоском случае), сглаживание сетки на границах рассмат-
риваемой области увеличит точность расчётов. Для применения алгоритма сглажи-
вания сетка фильтруется так, что те элементы, у которых все 4 узла находятся вне
материала – удаляются из сетки.

Разработанный алгоритм сглаживания сетки на границах материала заключа-
ется в смещении узлов КЭ, оставшихся за пределами границы рассматриваемого
материала к узлам, находящимся в материале до момента пока узел, не окажется в
материале. Например, рассмотрим КЭ с узлами 1-4, где 1-ый и 2-ой узлы находятся
в материале, а 3-ий и 4-ый вне материала. Тогда 3-ий узел смещаем по направле-
нию ко 2-ому пока 3-ий узел не окажется в материале, в свою очередь так же 1-ый
узел смещаем к 4-ому. После применения данного алгоритма ко всем подходящим
элементам (те у которых 2 узла вне материала) сетки остаются элементы с не более
чем одним узлом вне материала, в свою очередь этот узел перемещаем к одному из
узлов КЭ, который находился в материале до сглаживания.

Приведённый алгоритм был реализован в виде программы и для модельных
задач были проведены численные эксперименты для сглаженной и не сглаженной
сетки на сетках различной густоты [3].
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SMOOTHING THE MESH ON THE OBJECT BOUNDARY USING IMAGE DATA

A.I. Lartsev

In this paper, finite element method, filtering and mesh smoothing algorithm is considered. A software
implementation for the algorithm has been developed and numerical studies have been carried out.
The obtained results are analysed and compared with the results on a non-smoothed mesh.
Keywords: FEM, four-node finite element, mesh filtering, mesh smoothing
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В данной работе исследуются алгебраические и локально алгебраические линейные опе-
раторы с минимальными централизаторами, действующие в векторных простран-
ствах произвольной размерности. Показано, что для бесконечных полей классы ло-
кально алгебраических операторов с минимальными и коммутативными централиза-
торами совпадают, а также получен критерий, когда аналогичное совпадение имеет
место для конечных полей. Крометого, для конечных полей получены необходимые и до-
статочные условия минимальности централизатора алгебраического оператора, ко-
торые являютсятакже необходимыми дляминимальности централизатора локально
алгебраического оператора. Как следствия получены частные критерии минимально-
сти из других работ по данной тематике.

Ключевые слова: локально алгебраический оператор, централизатор, минималь-
ный оператор, минимальная матрица, бесконечномерное векторное пространство

Операторы векторного пространства с минимальными централизаторами бы-
ли рассмотрены в работах [1], [2], [3], [4], [5]. В данных работах установлено, что
во многих случаях (в частности, в случае конечномерного векторного простран-
ства над бесконечным полем) класс операторов с минимальными централизатора-
ми совпадает с хорошо изученным классом операторов с коммутативными центра-
лизаторами (в конечномерном случае данные операторы могут быть представлены
несокращаемыми матрицами, то есть матрицами, минимальный многочлен кото-
рых совпадает с характеристическим). В случае конечных полей ситуация, однако,
более сложна. В работах [2] и [3] приводится ряд примеров, показывающих, что над
конечными полями существуют операторы с минимальными, но некоммутативны-
ми централизаторами. В работе [3] для некоторых частных ситуаций представлены
критерии минимальности централизаторов матриц над полем Z2.

Основная задача данной работы – устранение существующих пробелов в опи-
сании операторов с минимальными централизаторами, и дальнейшее изучение их
связи с операторами с коммутативными централизаторами.

Пусть V – векторное пространство произвольной размерности над полем F .
Линейный оператор A : V →V называется локально алгебраическим, если для каждо-
го вектора v ∈V существует ненулевой многочлен p(x) ∈ F [x], такой что p(A)(v) = 0.
Класс алгебраических операторов включает классы алгебраических операторов, а
также триангулизируемых операторов, изученных в работе [6].

Локально алгебраический оператор A : V → V называется минимальным, если
для каждого локально алгебраического оператора X ∈ End(V ) из C (X ) ⊆C (A) следу-
ет, что C (X ) = C (A).

Локально алгебраический оператор A : V →V называется несокращаемым, если
его централизатор коммутативен, то есть если C (A) =CC (A). Строение несокраща-
емых операторов описано в [5, Следствие 10].

Теорема 1. Пусть V – векторное пространство произвольной размерности над
бесконечным полем F , A : V →V – локально алгебраический линейный оператор. Тогда
A минимален тогда и только тогда, если он несокращаем.

Пусть V – векторное пространство над полем F . Через P (F [x]) обозначим
множество неразложимых унитарных многочленов из F [x]. Для g ∈ P (F [x]) и n ∈
N∪{∞} через c(g n) будем обозначать некоторый линейный оператор, действующий
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в векторном пространстве V , такой что пространство V , как F [x]-модуль, является
g -примарным циклическим модулем длины n (при n < ∞), либо g -примарным
квазициклическим модулем (при n = ∞).

Пусть A : V → V – локально алгебраический оператор. Тогда имеют место
разложения:

V = ⊕
g∈P (F [x])

Vg , A = ⊕
g∈P (F [x])

Ag ,

где Vg = {v ∈ V | g n v = 0 для некоторого n ∈ N }, и Ag = A|Vg для каждого g ∈
P (F [x]). Операторы Ag будем называть примарными компонентами оператора A.
Если некоторая примарная компонента Ag (g ∈ P (F [x])) может быть представлена
в следующем виде:

Ag =
t⊕

j=1
c(g n)⊕ A0, (1)

где t ∈ N , A0 ̸= 0 либо t ≥ 2, n ∈ N ∪ {∞}, и существует многочлен h ∈ P (F [x]) степени
deg (g )t , такой что Ah = 0, то будем говорить, что оператор A допускает внешнюю
замену. Если некоторая примарная компонента Ag (g ∈ P (F [x])) имеет вид:

Ag = (⊕
i∈I

t⊕
j=1

c(g ni j )
)⊕ s⊕

j=1
c(g ), (2)

где I ̸=∅, 2 ≤ t <∞, 0 ≤ s ≤ t −1, ni j ∈ N и ni j −ni j ′ ≤ 1 для каждого i ∈ I , 1 ≤ j , j ′ ≤ t ,
то будем говорить, что оператор A допускает внутреннюю замену.

Теорема 2. Пусть V – векторное пространство произвольной размерности над
конечным полем F , и A : V →V – локально алгебраический линейный оператор. Тогда:

1. если оператор A допускает внешнюю или внутреннюю замену, то он не является
минимальным;

2. если оператор A является алгебраическим и минимальным, то он не допускает
ни внешнюю ни внутреннюю замену.

Пусть V – векторное пространство над полем F , A : V →V – локально алгебра-
ический оператор. Для каждого k ∈ N положим

Vk = ⊕
g∈P (F [x]),deg (g )=k

Vg , и Ak = A|Vk .

Оператор Ak будем называть k-компонентой оператора A. Тогда, например, три-
ангулизируемый оператор – это в точности оператор, представляющий собой 1-
компоненту. Будем называть k-компоненту полной, если для всякого многочлена
g ∈ P (F [x]) степени k Ag ̸= 0. В противном случае k-компоненту будем называть
неполной.

Следующая теорема обобщает теоремы 3.2 и 4.4 из работы [3], и может служить
источником примеров минимальных операторов, которые не являются несокраща-
емыми.
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Теорема 3. Пусть V – векторное пространство произвольной размерности над
конечным полем F , и A : V → V – алгебраический оператор, состоящий из одной d-
полной компоненты для некоторого d ∈ N . Оператор A не является минимальным
тогда и только тогда, если для некоторого многочлена g ∈ P (F [x]) степени d выпол-
няется одно из следующих условий:

1. Ag = c(g n)⊕ c(g n)⊕ A0, где n ∈ N ;

2. Ag =⊕s
i=1(c(g ni )⊕c(g ni+1))⊕ A0, где s ∈ N , ni ∈ N для каждого i = 1, . . . , s, и A0 = 0

либо A0 = c(g ).

Следующая теорема дает наиболее общий критерий, когда классы минималь-
ных и несокращаемых локально алгебраических операторов совпадают.

Теорема 4. Пусть V – векторное пространство произвольной размерности
над конечным полем F , A : V → V – локально алгебраический оператор. Если вякая
k-компонента оператора A является неполной, то минимальность оператора A
равносильна его несокращаемости.

Как следствия теоремы 4 получаем результаты из работ: [2, Лемма 2.7], [3, Тео-
рема 3.4]. Последнее предложение объединяет теорему 1, теорему 4, и [5, Следствие
10].

Предложение. Пусть V – векторное пространство над полем F , A : V → V
– локально алгебраический линейный оператор, F [A] – замыкание F [A] в конечной
топологии. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

1. CC (A) =C (A);

2. F [A] =C (A);

3. F [A] – максимальная коммутативная подалгебра алгебры EndF (V );

4. A =⊕
g∈P0 c(g ng ), где P0 ⊆ P (F [x]), и ng ∈ N ∪ {∞} для каждого g ∈ P0;

5. для каждого конечного семейства векторов v1, . . . , vk ∈ V существует такое на-
туральное число n и вектор v ∈V , что v1, . . . , vk ∈ 〈v, A(v), . . . , An(v)〉F .

Данные утверждения влекут, а в случае когда поле F бесконечно, либо когда вякая k-
компонента оператора A является неполной, они также эквивалентны следующему
утверждению:

6. A – минимальный оператор.

Работа выполнена в рамках реализации Программы развития Научно-
образовательногоматематического центраПриволжскогофедерального округа (со-
глашение № 075–02–2021–1393).
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MINIMAL CENTRALIZERS OF LINEAR OPERATORS

A.D. Maklakov

In this paper, we study algebraic and locally algebraic linear operators withminimal centralizers acting
on vector spaces of arbitrary dimension over a finite field. It is shown that for infinite fields the classes
of locally algebraic operators with minimal and commutative centralizers coincide, and a criterion is
obtained when a similar coincidence occurs for finite fields. In addition, for finite fields, necessary
and sufficient conditions for the minimality of the centralizer of an algebraic operator are obtained,
which are also necessary for the minimality of the centralizer of a locally algebraic operator. As a
consequence, particular minimality criteria from other works on this topic were obtained.
Keywords: locally algebraic operator, centralizer, minimal operator, minimal matrix, infinite-dimensional
vector space
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ПСЕВДОКОНЕЧНОСТЬ ТЕОРИЙ УНАРОВ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ ПОЛУЦЕПЕЙ
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Изучение псевдоконечных структур важно, поскольку оно дает возможность модели-
ровать бесконечные структуры, похожие на конечные. Это позволяет перенести ме-
тоды и результаты конечных структур на исследование бесконечных структур. На-
пример, в теории моделей псевдоконечные структуры используются для изучения по-
ведения бесконечных структур при различных теоретико-модельных интерпретаци-
ях. На основе классификации унарныхтеорий найдена характеристика псевдоконечно-
сти унарных теорий, а также некоторые необходимые и достаточные условия псев-
доконечности. Показаны аппроксимации теории унаров с конечным числом полуцепей
и антицепей.

Ключевые слова: псевдоконечная теория, унар, аппроксимация теории

В работе Дж. Экса [1] впервые было определено понятие псевдоконечности.
Полученные к настоящему времени наработки по псевдоконечным структурам на-
прямую зависят от результатов Дж. Экса. Основные определения псевдоконечности
следующие.
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Определение. [1] Бесконечная структураM фиксированного языка L называ-
ется псевдоконечной, если для всех L-предложений ϕ, из M |= ϕ следует, что суще-
ствует конечная M0 такая, что M0 |= ϕ. Теория T = T h(M ) псевдоконечной струк-
туры M называется псевдоконечной.

В классической логике следующее свойство является прямым следствием псев-
доконечности.

Предложение 1.ПустьM —псевдоконечная структура и f : M k → M k —опре-
делимая функция. Тогда f инъективна тогда и только тогда, когда f сюръективна.

Мы имеем дело с псевдоконечными унарами [3, 4] и продолжаем изучать типы
аппроксимаций теорий унаров [2]. Унар—это структураU = 〈U ; f (1)〉, язык которого
состоит из одной операции f . Для любого u ∈U пусть f 0(u) = u, f n+1(u) = f ( f n(u))
для всех n ∈ω , f −1(u) = {w ∈U | f (w) = u}. Унар U называется циклом длины n ∈N,
если существует u ∈ U такой, что U = { f i (u)|0 É i < n}, f n(u) = u, f i (u) ̸= f j (u) для
всех различных i , j ∈ {0, . . . ,n − 1}. Множество {ui |i ∈ ω} ⊆ U называется полуцепью,
если f (ui ) = ui+1 и ui ̸= u j для всех различных i , j ∈ îìåãà. Множество {ui |i ∈ω} ⊆U
называется бесконечной антицепью, если f (ai+1) = ui и ai ̸= u j для всех различных
i , j ∈ω. Если | f −1(à)| = k, будем говорить, что a является k-точкой ветвления.

Определение. [2] ПустьT — семейство теорий, а T — теория такая, что T ∉T .
Теория T называется T -аппроксимируемой или аппроксимируемой семейством T ,
или псевдо-T -теория, если для любой формулы ϕ ∈ T существует T ′ ∈T , для кото-
ройϕ ∈ T ′. Если теория T являетсяT -аппроксимируемой, тоT называется аппрок-
симирующим семейством для T , а теории T ′ ∈ T называются аппроксимациями для
T . ПоложимTϕ = {T ∈T |ϕ ∈ T }. Любое множествоTϕ называется ϕ-окрестностью
или просто окрестностью для T .

Определение. [5] T -аппроксимируемая теория T называется CYCLE-
аппроксимируемой, если T — семейство теорий унары с циклами. При этом
T -аппроксимируемая теория T называется FOREST-аппроксимируемой, если T

— семейство теорий унаров без циклов. В частности, если T — семейство теории
связных унаров, то T называется TREE-аппроксимируемым.

Предложение 2.ПустьU —унар, имеющий n полуцепей иm антицепей. Тогда
U псевдоконечно тогда и только тогда, когда n ≤ m.

Следствие 1. Если n = m, то теория T унара U является CYCLE-
аппроксимируемой.

Следствие 2. Существует псевдоконечная теория T унара U с n < m, которая
не аппроксимируется с теориями конечных унаров.

Исследование частично поддержано Комитетом по Науке министерства науки
и высшего образования Республики Казахстан. (AP19674850, AP19677451).
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PSEUDOFINITENESS OF THE THEORIES OF UNARS WITH A FINITE NUMBER OF SEMICHAINS
AND ANTICHAINS

N.D. Markhabatov

The study of pseudofinite structures is important because it provides a way to model infinite structures
that are similar to finite structures. This allows for the transfer of techniques and results from finite
structures to the study of infinite structures. For example, in model theory, pseudofinite structures are
used to study the behaviour of infinite structures under different model-theoretic interpretations. On a
base of classification of unar theories, a characterization of pseudofiniteness of unar theories is found,
as well as some necessary and sufficient conditions of pseudofiniteness. Approximations of the theory
of unars with a finite number of semichains and antichains are shown.
Keywords: pseudofinite theory, unar, approximation of theory
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РЕШЕНИЯ С ПЛОСКОЙ СИММЕТРИЕЙ В F(R) ГРАВИТАЦИИ С
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМИ ИЗМЕРЕНИЯМИ

А.В. Марьин1

1 andreymarin.mail@gmail.com; Казанский (Приволжский) федеральный университет

В работе получены решения с плоской симметрией 4-х мерного пространства в рам-
ках f (R) гравитации с дополнительным двумерным сферическим пространством.

Ключевые слова: f (R) гравитация, дополнительные измерения, плоская симмет-
рия

Теория f (R) гравитации – это одно из самых простых обобщений ОТО Эйн-
штейна, в рамках которой часто вводятся дополнительные пространства. Рассмот-
рение подобных обобщений позволяет продвигаться в таких вопросах как объеди-
нение сильного, слабого и электромагнитного взаимодействий [1, 2], масса нейтри-
но [3], проблема космологической постоянной [4, 5].

Действие f (R) гравитации вшестимерном пространстве имеет следующий вид

S =
∫

d 6x
p−g f (R), (1)

где f (R) - функция скалярной кривизны R шестимерного пространства.
Уравнения такой теории имеют вид

−1

2
f (R)δB

A + (
RB

A +∇A∇B −δB
A□

)
fR = 0, (2)
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где A,B ,C , ... = 1,2,3,4,5,6, ∇A – обозначение ковариантной производной, а □ =
g AB∇A∇B .

Если четырехмерное пространство-время обладает плоской симметрией, а до-
полнительное пространство является двумерной сферой, то его первая квадратич-
ная форма может быть записана в виде

d s2 = E(x)2d t 2 −d x2 −M(x)2 (
d y2 +d z2)−L2

0

(
dθ2 + sin2θdφ2) , (3)

где L0 постоянный радиус дополнительной двумерной сферы.
Нетривиальные уравнения (2) в метрике (3) имеют вид(

t

t

)
⇒ fRRR R ′2 +

(
R ′′+2R ′ M ′

M

)
fRR +

(
−E ′′

E
−2

E ′

E

M ′

M

)
fR − f

2
= 0, (4)

(
x

x

)
⇒

(
E ′

E
+2

M ′

M

)
fRR R ′+

(
−E ′′

E
−2

M ′′

M

)
fR − f

2
= 0, (5)

(
y

y

)
=

(
z

z

)
⇒ fRRR R ′2 +

(
R ′′+R ′E ′

E
+R ′ M ′

M

)
fRR +

(
−M ′′

M
− M ′2

M 2 − E ′

E

M ′

M

)
fR − f

2
= 0,(6)

(
θ

θ

)
=

(
φ

φ

)
⇒ fRRR R ′2 +

(
R ′′+R ′E ′

E
+2R ′ M ′

M

)
fRR + fR

L2
0

− f

2
= 0, (7)

Для функции R(x) имеем

R(x) = 2
E ′′

E
+4

M ′′

M
+2

M ′2

M 2 +4
E ′

E

M ′

M
− 2

L2
0

. (8)

Эти уравнения являются обыкновенными нелинейными дифференциальными
уравнениями четвёртого порядка относительно неизвестных функций E(x), M(x).
Если составить комбинацию 3·(7)+ fR ·(8)−(4)−(5)−2·(6) уравнений (4)-(8), получим

R(x)− 5

L2
0

− f

2 fR
= 0, (9)

Это уравнение на функцию R(x), решение которого, если оно существует, постоян-
но. Следовательно

R(x) = R0 = const . (10)

Переписав уравнения (4)-(8) с учётом (10), получим(
t

t

)
⇒ E ′′

E
+2

E ′

E

M ′

M
+ f

2 fR

∣∣∣
R=R0

= 0, (11)

(
x

x

)
⇒ E ′′

E
+2

M ′′

M
+ f

2 fR

∣∣∣
R=R0

= 0, (12)
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(
y

y

)
=

(
z

z

)
⇒ M ′′

M
+ M ′2

M 2 + E ′

E

M ′

M
+ f

2 fR

∣∣∣
R=R0

= 0, (13)

(
θ

θ

)
=

(
φ

φ

)
⇒ 1

L2
0

− f

2 fR

∣∣∣
R=R0

= 0, (14)

R0 = 2
E ′′

E
+4

M ′′

M
+2

M ′2

M 2 +4
E ′

E

M ′

M
− 2

L2
0

, (15)

R0 = 5

L2
0

+ f

2 fR

∣∣∣
R=R0

. (16)

Из (14) следует, что

f

2 fR

∣∣∣
R=R0

= 1

L2
0

. (17)

Оставшиеся уравнения имеют следующее решение

E(x) =−C 2
1C 2

2

sin

(p
3x

2L0

)

cos1/3

(p
3x

2L0

) , M(x) =C 2
2 cos2/3

(p
3x

2L0

)
, (18)

R0 = 6

L2
0

, (19)

f

2 fR

∣∣∣
R=R0

= 1

L2
0

, (20)

гдеC1 иC2 константыинтегрирования. Эти выражения совместно с (20) определяют
решение поставленной задачи. При этом (20) даёт ограничение на функцию f (R)
при которой рассматриваемое решение возможно. В случае

f (R) = aR2 +R + c (21)

это ограничение может быть записано так

c L4
0 +4 L2

0 +12 a = 0, (22)

что позволяет выразить радиус дополнительного пространства через параметры
лагранжиана

L2
0 =


−3a, c = 0

2
(−1±p

1−3ac
)

c
, c ̸= 0

.
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Коэффициенты метрического тензора имеют следующий вид в точках

xk = π
p

3

3
(2k +1) ⇒ M(x)2 = 0, E(x)2 →∞, (23)

xm = π
p

3

3
2m ⇒ M(x)2 = 1, E(x)2 = 0.

Однако, инварианты преобразования координат R,R AB RAB ,R ABC D RABC D в этих
точках принимают следующие значения

x = xk ⇒ R = 6

L2
0

, R AB RAB = 6

L2
0

, R ABC D RABC D →∞, (24)

x = xm ⇒ R = 6

L2
0

, R AB RAB = 6

L2
0

, R ABC D RABC D = 8

L2
0

.

Таким образом, равенство нулю метрического коэффициента E(x)2 в точках
xm является координатной сингулярностью, так как все инварианты кривизны в
этих точках не расходятся, а точки xk - это гравитационные сингулярности, так как
инвариант преобразования координат R ABC D RABC D расходится.
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PLANE SYMMETRY SOLUTIONS IN F(R) GRAVITY WITH EXTRA DIMENSIONS

A.V. Marin

In this work, solutions with plane symmetry of 4-dimensional space are obtained in the framework of
f (R) gravity with an additional two-dimensional spherical space.
Keywords: f (R) gravity, extra dimensions, plane symmetry

УДК 372.851

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КОМПЬЮТЕРНЫХ ИГР В ПРЕПОДАВАНИИ МАТЕМАТИКИ
Д.Р. Мингазов1

1 mingazov360@gmail.com; Казанский (Приволжский) федеральный университет, Институт вычисли-
тельной математики и информационных технологий



Д.Р. Мингазов 67

В данном тексте рассмотрены актуальность и особенности использования компью-
терных игр в преподавании математики. Особенно подчеркивается значимость ис-
пользования компьютерных игр для преподавания математики поколению Z.

Ключевые слова: компьютерные игры, урок, математика, преподавание

С приходом информационных технологий компьютерыи электронные устрой-
ства всё больше и больше задействованы в обучении как школьников, так и студен-
тов. Электронные устройства способствуют совершенствованию методик препода-
вания и повышению качества знаний за счёт более совершенного и индивидуали-
зированного подхода к обучению.

Процесс обучения проходит через такие важные фазы, как приобретение но-
вых навыков, их закрепление, диагностика и контроль. Одним из приемов, помо-
гающих закрепить навыки, диагностику и контроль, является применение в обуче-
нии игровых методов [3].

Математикаможет очень труднодаваться обучающимся, если вподходепрепо-
давателя не хватает наглядности и мотивации к обучению. В особенности обучаю-
щимся часто недостаточно только учебных пособий для того, чтобы по-настоящему
увлечься предметом и более эффективно его изучать [1].

Также в особенности актуальным будет использование игр для преподавания
математики обучающимсяпонематематическимпрофилям, которымэтот предмет
нужен для общего развития или же попросту более опосредованно в отношении их
основной будущей деятельности.

Задействование компьютерных игр в определенных этапах и стадиях обучения
помогает лучше усвоить и закрепитьматериал, а также лучше увлечь и замотивиро-
вать обучающегося к изучениюматематики [2]. При этом сами игры могут быть как
действительно обучающими, помогающими научить обучающегося арифметиче-
скому счету, черчению и даже визуализации геометрических объектов, так и обыч-
ными, способствующими развитию пространственного и аналитического мышле-
ния, будь то игры-квесты, двухмерные и трехмерные головоломки, стратегии в ре-
альном времени и другие.

Особенную роль использование компьютерных игр в преподавании математи-
ки играет для поколения Z, к которому относят людей, родившихся примерно с 2000
года.ПредставителипоколенияZродились вмиремассового распространенияциф-
ровых технологий, в том числе компьютерных игр, поэтому именно компьютерные
игры могут возыметь позитивный эффект на уровень их знаний в области матема-
тики и мотивацию изучать математику в целом [4].

Таким образом, компьютерные игры призваны быть лишь вспомогательным
элементом преподавания, при этом не заменяя сам процесс обучения полностью.
Важнымостается контроль за учащимися в процессе их примененияиподключение
компьютерных игр лишь на определенных этапах.
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USING COMPUTER GAMES IN MATHEMATICS TEACHING

D.R. Mingazov

This text discusses the relevance and features of the use of computer games in teaching mathematics.
The importance of using computer games for teaching mathematics to generation Z is especially
emphasized.
Keywords: computer games, lesson, mathematics, teaching
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СТАБИЛИЗАЦИЯ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ОСНОВЕ ОБУЧЕНИЯ С
ПОДКРЕПЛЕНИЕМ
Я.И. Москалев1
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В работе рассмотрена задача стабилизации динамической системы с использованием
обучения с подкрепления. Примером динамической системы являлся физический маят-
ник с одной степенью свободы. Для обучения с подкреплением был использован метод
SARSA на основе ε-жадного алгоритма. Была введена метрика для определения состо-
яний системы.

Ключевые слова: динамическая система, обучение с подкреплением, SARSA, ε-
жадный алгоритм

В работе исследуется динамическая система с управлениемна основе обучения
с подкреплением по алгоритму SARSA. Сама система представляет собой маятник
с одной степенью свободы.

Целью работы является исследование возможности применения методов
обучения с подкреплением для стабилизации динамической системы и разработка
эффективных алгоритмов управления.

{
φ̇=ω
ω̇=−k2Si nφ+M(φ,ω)Sg nφ

(1)

где φ - угол отклонения от положения равновесия, ω – угловая скорость, М –
прикладываемый момент.

В системе (1) функция управление суть дискретный момент, направление
которого определяется знаком угла поворота маятника. [1]
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Целью стабилизации системы является привидение маятника в положение
равновесия. Положение равновесия описывается целевой функцией:

G⃗ = 0⃗, (2)

Для определения функции управления был использован алгоритм обучения с
подкреплением. Для обучения с подкреплением был использован алгоритм SARSA.

Для реализации обучения с подкреплением вводится функция пути Q(S,a).
Обучение производится на основе ε-жадного алгоритма.
1)В функции Q(S,a) отыскивается состояние Si ;
2)Генерируется случайное число в интервале от 0 до 1 сравнивается с и в зависимо-
сти от результата принимается решение о выборе a j ;
3)Обучение происходит по формуле: Q(S,a)=Q(S,a)+α(Reward+γQ(S’,a’)-Q(S,a));
4)Повторяется до тех пор, пока Si не станет равной конечной цели.

Параметры α и γ отвечают за скорость обучения [2, 3].

Из-за неоднозначности решения динамической системы (1) в виду зависи-
мости функции управления координат системы, было решено изменить функцию
управления:

M(a) = {−1,0,1}, (3)

где множество {-1, 0, 1} есть значение прикладываемого момента, определяе-
мого с помощью ai [4].

Для отслеживания положений Si была введена метрика. Введённая метрика
является оператором вида: µ: Rn → R. Rn – множество, содержащее интегральные
кривые системы (1). Метрика позволяет оценивать расстояние до целевой функции
и скорость интегральной кривой системы одним скалярным параметром [5].

Была введена сетка состояний Si На основе значения µ выбирается значение
состояния Si .

Решение системы (1) было осуществлено числено методом Эйлера. В таблице
1 приведены начальные параметры системы

Таблица 1

Начальные параметры системы
t0,с 0
T,c 50
dt,c 10−3

X0 (π3 ,0.8)
k,c−1 1.57
M0, H

m 0
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В таблице 2 приведены гиперпараметры для алгоритма SARSA:

Таблица 2

Гиперпараметры алгоритма
α 0.536
ε 0.5
γ 0.468
Reward 120

Обучение проводилось при числе эпох равным 15000.

В таблице 3 приведено соответствие значений функции М(а) относительно ai
(см. Таблица 3).

Таблица 3

Значения М(а)
ai 0.536
a1 -1
a2 0
a3 1

Целевым значением Si является значение 6.

Для визуализации полученных данных были построены: фазовый портрет
системы (в осях φ0ω), зависимость амплитуды от времени, зависимость метрики
от номера эпохи.

Вычисления показали следующие характерные результаты: Система стабили-
зировалась. Достигнута целевая функция G⃗, система выходит на орбиталь. Стоит
отметить, что шаг дискретизации решения системы влияет на точность решения
системы (1).

В Работе была достигнута следующая цель: исследована возможность при-
менения методов обучения с подкреплением для стабилизации динамической
системы.

Была выявлена частота достижения целевой функции, которая в свою оче-
редь поможет в дальнейшихисследованиях разработанногометодаи его настройке.
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STABILIZATION OF DYNAMIC SYSTEMS BASED ON REINFORCEMENT LEARNING

Y.I. Moskalev

The paper considers the problem of stabilizing a dynamic system using reinforcement learning. An
example of a dynamic system was a physical pendulum with one degree of freedom. For reinforcement
learning, the SARSA method based on the e-greedy algorithm was used.A metric was introduced to
determine the states of the system.
Keywords: dynamic system, reinforcement learning, SARSA, ε-greedy algorithm
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КОЛЕБАНИЯ СТОЛБА ЖИДКОСТИ В ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ СКВАЖИНЕ
Д.А. Насырова1

1 dinasyrova@mail.ru; Институт механики им. Р.Р. Мавлютова УФИЦ РАН

В нашей работе построена математическая модель исследования собственных коле-
баний жидкости в горизонтальной нефтяной скважине, сообщающейся с пластом си-
стемой радиальных трещин ГРП. Определили частотные характеристики собствен-
ных колебаний жидкости в зависимости от параметров трещины ГРП и пласта.

Ключевые слова: собственные колебания, собственные частоты, скважина, филь-
трация жидкости, гидроразрыв пласта

В настоящее время при добыче нефти широко применяется технология гид-
роразрыва пласта (ГРП). В пласте создаются трещины, которые закрепляются про-
пантами для предотвращения их смыкания. Применение горизонтальных скважин
с множественными трещинами ГРП позволяет повысить эффективность разработ-
ки низкопроницаемых пластов. Эффективным и удобным с точки зрения техниче-
ской реализации способом определения качества и параметров трещин ГРП явля-
ется способ, основанный на возбуждении собственных колебаний столба жидкости
в скважине. При этом период колебаний, а также, особенно, интенсивность зату-
хания колебаний будут определяться не только протяженностью столба жидкости в
скважине, диаметром скважины и реологическими свойствами жидкости, но и кол-
лекторскими характеристиками призабойной зоныпласта (в частности, коэффици-
ентами проницаемости, качеством перфорации скважин и свойствами образован-
ных трещин ГРП). Колебания могут инициироваться резким открытием или закры-
тием скважины (гидроударом). При этом время (период инициирования), должно
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быть сопоставимо со временем прохождения акустическим сигналом расстояния
порядка протяженности столба жидкости в скважине. Если этот промежуток будет
короче, чем время пробега акустического сигнала, то образуется одиночный им-
пульсный сигнал, распространяющийся в скважине с отражением на ее границах. В
работах [1, 2, 3] рассматривались собственные колебания столба жидкости в нефтя-
ной скважине при отсутствии или наличии трещины ГРП, проведен анализ влияния
характеристик трещины и пласта на частоту колебаний, коэффициент затухания,
определено изменение давления в различных точках скважины.

В работе получено трансцендентное уравнение для комплексной частоты соб-
ственных колебаний столба жидкости в горизонтальной скважине с множествен-
нымГРП.На основе этого уравнения определенычастотные характеристики: часто-
та колебаний, коэффициент затухания, амплитуда колебаний описывающие соб-
ственные колебанияжидкости в горизонтальной скважине с системой трещин, пер-
пендикулярных стволу скважины.

В работе построены графики зависимостей собственной частоты, коэффици-
ента затухания и декремента затухания от проницаемости пласта, проводимости
трещины и количества трещин на единицу длины(n).

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда№ 21-11-
00207, https://rscf.ru/project/21-11-00207/
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VIBRATIONS OF A LIQUID COLUMN IN A HORIZONTAL WELL

D.A. Nasyrova

In our work, a mathematical model is constructed for studying the natural oscillations of a fluid
in a horizontal oil well communicating with a reservoir by a system of radial fractures of hydraulic
fracturing. The frequency characteristics of the natural oscillations of the fluid were determined
depending on the parameters of the fracture of the hydraulic fracturing and the formation.
Keywords: natural oscillations, natural frequencies, borehole, fluid filtration, hydraulic fracturing
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ИССЛЕДОВАНИЕ СИГНАЛОВ С ПОМОЩЬЮ ЭМПИРИЧЕСКИХ МОДОВЫХ
ДЕКОМПОЗИЦИЙ
Р.М. Османова1

1 rmosmanova@stud.kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

В данной работе рассмотрено два подхода к спектральному разложению сигнала:
спектрФурье и спектр Гильберта-Хуанга. Для обоих методов разработана программ-
ная реализация и проведены численные исследования, в которых рассматривалось два
вида сигналов: стационарный и нестационарный. Проведен анализ полученных резуль-
татов и сравнение с известными амплитудно-частотными характеристиками вход-
ных данных.

Ключевые слова: преобразованиеФурье, спектрФурье, Эмпирическаямодовая де-
композиция, спектр Гильберта-Хуанга

С развитием технических средств неуклонно развивается отрасль средств из-
мерений, но наряду с этим растут требования к точности результатов обработки
измерений. Задача осложняется тем, что зачастую получаемые результаты исполь-
зуются в экспертных или предсказательных системах. К классическому виду изме-
рений можно отнести временные ряды, то есть измерения, которые получают в те-
чение некоторого заданного времени. И не смотря на то, что задаче обработке вре-
менных рядом посвящено множество исследований, в этой области еще остаются
белые пятна.
Так, одним из классических подходов является спектральный анализ[1]. В этом
случае временной ряд сворачивается до спектра, то есть набора пар частота-
амплитуда. Математически такой подход основан на преобразовании Фурье. Пря-
мое преобразование Фурье[2] выглядит следующим образом:

F (ω) =
∫ +∞

−∞
S(t )e−iωt d t (1)

На практике сигналы являются дискретными[4], поэтому выражение (1) преобразу-
ют следующим образом:

F (k) =
N−1∑

0
e−i 2π

N knS(n) (3)

где N - количество измерений, k - номер замера, x(n)-функция сигнала.

Выражение (3) называется классическим видом дискретного преобразования
Фурье. После преобразования согласно выражению (3), определяются пары частоты
и амплитуды – v и А, которые являются, соответственно, значениями пар (аргумент
синуса, множитель при синусе) при разложении сигнала на сумму синусов.

Однако, озвученный подход подразумевает стационарность исследуемого сиг-
нала, что на практике не всегда реализуемо. Альтернативным подходом является
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построение спектра Гильберта-Хуанга.

Рассмотрим второй метод исследования - преобразование Гильберта-
Хуанга[3]. Реализация преобразования Гильберта–Хуанга состоит из двух этапов:

1. на первом этапе над сигналом выполняется эмпирическая модовая де-
композиция[5], в результате которой он разлагается на ряд компонент, которые
называются эмпирические моды (IMF);

2. на втором этапе к полученному разложению применятся преобразование
Гильберта:

H
[
ψi ,n(x)

]= 1

π

∫ +∞

−∞
ψi ,n(χ)

x −χ dχ

Спектр Гильберта-Хуанга отразит зависимость амплитуды и частоты от вре-
мени.

В работе были исследованы спектры стационарных и не стационарных сигна-
лов описанными методами, построены соответствующие спектры, был проведен
анализ и сделан вывод: для стационарных сигналов более точным является иссле-
дование с помощьюспектраФурье (в случае спектра Гильберта-Хуангамедиана зна-
чений[6] менее близка к истине), а при исследовании нестационарных сигналов до-
стоверную информацию дает только спектр Гильберта-Хуанга.
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SIGNAL RESEARCH METHODS

R.M. Osmanova

In this paper, two approaches to the spectral decomposition of a signal are considered: Fourier
spectrum and Hilbert-Huang spectrum. For both methods, a software implementation was developed
and numerical studies were carried out, in which two types of signals were considered: stationary
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and non-stationary. The obtained results were analyzed and compared with the known amplitude-
frequency characteristics of the input data.
Keywords: Fourier transform, Fourier spectrum, Empirical mode decomposition, Hilbert-Huang spectrum
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ПОРОЖДАЮЩИЕ ТРОЙКИ СОПРЯЖЕННЫХ ИНВОЛЮЦИЙ, ДВЕ ИЗ КОТОРЫХ
ПЕРЕСТАНОВОЧНЫ, ГРУППЫ PSP(4,Q)

Т.С. Петруть1, А.М. Соколовская2
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В данной работе решен вопрос о порождении проективной симплектической группы
размерности четыре над любым полем тремя сопряженными инволюциями, две из ко-
торых перестановочны.

Ключевые слова: порождающие инволюции, проективная симплектическая груп-
па, сопряженные классы, характеры

Вопросы о минимальном числе порождающих элементов малых порядков ко-
нечных групп давно вызывали большой интерес и рассматривались для разнооб-
разных классов групп, в частности, для простых конечных групп.

В 1999 году Я. Н. Нужин записал в Коуровскую тетрадь следующий вопрос [1,
вопрос 14.69].

Для каждой конечной простой неабелевой группы найтиминимум числа порожда-
ющих инволюций, удовлетворяющих дополнительному условию, в каждомиз следующих
случаев:
a) Произведение порождающих инволюций равно 1;
б) (Малле-Саксл-Вайгель). Все порождающие инволюции сопряжены;
в) (Малле-Саксл-Вайгель). Выполняются одновременно свойства а) и б);
г) Все порождающие инволюции сопряжены, и две из них перестановочны;

Введем некоторые ключевые обозначения, которые будут использоваться да-
лее.

Определение 1.Для любой конечной простой неабелевой группыG, порожденной
инволюциями, обозначим:
1) через nc (G) минимальное число сопряженных порождающих инволюций, произведе-
ние которых равно 1;
2) черезm(G) минимальное число сопряженных порождающих инволюций, две из кото-
рых перестановочны.

Рассматривая вопрос 14.69г) о порождении проективной симплектической
группы PSp4(q) над любым полем, нам следует делить его на два случая. Первый,
когда характеристика поля равна 2, т.е. q = 2n, и второй, когда поле нечетной харак-
теристики и q ≡ 1(mod4). В случае, когда q ≡ 3(mod4) ответ уже известен [2].
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Основным результатом работы являются две следующие теоремы.

Теорема 1. Группа PSp4(2n) при n ≥ 2 порождается тремя сопряженными инво-
люциями, две из которых перестановочны, то есть m(PSp4(2n)) = 3.

Теорема 2. Группа PSp4(q) при q ≡ 1(mod 4) порождается тремя сопряжёнными
инволюциями, две из которых перестановочны, то есть m(PSp4(q)) = 3.

Теорема 1 доказана первым автором работы, теорема 2 — вторым автором.
Доказательство этих теорем конструктивное, а именно, порождающие тройки

сопряженных инволюций мы указываем в явном виде. При их выборе использова-
лась система GAP и теорема 4 сформулированная ниже.

Хорошо известен следующий результат Л. Скотта, который часто применяется
для получения отрицательных утверждений о порождении неприводимых матрич-
ных групп над полями, определёнными конечными множествами матриц.

Теорема 3. [3, Scott L.L.]Пусть неприводимая подгруппаGобщей линейной группы
GLn(K ) над полем K порождается элементами g1, g2, . . . , gk , с условием

g1g2 . . . gk = 1.

Через d(gi ) обозначим коразмерность подпространства неподвижных элементов
Vn(gi ) = {v ∈ Vn |gi v = v}, где векторное пространство размерности n над полем K.
Тогда

d(g1)+d(g2)+·· ·+d(gk ) ≥ 2n.

В силу теории К. Жордана в качестве представителей сопряженных классов
нецентральных инволюций в группеGLn(K ) при n = 2,3,4,5,6 можно взять следую-
щие матрицы
1) над полем K характеристики 2 :

α(2,1) =
(
1 0
1 1

)
; α(3,1) =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

; α(4,1) =


1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

;

α(4,2) =


1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1

; α(5,1) =


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

; α(5,2) =


1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 1 1

;

α(6,1) =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

; α(6,2) =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1

; α(6,3) =


1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 1

;
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2) над полем K нечётной характеристики:

β(2,1) = di ag (−1,1);

β(3,1) = di ag (−1,1,1);

β(3,2) = di ag (−1,−1,1);

β(4,1) = di ag (−1,1,1,1);

β(4,2) = di ag (−1,−1,1,1);

β(4,3) = di ag (−1,−1,−1,1);

β(5,1) = di ag (−1,1,1,1,1);

β(5,2) = di ag (−1,−1,1,1,1);

β(5,3) = di ag (−1,−1,−1,1,1);

β(5,4) = di ag (−1,−1,−1,−1,1);

β(6,1) = di ag (−1,1,1,1,1,1);

β(6,2) = di ag (−1,−1,1,1,1,1);

β(6,3) = di ag (−1,−1,−1,1,1,1);

β(6,4) = di ag (−1,−1,−1,−1,1,1);

β(6,5) = di ag (−1,−1,−1,−1,−1,1).

Непосредственно проверкой неравенством Скотта (1) для группы GLn(F ) над
полем K , в случаях характеристики равной 2 и нечетной характеристики, при n ≤ 6
найдено минимальное число сопряженных порождающих инволюций, произведе-
ние которых равно 1 для всех классов сопряженных инволюций. Полученные ре-
зультаты были объединены и записаны в виде теоремы, которая может быть полез-
на при решении задачи 14.69в) для матричных групп размерности n ≤ 6.

Теорема 4. Пусть G – неприводимая подгруппа общей линейной группы GLn(F ),
порожденная инволюциями γ1,γ2, . . . ,γk из одного класса сопряженности с представи-
телем α(n, i ), если поле K характеристики 2 или β(n, i ), если поле нечетной характе-
ристики, с условием

γ1γ2 . . .γk = 1.

Тогда k Ê c(n, i ), где константы c(n, i ), если поле характеристики 2, соответственно
равны:

c(2,1) = 4; c(3,1) = 6;
c(4,1) = 8, c(4,2) = 4;

c(5,1) = 10, c(5,2) = 5;
c(6,1) = 12, c(6,2) = 6, c(6,3) = 4;

А, если поле нечетной характеристики, то константы c(n, i ) принимают следу-
ющее значение:
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c(2,1) = 4;
c(3,1) = 6,c(3,2) = 3;

c(4,1) = 8,c(4,2) = 4,c(4,3) = 3;
c(5,1) = 10,c(5,2) = 5,c(5,3) = 4,c(5,4) = 3;

c(6,1) = 12,c(6,2) = 6,c(6,3) = 4,c(6,4) = 3,c(6,5) = 4.

Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым
Минобрнауки РФ (Соглашение 075-02-2023-936).
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GENERATING TRIPLES OF CONJUGATE INVOLUTIONS, TWO OF WHICH COMMUTE, FOR
GROUP PSP(4,Q)

T.S. Petrut, A.M. Sokolovskaya

In this paper, we solve the problem of generating a projective symplectic group of dimension four over
any field by three conjugate involutions, two of which commute.
Keywords: generating involutions, projective symplectic group, conjugate classes, characters
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АЛГОРИТМЫ АНАЛИЗА СИСТЕМЫ ЗАВОДНЕНИЯ НА ОСНОВЕ СТРУКТУРЫ
ЛИНИЙ ТОКА

К.А. Поташев1, А.А. Ураимов2, Я.В. Сергеев3

1 kpotashev@mail.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет
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В данной статье представлены алгоритмы вычисления основных показателей разра-
ботки нефтяного пласта по индивидуальным трубкам тока. Введено понятие «уда-
ленности» запасов нефти от добывающих скважин. Предлагается оригинальный ме-
тод количественной оценки величины вовлеченных в разработку запасов и построения
кривых вытеснения, проводится их анализ.

Ключевые слова: нефтяной пласт, параметры разработки, локализация зон влия-
ния закачки, линии и трубки тока, двухфазная фильтрация, оптимизация системы
заводнения

Введение

Заводнение – ключевая технология разработки месторождений нефти. Досто-
верный анализ эффективности и оптимизации систем заводнения является важной
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задачей. Её решение возможно только при глубоком понимании процессов пере-
носа флюидов в резервуаре от нагнетательных к добывающим скважинам и коли-
чественном описании потоков, которые способны дать только надежные геолого-
гидродинамические модели, требующие решения ресурсоёмких нестационарных
задачфильтрации. Кроме того, оптимизация систем заводненияпредполагаетмно-
говариантное решение большого числа подобных задач. Поэтому традиционные се-
точные модели, прогнозирующие с достаточно высоким разрешением работу сква-
жин и динамику полей пластового давления и насыщенностей, не могут служить
инструментом для оперативного расчета всех необходимых гидродинамических
параметров фильтрационных течений в резервуаре.

Вместе с тем, источником уникальной качественной и количественной инфор-
мации о направленности и интенсивности фильтрационных потоков в резервуа-
рах является поле скоростей фильтрации и построенная на его основе сеть линий
и трубок тока. Эти данные положены в основу представленной методики анализа
эффективности систем заводнения.

Предложенныйметод основаннаиспользованиимгновенной структурылиний
тока [1] в момент начала анализа системы заводнения с построением среднесроч-
ного прогноза до нескольких лет. Полагая в течение прогнозного периода заводне-
ния структуру линий тока неизменной, на основе геологических свойств пласта и
текущих полей насыщенности и скорости фильтрации выполняется расчет основ-
ныхпоказателей разработки, а такжепостроение аналогов кривых вытеснения. При
этом ресурсоемкие нестационарные задачи переноса насыщенности в пласте не ре-
шаются, в связи с чем становится возможной оценкамножества сценариев заводне-
ния, определяемых сменой режимов работы скважин. Таким образом из большого
числа анализируемых вариантов определяется набор наиболее перспективных сце-
нариев, число которых на несколько порядков меньше исходного. Окончательный
оптимальный сценарий разработки среди найденных перспективных отыскивает-
ся уже путем численного решения небольшого числа нестационарных задач завод-
нения, позволяющих получить наиболее достоверные количественные оценки эф-
фективности заводнения.

Алгоритм оценки эффективности систем заводнения

Для построения сети линий тока между источниками и стоками, в качестве ко-
торых на участке пласта могут выступать как скважины, так и его проницаемые
границы, используется двумерное стационарное уравнение неразрывности филь-
трационного потока в осредненном по толщине пласте [2]:

div(hu) =
n∑

i=1
δ(x −xi )δ(y − yi )qi , u =− k

µ1
φ(s)gradp, (x, y) ∈ D (1)

Здесь (x, y) – литеральные координаты точек; D – область решения; p – давление
в пластовом флюиде; u – скорость фильтрации двухфазной смеси; k – абсолютная
проницаемость пласта; µ1 – динамическая вязкость водной фазы;φ(s) – суммарная
подвижность двухфазной смеси; s – водонасыщенность; h(x, y) – толщина пласта;
δ(x) – дельта–функция Дирака; qi – дебит i-ой скважины; n – количество скважин.
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Вводится понятие «удаленности» t нефтяной фазы в произвольной точке A в
зоне дренирования от добывающей скважины j , расположенной в точкеW :

t (A) =
∫ W

A

m(1− s)

u(1− f (s))
dl , (2)

где m - пористость пласта; f (s) - функция Баклея – Леверетта доли водной фазы
в потоке; u > 0 - проекция скорости фильтрации на линию тока, проходящую через
точки A, W , вдоль которой в (2) производится интегрирование.

Величина t эквивалентна времени пролета частиц («time of flight», «time of
flow», TOF, ТПЧ) и в отличие от геометрической характеристики измеряется не в
расстоянии между точками, а в приблизительном времени достижения частицей
нефтяной фазы, находящейся в данной точке, добывающей скважины, если бы
частица двигалась к ней по реализованной при данной системе заводнения линии
тока с данным полем скоростей.

Интерполяция набора полученных значений t в точках построенных линий
тока дает непрерывное поле t (x, y) во всей области пласта (или в узлах сетки,
которые необходимы для дальнейшего численного интегрирования).

Можно определить объем V os
i j текущих запасов нефти, расположенных от за-

данной добывающей скважины j в заданной трубке тока Ti j (между источником i
и стоком j ) в пределах времени удаленности τ:

V os
i j (τ) =

∫
Ti j

ħ(τ− t (x, y))m(x, y)h(x, y)(s0(x, y)− sor )dxdy, (3)

где ħ - функция Хевисайда, s0(x, y) - текущее поле нефтенасыщенности, sor - несни-
жаемая нефтенасыщенность. ФункцииV os

i j (τ) являютсямонотонно возрастающими
и в пределе совпадают с полными извлекаемыми запасами нефти в трубке тока Ti j :

lim
τ→∞V os

i j (τ) =V Sизвл.
i j , (4)

График функции V os
i j (τ) назовём кривой вытеснения по трубке тока Ti j ; функ-

ции V 0
j (τ) = ∑

i
V 0s

i j (τ) - кривой вытеснения по скважине j ; функции V 0(τ) = ∑
j

V 0
j (τ)

- кривой вытеснения по всей залежи.
Изменение режимовработы скважинбудет приводить кизменениюполя t (x, y)

и, как следствие, к изменению кривых вытеснения. Анализ изменения данных
кривых дает широкие возможности количественной оценки эффективности смены
системы заводнения.

Преимуществом использования при анализе заводнения структуры линий то-
ка является возможность выделения областей трубок тока между парами скважин
и локализованный подсчет основных показателей разработки – таких как компен-
сация отборов закачкой, коэффициенты нефтеотдачи, заводнения и охвата пласта
воздействием. Данные характеристики могут быть вычислены не только для всего
месторождения, но и для отдельных трубок тока, скважин и участков скважин.
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Применение алгоритма

В качестве примера оптимизации заводнения рассматривается область пласта
(Рис. 1) с 3 нагнетательными и 9 добывающими скважинами, объединенными в 3
группы: I) скв. 1, 4, 5; II) скв. 2, 6, 7, 8; III) скв. 3, 9, 10, 11, 12.

a) б)

Рис. 1. Модельная область участка: а) группы скважин; б)структура трубок тока

Задача оптимизации ставилась следующим образом: требовалось отыскать
распределение дебитов и/или приемистости скважин при заданном наборе огра-
ничений, доставляющее максимум величине V 0(τ) на некоторый характерный пе-
риод проектирования.

Для решения задачи оптимизации понадобилось оценить порядка 1000 вари-
антов заводнения, каждый занимал не более 10 сек машинного времени так, что
общее время оптимизации составило не более 3 часов. При решении данной зада-
чи с помощью численного моделирования нестационарной двухфазной фильтра-
ции даже в двумерной постановке на каждый вариант требуется порядка 1 часа,
то есть суммарное затраченное время составило бы порядка 1 месяца (машинное
время расчета оценено на персональном компьютере средней производительности
для инженерных расчетов на пространственно-временных сетках, гарантирующих
сходимость до поргешности вычисления дебитов скважин не более 5%) даже для
такого малого участка. Это свидетельствует о невозможности реализации общего
подхода к оптимизации систем заводнения в рамках традиционных гидродинами-
ческих моделей, поскольку время решения таких задач будет кратно превосходить
допустимые сроки принятия технологических решений.

На Рис. 2 представлены кривые вытеснения для базового и оптимизированно-
го вариантов. В качестве «базового» варианта был выбран вариант с равномерным
распределением суммарного дебита по всемдобывающим скважинамкаждой груп-
пы.

a)
б-1) б-2)

Рис. 2. Результаты расчетов: а)кривые вытеснения; б)поле насыщенности при 1.37 PV I
(закачанный поровый объём) (1 – базовый вариант, 2 – оптимальный)
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ALGORITHMS FOR THE ANALYSIS OF THE FLOODING SYSTEM BASED ON THE STRUCTURE
OF CURRENT LINES

K.A. Potashev, A.A. Uraimov, Y.V. Sergeev

The article presents algorithms for calculating the main indicators of oil reservoir development by
individual current tubes. The concept of "remoteness" of oil reserves fromproducingwells is introduced.
An original method is proposed for quantifying the amount of reserves involved in the development and
constructing displacement curves, and their analysis is carried out.
Keywords: oil reservoir, development parameters, localization of injection impact zones, flow lines and
tubes, two-phase filtration, optimization of the flooding system
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ГИПЕРЦИКЛИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ ФУНКЦИЙ,
АНАЛИТИЧЕСКИХ В ПОЛОСЕ

А.И. Рахимова1
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Введем пространство H(Ωr ) аналитических функций в полосеΩr с топологией равно-
мерной сходимости на компактах из Ωr . Рассмотрим в нем вопросы гиперциклично-
сти некоторых операторов.

Ключевые слова: пространство аналитических функций, гиперциклический опе-
ратор

Рассмотрим пространство H(Ωr ) функций, аналитических в полосе

Ωr = {z ∈C : |Im z| < r }, 0 < r ≤∞,

с топологией равномерной сходимости на компактах из Ωr

pm( f ) = sup
z∈Km

| f (z)|, m = 1,2, . . . ,

где Km — компакты в Ωr с непустой внутренностью, для которых выполняются

условия Km ⊂ i nt Km+1, m ∈N и
∞⋃

n=1
Km =Ωr . СемействоU = {Um}∞m=1 множеств

Um = { f ∈ H(Ωr ) : pm( f ) < 1

m
}
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образует фундаментальную систему окрестностей нуля в H(Ωr ). Поскольку система
полиномов полна в H(Ωr ), то H(Ωr ) — сепарабельное пространство. Пространство
H(Ωr ) — пространство Фреше.

Орбитой элемента x оператора T : X → X , где X — топологическое векторное
пространство, называется множество Or b(T, x) = {T n x}∞n=0. Линейный непрерыв-
ный оператор T : X → X называется гиперциклическим оператором, если существует
элемент x ∈ X , орбита которого плотна в пространстве X , причем элемент x ∈ X яв-
ляется гиперциклическим вектором оператора T в X [1], [2].

Теорема.Оператор сдвига Ta f (z) = f (z+a), где a ∈R\{0}, в пространствеH(Ωr )
гиперциклический.

Теорема. Оператор дифференцирования T = d
d z : H(Ωr ) → H(Ωr ) гиперцикличе-

ский в H(Ωr ).
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HYPERCYCLIC OPERATORS IN THE SPACE OF FUNCTIONS ANALYTIC IN THE STRIPE

A.I. Rakhimova

Let us introduce the space H(Ωr ) of analytic functions in the band Ωr with topology of uniform
convergence on compacts of Ωr . We consider in it the hypercyclicity of some operators.
Keywords: space of analytic functions, hypercyclic operator
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Поставлена и решена обратная задача определения длительности работы нагнета-
тельной скважины по результатам интерпретации термометрии ее изолированного
участка. Выполнена оценка точности решения задачи в широком диапазоне исходных
параметров.

Ключевые слова: заводнение нефтяных пластов, непроизводительная закачка,
термометрия скважин, обратная задача, численное моделирование

Актуальной проблемой заводнения нефтяных пластов является непроизводи-
тельная закачка, когда нагнетаемая через скважину вода проникает в нецелевые
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пропластки. Такие эффектымогут возникать, например, при нарушении герметич-
ности эксплуатационной колонны. При определении интервалов гидродинамиче-
ской связи ствола нагнетательной скважины с пластом однимиз надежныхметодов
является термометрия–измерение температурывдоль ствола скважинывпроцессе
ее работы и последующей остановки, когда температура в стволе восстанавливает-
ся к пластовой [1].

Сообщающиеся с пластом интервалы скважины характеризуются особой дина-
микой кривых восстановления температуры, поскольку в период работы скважи-
ны температурное возмущение здесь возникает не только за счет теплопроводно-
сти, но и конвективного переноса тепла. Интерпретация набора термограмм отно-
сится к классу обратных некорректных задач, поиск решения которых осложняет-
ся неопределенностью в исходных данных. Одним из таких факторов часто явля-
ется отсутствие информации о длительности работы скважины перед ее останов-
кой. В настоящей работе рассматривается задача определения данного параметра
по результатам термометрии на верхнем непроницаемом интервале скважины. В
отсутствие конвективного переноса тепла на данном интервале процесс распре-
деления температуры определяется лишь теплопроводностью, снижается неопре-
деленность исходных данных и повышается достоверность решения соответству-
ющей обратной задачи. Уточненная таким образом длительность периода работы
нагнетательной скважины впоследствии повышает корректность решения исход-
ной задачи.

Уравнение теплопроводности в безразмерном виде в однородном горизон-
тальном слое пласта на уровне изолированного участка скважины в предположе-
нии осевой симметрии процесса имеет вид

∂θ
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, r > rc , t > 0, (1)

где t – время; θ – средняя температура слоя; η – температуропроводность; rc –
радиус внешней стенки скважины.

Уравнение (1) записано в пренебрежении вертикальным теплообменом, счи-
тая рассматриваемый интервал скважины достаточно протяженным. Данное урав-
нение действует как в период работы скважины 0 < t < t0 , когда через ее ствол про-
ходит вода постоянной температуры, так и в период ее остановки t0 < t , когда тем-
пература воды в стволе постепенно восстанавливается до пластовой.

Вначальныймомент временипластимеетневозмущеннуютемпературу.Пласт
граничит со стенкой скважины радиуса rc , в которую закачивается вода постоянной
температуры.

t = 0 : θ (r ) = 0, (2)

r = rc : θ = 1, (3)

r →∞ : θ = 0. (4)

Решение задачи (1) – (4) строится с помощью введения автомодельной пере-
менной [2]

ζ= r

2
p
ηt

.
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Тогда данная задача имеет вид

θ′′+
(
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)
θ′ = 0,

ζ→ ζc : θ = θI ; ζ→∞ : θ = θG .

С учетом граничных условий найдено решение:
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)
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) .

Окончательный вид распределения температуры вдоль пропластка
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Рис. 1. Профиль температуры на моменты времени 0.001 (1), 0.01 (2), 0.1 (3) при η= 1

Таким образом θ(t0,r ) описывает распределение температуры в период окон-
чания работы скважины (Рис. 1).

Второй этап – восстановления температуры – описывается уравнением (1) c
начальным условием, определенным из (5):

t = t0 : θ(t0,r ) = Ei
(−r 2

/
4ηt0

)
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(−r 2
c
/

4ηt0
) (6)

и граничными условиями

r = rc :
∂θ

∂t
= β

rc

∂θ

∂r
, β= 2

cρ

cwρw
, (7)

r →∞ : θ = 0, (8)

где ρ - плотность, c - удельная теплоемкость; нижний индекс w обозначает при-
надлежность к водной фазе. Предполагается, что средняя температура в скважиине
близка к температуре на правой границе пласта, поэтому для ее вычисления ис-
пользуется скоростное граничное условие (7).

Задача (1), (6)–(8) решалась численно. Ее решение, определяющее поле темпе-
ратуры в период остановки скважины, обозначим как Θ(r, t , t0).
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Замеры температуры в скважине производятся в период ее простоя, то есть
при t > t0. Обратная задача заключается в поиске такой величины t0, при которой
минимизируется величина невязки между расчетной температурой в скважине
Θ(rc , t j , t0) и замерами температуры в скважине Θw (t j ) :

ρ2(t0) = 1

2Nt

Nt∑
j=1

(Θ(rc , t j , t0)−Θw (t j ))2 → min
t0

. (9)

Для решения задачи градиентными методами минимизации определим про-
изводную (9) по параметру t0
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,

а также введем обозначение

∂Θ(r, t , t0)

∂t0
=Θ′(r, t , t0).

Для удобства введем новую переменную для времени, отсчитываемую с момента
начала восстановления температуры:

τ= t − t0,

и далее продифференцируем задачу (1), (6)–(8) по t0:
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r →∞ :Θ′ = 0. (13)

Начальное условие (11), полученное путем дифференцирования (6) по пара-
метру t0 имеет вид
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e
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Отметим, что задача (10)–(13) отлична от (1), (6)–(8) лишь начальным услови-
ем (Рис. 2).

Задача минимизации (9) решалась с помощью метода Ньютона. Эффектив-
ность алгоритма была проверена на ряде модельных задач.

Работа выполнена за счет средствПрограммы стратегического академического
лидерства Казанского (Приволжского) федерального университета («ПРИОРИТЕТ–
2030»).
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Рис. 2. Вид начального условия θ′0(t0,r ) для t0 = 0.015 (1), 0.02 (2), 0.025 (3) при η= 1
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ESTIMATED DURATION OF WELL PERFORMANCE BASED ON TEMPERATURE LOGGING

D.R. Salimyanova, K.A. Potashev

This paper set up and decide the inverse problem evaluate time length injective well performance based
on results of insulated section temperature logging. The accuracy of solving was assessed in a wide
range of input parameters.
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Возросший интерес к истории математического факультета Казанского
государственного педагогического университета, заставил меня рассказать об
основных этапах развития математического образования с периода 1918-2011
гг.. История математики в Казанском государственном педагогическом уни-
верситете начинается с момента его основания - с 1918 г. Тогда был открыт
физико-математический факультет (Казанский педагогический институт, высший
институт народного образования (1918-1922 г.)). Для чтения основных курсов были
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приглашены ведущие ученые Казанского университета [1].

К 1922 году в связи с образованием автономных республик и областей народов
Поволжья резко возросла потребность в учительских кадрах. Особенно остро
чувствовался недостаток учителей в школах, ведущих обучение на татарском,
марийском и других языках. Поэтому 22 августа 1922 года Президиум колле-
ги Главпрофобра Наркомпроса РСФСР принял решение организовать в Казани
Восточный педагогический институт, который объединил три вуза: Восточный
институт народного образования, Восточную академию и факультет общественных
наук КГУ. Именно в эти годы на математическом отделении работал выдающий
геометр Широков Петр Алексеевич. С 1928 года в учебную работу математического
отделения педагогического института включился крупный ученый-алгебраист
Чеботарев Николай Григорьевич.

В 1930 году на работу в педагогический институт был приглашенЮсупов Нури
Валиевич, крупный специалист по истории математики и методики преподавания.

С 1929 года на кафедре математики стал работать Нигматуллин Зайнулла
Хайруллович. Кандидат наук, автор учебника по аналитической геометрии на
татарском языке.

С 1931 года институт переименовывается в Татарский педагогический инсти-
тут. Именно в эти годы начинают работать заочное и вечернее отделения.
С 19 августа 1934 года Татарский педагогический университет стал называть-
ся Казанским государственным педагогическим институтом. Состоял из шести
факультетов, среди которых был и физико-математический с отделениями мате-
матики и физики. Деканом факультета и одновременно заведующим кафедрой
математики был Юсупов Н.В.

Приказом Государственного комитета Российской Федерации по высшему
образованию от 18 ноября 1994 года Казанский государственный педагогический
институт был переименован в Казанский государственный педагогический уни-
верситет.

22 июня 2005 года Казанский государственный педагогический университет
переименовывается в Татарский государственный гуманитарно-педагогический
университет. К нему присоединились два вуза республиканского подчинения -
Татарский государственный гуманитарный институт и Татарско-американский
региональный институт.

В 2011 году был начат процесс преобразования факультетов Татарского госу-
дарственного гуманитарно-педагогического университета в институты Казанского
(Приволжского) федерального университета.

За многолетнюю историю не раз менялось название факультетов и кафедр:
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1918-1995 гг. деканы физико-математического факультета:
1. 1918-1931 гг. Пономарев Николай Петрович;
2. 1931-1937 гг. Юсупов Нури Валеевич;
3. 1937-1938 гг. Залесский Н.К.;
4. 1939-1943 гг. Салехов Гарун Самигуллович;
5. 1943-1956 гг. Альмухамедов Мазит Ифатович;
6. 1956-1958 гг. Назмиев Хайри Салихович;
7. 1958-1959 гг. Юнусов Камал Салахович;
8. 1960-1961 гг. Газизов Барей Газизович;
9. 1961-1963 гг. Непочатых Петр Федорович;
10. 1963-1971гг. Тукаев Анвар Гараевич;
11. 1971-1972 гг. Юльметьев Ренат Музипович;
12. 1972-1978 гг. Хайруллин Сагит Хайруллович;
13. 1978-1986 гг. Юльметьев Ренат Музипович;
14. 1986-1990 гг. Гайфуллин Василь Габдуллович;
15. 1991-1995 гг. Галяутдинов Ильдархан Галяутдинович.

1995-2011 гг. деканы математического факультета:
1. 1995-1997 гг. Галяутдинов Ильдархан Галяутдинович;
2. 1997-2011 гг. Хуснетдинов Мансур Зиятдинович.
1918-1948 гг. заведующие кафедрой математики:
1. 1918-1925гг. Пономарев Николай Петрович;
2. 1925-1931гг. Парфентьев Николай Николаевич;
3. 1931-1937 гг. Юсупов Нури Валеевич;
4. 1937-1948 гг. Альмухамедов Мазит Ифатович.

1948-2011 гг. заведующие кафедрой математического анализа:
1. 1948-1971 гг. Альмухамедов Мазит Ифатович;
2. 1971-1975 гг. Газизов Барей Газизович, Мударисов Ильгиз Хабибулович, Сайфул-
лин Энгель Гумерович - и.о. зав. кафедрой;
3. 1975-1976 гг. Зиновьев Николай Павлович;
4. 1976-1986 гг. Якушев Нурулла Зайдуллович;
5. 1986-1989 гг. Мударисов Ильгиз Хабибулович;
6. 1990-2011 гг. Мухлисов Фоат Габдуллович.

1948-1985 гг. заведующие кафедрой алгебры и геометрии:
1. 1948-1957 гг. Салехов Гарун Самигуллович;
2. 1958-1962 гг. Фридлендер Владимир Ростиславович;
3. 1962-1975 гг. Юнусов Камал Салахович;
4. 1975-1985 гг. Галяутдинов Ильдархан Галяутдинович.

1948-2011 гг. заведующие кафедрой алгебры:
1. 1985-1986 гг. Галяутдинов Ильдархан Галяутдинович;
2. 1986-2008 гг. Галиева Ляля Исхаковна;
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3. 2008-2011 гг. Салехова Ляйля Леонардовна.

1976-2011 гг. заведующие кафедрой вычислительной математики и информа-
тики:
1. 1976-1995 гг. Зиновьев Николай Павлович;
2. 1995-2003 гг. Шаймуратов Рафат Вафаевич;
3. 2003-2004 гг. Хисматуллина Наиля Абдулхаевна - и.о. зав. кафедрой;
4. 2004-2007 гг. Галеев Велер Нуретдинович;
5. 2007- 2011 гг. Хакимов Радик Гумерович.

1985-2011 гг. заведующие кафедрой геометрии:
1. 1985-2011 гг. Игнатьев Юрий Геннадиевич.

2011 гг. заведующие кафедрой геометрии и математического моделирования:
1. 2011 гг. Игнатьев Юрий Геннадиевич.

1989-2011 гг. заведующие кафедрой теории и методики обучения математике:
1. 1989-1990 гг. Шамсутдинов Марс Шамсутдинович;
2. 1990-1996 гг. Закиров Василь Закирович;
3. 1996-2011 гг. Шакирова Кадрия Бариевна.

На рисунках 1 - 2 представлены фотографии из архива: Рис. 1 декан факуль-
тета проводит совещание с заведующими кафедрами и заместителями декана: зав.
кафедрой геометрии, профессор Игнатьев Ю.Г., зав. кафедрой алгебры, профессор
Галиева Л.И., зав. кафедрой математического анализа, профессорМухлисов Ф.Г, де-
кан факультета Хуснетдинов М.З, заместитель декана по учебной работе Гафуров
Г. Г., зав. кафедрой теории и методики обучения математике, профессор Шакирова
К.Б., зав. кафедрой, профессор Шаймуратов Р. В. , заместитель декана по воспита-
тельной работе Галиуллин Д. К.; Рис. 2. Учительский институт.

Конечно, рассказывая потомкам о факультете, напоминаю, что в 2023 году
исполняется 105 лет со дня основания математического факультета Казанского
педагогического института

Я рада, что мне повезло работать более 10 лет с такими талантливыми и це-
леустремленными людьми, как Вы. С юбилеем, родной математический факультет
Казанского государственного педагогического университета.
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The history of the Faculty of Mathematics of the Kazan State Pedagogical University is described.
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Рис. 1. Совещание заведующих кафедрами и заместителей декана -
2001 г.

Рис. 2. Казань. Учительский институт.
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Исследуется параметрическая задача на собственные значения в бесконечномерном
гильбертовом пространстве, возникающая в механике нагруженных тонкостенных
конструкций. Установлены асимптотические свойства решений в зависимости от
параметров нагружения. Исходная бесконечномерная задача аппроксимируется в ко-
нечномерном подпространстве. Получены оценки погрешности приближений.

Ключевые слова: собственное значение, собственныйэлемент, задачана собствен-
ные значения, конечномерная аппроксимация

Пусть R обозначает числовую прямую, Λ= (0,∞), Λ= [0,∞), V есть веществен-
ное бесконечномерное гильбертово пространство с нормой ∥ · ∥. Определим сим-
метричные билинейные формы a : V ×V → R, b : V ×V → R и c : V ×V → R, удовле-
творяющие условиям: α1∥v∥2 É a(v, v) Éα2∥v∥2 для любого v ∈ V и положительных
констант α1 и α2, b(v, v) > 0 для v ∈ V \ {0}, b(vi , vi ) → b(v, v) при i →∞, где vi * v в
V при i →∞, c(u, v) = f (u) f (v) для u, v ∈V , где f : V →R есть линейный ограничен-
ный функционал, codimV0 = 1, V0 = {v : v ∈ V , f (v) = 0}.

В работе изучаются параметрические задачи на собственные значения в гиль-
бертовом пространстве, моделирующие собственные колебания нагруженных ме-
ханических систем [1, 2, 3]. Эти задачи имеют следующую вариационную форму-
лировку.

Задача 1. При фиксированных ξ,µ ∈ Λ найти λ = λ(ξ,µ) ∈ R, u = uξ,µ ∈ V \ {0},
такие, что a(u, v)+ξc(u, v) = λ(b(u, v)+µc(u, v)) для любого v ∈ V.

Для исследуемого класса математических моделей гильбертово пространство
V определяется как прямое произведение пространств Соболева. Физические па-
раметры задачи ξ,µ ∈ Λ задают параметры нагружения механической системы
конструкция-груз-опора, µ – масса присоединённого груза, ξ – коэффициент упру-
гости опорыприсоединённого груза. Собственные значения задачиλ=λ(ξ,µ) опре-
деляют резонансные частоты колебаний, собственные элементы задачи u = uξ,µ

определяют резонансные формы колебаний. В работе проводится теоретическое
исследование резонансных частот и резонансных форм в зависимости от парамет-
ров нагружения.

Для исследования предельных свойств решений на границе интервалаΛ также
вводятся вспомогательные предельные задачи на собственные значения 2, 3 и
вариационное уравнение задачи 4.

Задача 2.Найти λ ∈R, u ∈V0 \{0}, такие, что a(u, v) =λb(u, v) для любого v ∈V0.
Задача 3. При фиксированных ξ ∈ Λ и µ ∈ Λ найти η = η(ξ,µ) ∈ R, u = u(ξ,µ) ∈

V \ {0}, такие, что a(u, v)+ξc(u, v) = ηµc(u, v) для любого v ∈ V.
Задача 4. Найти u = u0 ∈V такой, что a(u, v) = f (v) для любого v ∈V.

Теорема 1. Существуют конечнократные собственные значения λk = λk (ξ,µ),
k = 0,1, . . . , задачи 1, занумерованные в порядке неубывания, λk → ∞, k → ∞, и
соответствующие собственные элементы uk = u

ξ,µ
k , k = 0,1, . . . , a(ui ,u j )+ξc(ui ,u j ) =

λiδi j , b(ui ,u j )+µc(ui ,u j ) = δi j , i , j = 0,1, . . .

Теорема 2. Существуют конечнократные собственные значения λ(0)
k , k = 1,2, . . . ,

задачи 2, занумерованные в порядке неубывания,λ(0)
k →∞, k →∞, и соответствующие
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собственные элементы u(0)
k , k = 1,2, . . . , a(u(0)

i ,u(0)
j ) = λ(0)

i δi j , b(u(0)
i ,u(0)

j ) = δi j , i , j =
1,2, . . .

Теорема 3. Единственное простое собственное значение η(ξ,µ) и единственный

нормированный собственный элемент u(ξ,µ), f (u(ξ,µ)) = 1p
µ

, задачи 3 определяются

формулами

η(ξ,µ) = ξ

µ
+ 1

µ f (u0)
, u(ξ,µ) = u0p

µ f (u0)
,

где u0 есть единственное решение вариационного уравнения задачи 4.

Для сокращения будемтакжеполагатьλk (µ) =λk (0,µ),λk (ξ) =λk (ξ,0), u
µ

k = u
0,µ
k ,

uξk = uξ,0
k , k = 0,1, . . .

Теорема 4. Для фиксированного параметра ξ ∈ Λ имеет место сходимость
0 < η(ξ,µ)−λ0(ξ,µ) → 0 при µ→∞, u(ξ,µ) −u

ξ,µ
0 → 0 в V при µ→∞, где f (u

ξ,µ
0 ) > 0.

Отметим, что согласно теоремам 3 и 4 основная собственная частота (основной
тон) системы конструкция-груз-опора приближается с ростом массы груза µ к соб-
ственной частоте ω системы опора-груз-опора ω = p

η = √
(ξ+Å)/µ, Å = (

f (u0)
)−1 ,

где Å и ξ – коэффициенты упругости опор системы опора-груз-опора.

Теорема 5. Для фиксированного параметра ξ ∈ Λ имеет место сходимость
0 Éλk (ξ,µ)−λ(0)

k → 0 при µ→ ∞, любая последовательность µ′ → ∞ содержит под-

последовательность µ′′ → ∞ такую, что u
ξ,µ
k → u(0)

k в V , f (u
ξ,µ
k ) = O(1/µ), при µ =

µ′′ →∞, для простого λ(0)
k выполняется сходимость u

ξ,µ
k → u(0)

k в V , f (u
ξ,µ
k ) = O(1/µ),

при µ→∞, где b(u(0)
k ,u

ξ,µ
k ) > 0, k = 1,2, . . ., µ ∈ Λ.

Теорема 6. Для фиксированного параметра ξ ∈ Λ имеет место сходимость
0 Éλk (ξ)−λk (ξ,µ) → 0 при µ→ 0, любая последовательность µ′ → 0 содержит подпо-
следовательностьµ′′ → 0такую, чтоu

ξ,µ
k → uξk вV , приµ=µ′′ → 0, для простогоλk (ξ)

выполняется сходимость u
ξ,µ
k → uξk в V при µ→ 0, где b(u

ξ,µ
k ,uξk ) > 0, µ ∈Λ, k = 0,1, . . .

Теорема 7. Для фиксированного параметра µ ∈ Λ имеет место сходимость
0 Éλ(0)

k+1 −λk (ξ,µ) → 0 при ξ→ ∞, любая последовательность ξ′ → ∞ содержит под-

последовательность ξ′′ → ∞ такую, что u
ξ,µ
k → u(0)

k+1 в V , f (u
ξ,µ
k ) = O(1/ξ), при ξ =

ξ′′ →∞, для простого λ(0)
k выполняется сходимость u

ξ,µ
k → u(0)

k+1 в V , f (u
ξ,µ
k ) =O(1/ξ),

при ξ→∞, где b(u(0)
k+1,u

ξ,µ
k ) > 0, ξ ∈ Λ, k = 0,1, . . .

Теорема 8. Для фиксированного параметра µ ∈ Λ имеет место сходимость
0 Éλk (ξ,µ)−λk (µ) → 0 при ξ→ 0, любая последовательность ξ′ → 0 содержит подпо-
следовательность ξ′′ → 0такую, что u

ξ,µ
k → u

µ

k вV , при ξ= ξ′′ → 0, для простого λk (µ)

выполняется сходимость u
ξ,µ
k → u

µ

k в V при ξ→ 0, где b(u
µ

k ,u
ξ,µ
k ) > 0, ξ ∈Λ, k = 0,1, . . .

Теорема 9. При достаточно малых величинах |ξ−ζ| и |µ−η| выполнены оценки:
|λk (ξ,µ)−λk (ζ,η)| É c(|ξ−ζ|+ |µ−η|), ∥u

ξ,µ
k −u

ζ,η
k ∥ É c(|ξ−ζ|+ |µ−η|), где константа

c не зависит от величин |ξ− ζ| и |µ−η|, b(u
ξ,µ
k ,u

ζ,η
k ) > 0.
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Введём конечномерные подпространства Vh гильбертова пространства V раз-
мерности N = Nh, удовлетворяющие условию εh(v) = inf

vh∈Vh

∥v − vh∥→ 0 при h → 0 и

для любого элемента v из V . Обозначим Eh(W ) = sup
w∈W,∥w∥=1

εh(w), где W – подпро-

странство V.
Задача 5. При фиксированных ξ,µ ∈ Λ найти λh = λh(ξ,µ) ∈ R, uh = uξ,µ,h ∈

Vh \{0}, такие, что a(uh , vh)+ξc(uh , vh) =λh(b(uh , vh)+µc(uh , vh)) для любого vh ∈Vh .
Задача 6. Найти λh ∈ R, uh ∈ V0h \ {0}, такие, что a(uh , vh) = λb(uh , vh) для

любого vh ∈ V0h , где V0h = V0 ∩Vh .
Задача 7. При фиксированных параметрах ξ ∈Λ и µ ∈Λ найти ηh = ηh(ξ,µ) ∈R,

uh = u(ξ,µ,h) ∈ Vh \ {0}, такие, что a(uh , vh) + ξc(uh , vh) = ηµc(uh , vh) для любого
vh ∈ Vh .

Задача 8. Найти uh = uh
0 ∈Vh такой, что a(uh , vh) = f (v) для любого vh ∈Vh .

Теорема 10. Существуют собственные значения λh
k = λh

k (ξ,µ), k = 0,1, . . . , N −1,
задачи 5, занумерованные в порядке неубывания, и соответствующие собственные
элементы uh

k = u
ξ,µ,h
k , k = 0,1, . . . , N − 1, a(uh

i ,uh
j ) + ξc(uh

i ,uh
j ) = λh

i δi j , b(uh
i ,uh

j ) +
µc(uh

i ,uh
j ) = δi j , i , j = 0,1, . . . , N − 1.

Теорема 11.Существуют собственные значенияλ(0,h)
k , k = 1,2, . . . , N−1, задачи 6,

занумерованные в порядке неубывания, и соответствующие собственные элементы
u(0,h)

k , k = 1,2, . . . , N −1, a(u(0,h)
i ,u(0,h)

j ) =λ(0,h)
i δi j , b(u(0,h)

i ,u(0,h)
j ) = δi j , i , j = 1,2, . . . , N −

1.

Теорема 12. Единственное простое собственное значение ηh(ξ,µ) и единствен-

ный нормированный собственный элемент u(ξ,µ,h), f (u(ξ,µ,h)) = 1p
µ

, задачи 7 опреде-

ляются формулами

ηh(ξ,µ) = ξ

µ
+ 1

µ f (u0)
, u(ξ,µ,h) = uh

0p
µ f (uh

0 )
,

где uh
0 есть единственное решение вариационного уравнения задачи 8.

Для сокращения будем также полагать λh
k (µ) = λh

k (0,µ), λh
k (ξ) = λh

k (ξ,0), u
µ,h
k =

u
0,µ,h
k , uξ,h

k = uξ,0,h
k , k = 0,1, . . . , N − 1.

Теорема 13. Для фиксированного параметра ξ ∈ Λ имеет место сходимость
0 < ηh(ξ,µ)−λh

0 (ξ,µ) → 0 при µ→∞, u(ξ,µ,h)−u
ξ,µ,h
0 → 0 вVh при µ→∞, где f (u

ξ,µ,h
0 ) >

0.

Теорема 14. Для фиксированного параметра ξ ∈ Λ имеет место сходимость
0 Éλh

k (ξ,µ)−λ(0,h)
k → 0 при µ → ∞, любая последовательность µ′ → ∞ содержит

подпоследовательность µ′′ → ∞ такую, что u
ξ,µ,h
k → u(0,h)

k в Vh, f (u
ξ,µ,h
k ) = O(1/µ),

при µ = µ′′ → ∞, для простого λ(0,h)
k выполняется сходимость u

ξ,µ,h
k → u(0,h)

k в Vh,

f (u
ξ,µ,h
k ) =O(1/µ), при µ→∞, где b(u(0,h)

k ,u
ξ,µ,h
k ) > 0, k = 1,2, . . . , N −1, µ ∈Λ.
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Теорема 15. Для фиксированного параметра ξ ∈ Λ имеет место сходимость
0 Éλh

k (ξ)−λh
k (ξ,µ) → 0 при µ→ 0, любая последовательность µ′ → 0 содержит подпо-

следовательность µ′′ → 0 такую, что u
ξ,µ,h
k → uξ,h

k в Vh, при µ = µ′′ → 0, для просто-

го λh
k (ξ) выполняется сходимость u

ξ,µ,h
k → uξ,h

k в Vh при µ→ 0, где b(u
ξ,µ,h
k ,uξ,h

k ) > 0,
µ ∈ Λ, k = 0,1, . . . , N − 1.

Теорема 16. Для фиксированного параметра µ ∈ Λ имеет место сходимость
0 Éλ(0,h)

k+1 −λh
k (ξ,µ) → 0 при ξ → ∞, любая последовательность ξ′ → ∞ содержит

подпоследовательность ξ′′ → ∞ такую, что u
ξ,µ,h
k → u(0,h)

k+1 в Vh, f (u
ξ,µ,h
k ) = O(1/ξ),

при ξ = ξ′′ → ∞, для простого λ(0,h)
k выполняется сходимость u

ξ,µ,h
k → u(0,h)

k+1 в Vh,

f (u
ξ,µ,h
k ) =O(1/ξ), при ξ→∞, где b(u(0,h)

k+1 ,u
ξ,µ,h
k ) > 0, ξ ∈Λ, k = 0,1, . . . , N −1.

Теорема 17. Для фиксированного параметра µ ∈ Λ имеет место сходимость
0 Éλh

k (ξ,µ)−λh
k (µ) → 0 при ξ → 0, любая последовательность ξ′ → 0 содержит под-

последовательность ξ′′ → 0такую, что u
ξ,µ,h
k → u

µ,h
k в Vh, при ξ= ξ′′ → 0, для просто-

го λh
k (µ) выполняется сходимость u

ξ,µ,h
k → u

µ,h
k в Vh при ξ→ 0, где b(u

µ,h
k ,u

ξ,µ,h
k ) > 0,

ξ ∈ Λ, k = 0,1, . . . , N − 1.

Теорема 18. При достаточно малых величинах |ξ−ζ| и |µ−η| выполнены оценки:
|λh

k (ξ,µ)−λh
k (ζ,η)| É c(|ξ−ζ|+|µ−η|), ∥u

ξ,µ,h
k −u

ζ,η,h
k ∥ É c(|ξ−ζ|+|µ−η|), где константа

c не зависит от величин |ξ−ζ| и |µ−η|, b(u
ξ,µ,h
k ,u

ζ,η,h
k ) > 0.

Теорема 19. Имеют место оценки погрешности 0 É λh
k (ξ,µ) − λk (ξ,µ) É

c(Eh(U ))2, ∥u
ξ,µ,h
k −u

ξ,µ
k ∥ É cEh(U ), гдеU – собственное подпространство, соответ-

ствующее λh
k (ξ,µ).

Теорема 20. Справедливы оценки 0 É λ(0,h)
k −λ(0)

k É c(Eh(U0))2, ∥u(0,h)
k − u(0)

k ∥ É
cEh(U0), гдеU0 – собственное подпространство, соответствующее λ

(0)
k .

Теорема 21. Выполняются оценки погрешности 0 É ηh(ξ,µ) − η(ξ,µ) É
c(εh(u(ξ,µ)))2, ∥u(ξ,µ,h) −u(ξ,µ)∥ É cεh(u(ξ,µ)).
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APPROXIMATION OF THE PARAMETRIC EIGENVALUE PROBLEM IN THE HILBERT SPACE

A.A. Samsonov

A parametric eigenvalue problem in infinite-dimensional Hilbert space arising in mechanics of loaded
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thin-walled structures is investigated. Asymptotic properties of the solutions in dependence on load
parameters are established. The initial infinite-dimensional problem is approximated in a finite-
dimensional subspace. The approximation error estimates are obtained.
Keywords: eigenvalue, eigenelement, eigenvalue problem, finite-dimensional approximation

УДК 930.2

О ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ИССЛЕДОВАНИЯХ АЛЬ-КУШЧИ
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В настоящей работе рассматривается некоторые результаты известного ученого
средневековья, представителя Самаркандской научнойшколыМавляна Аловуддин Али
ибни Мухаммад аль-Кушчи (1402–1474) в области геометрии, который в своих рабо-
тах изучал такие вопросы, как определение основных понятий и терминов, вопросы
планиметрии, вопросы стереометрии и т.д.

Ключевые слова: история геометрии, аль – Кушчи, средние века, Центральная
Азия, геометрические фигуры

Как известно, ученые-естествоиспытатели средневекойЦентральнойАзии, та-
кие как Абурайхан Беруни, Абунаср Фараби, Нариддин Туси, Омар Хайям и многие
другие в области точных наук достиги определенных результатов[1]. Следует отме-
тить, что они свои исследования достигли в основном работая в обсерваториях, на-
пример, Туси в обсерваторииМароге, Омар Хайям в Исфахане. Здесь уместно отме-
тить и Самаркандскую научную школу, созданной при обсерватории.

Одним из видным представителем Самаркандской научной школы, основан-
ной правителем того времени Улугбеком (1398-1449), является Мавляна Аловуддин
Али ибни Мухаммад аль-Кушчи (1402, Самарканд - 1474, Стамбул), который наряду
с математическими и астрономическими исследованиями уделял особое внимание
вопросам геометрии. О жизни и деятельности ученого сведения можно найти в мо-
нографии таджикского ученого Г. Собирова [2].

Известны следующие трактаты ученого по вопросам геометрии:
1. "Книга о науке измерения
2. "Трактат о геометрии
3. "Трактат о решениях луноподобных тел
4. Трактат о решениях геометрических задач". Геометрических исследований

ал-Кушчи можно делит на следующие части:
а) определение основных понятий и терминов по геометрии;
б) вопросы планиметрии по предложениям;
в) вопросы стереометрии по предложениям.
В своей книге "Книга о науке измерения"ал-Кушчи в качестве основ геометрии

приводит 85 определений, аксиом и терминов. Определяя понятию измерения он
дает следующее опреление:



А.Э. Сатторов, А.Ш. Исмоилов 97

"Измерение это нахождение величин, сколько раз, что в величины простран-
ственно непрерывно нужно, линейной единицы, или ее часть, если существует ли-
ния; или сколько раз в квадратичных единицах, если он является плоским; или
сколько раз кубическая единица если он является телом".

Он в качестве единиц измерения использует следующих измерений: Волосы
(мў) - толщина одной пряди конского волоса (около 0,5 мм), Шаир - толщина сред-
него зерна ячменя (6 волосков, то есть примерно 3 мм), Зираъ - длина 1 локоть (24
дюйма, примерно 43,2 см), Касаба - локоть (6 локтей, примерно 2 м 59 см), Шаг (ка-
дам) - стопа Исбаъ (проще говоря, палец) - 6 дюймов, то есть примерно 18 мм), Фар-
сах - фарсанг (2000 саженей, примерно 6-7 км) и другие. По его измерениям ради-
ус Земли равен 2485 фарсангам, и подобные измерения использовались в странах
Центральной Азии до 19 века. Позже аль-Кушчи объясняет сходство с определени-
ями Евклида точки, линии и плоскости и определяет прямую линию как "самую ко-
роткую линию между двумя точками". Все линии он делит на три типа: прямые,
мустави (круговые) и мунхани (изогнутые). Он предложил следующее определение
параллельных линий: "Две прямые, лежащие в одной плоскости, называются па-
раллельными, если расстояние между ними постоянно в каждой их точке". За сле-
дующими определениями - "скобка"(иными словами, дуга), "хорда"(ватар), "высо-
та"(доля), "синус"(љайб- карман), "косинус"(љайби тамом, иными словами - допол-
нительный синус) аль-Кушчи использовал труды индийских учёных.

Изучая треугольники, аль-Кушчи опирался на теорему Пифагора и делил их на
три типа: прямоугольный треугольник (c2 = a2 + b2), остроугольный треугольник
(c2 < a2 + b2). и тупоугольный треугольник (c2 > a2 + b2). Для определения четы-
рехугольников он предложил следующие слова: тип-тело четырехугольника, вид-
квадрат, прямоугольник, ромб, трапеция и др. способствует его эффективности.

В свою очередь он разделил трапецию на три типа: "якќанота "односторон-
нюю одна из двух ее непараллельных сторон перпендикулярна параллельным сто-
ронам; "баробарќанота "равный у которой две непараллельные стороны равны, и
"гуногунќанота "разнообразный у которой непараллельные стороны не равны, и ни
одна из них не перпендикулярна параллельным сторонам.

Среди пространственных тел он рассматривает "призму"(маншур), "ци-
линдр"(устувана - столб - "полированная колонна"), "конус"(махрут - "полиро-
ванный"), "пирамида"(мањрути музлиа - конус с основанием многоугольниика),
"усеченный конус". (мањрути ноќис - дефектный конус"), "усеченную пирами-
ду"(мањрути музала ноќис - неполная пирамида). А также он сферу определяет
как "тело, у которого все стороны от центра расположены одинаково". Следует
отметить, что аль-Кушчи исследовал и наклонные тела.

В первой части книги "Книга о науке измерения названной "Измерение площа-
дей плоских тел состоящей из семи глав, аль-Кушчи описывает различные методы
вычисления площадей плоских тел, особенно треугольников, четырехугольников,
многоугольников, длины и площади кругов и их частей, площади "чечевицеобраз-
ных "лунообразных "подковообразных "кольцеобразных"и других объектов.

Например, для нахождения площади треугольника аль-Кушчи основывается
следующим эквивалентным правилам:

S =
√

(p(p −a)(p −b)(p − c),S = pr и S = 1/2ah,
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где 2p = a+b+c,r - радиус описанной окружности треугольника, который вычисля-
ется формулой r = bcsi n A : (a +b + c). В этом случае он высоту треугольника с по-
мощью вычислениями построения и приведением конкретных примеров, при этом
он следует работу Омара Хайяма [3, с. 97 - 110].

При вычислении длину окружности и площади круга, а также его частей уче-
ный вместо π следующих значений:

π= 22 : 7 ва π= 3,8029′ = 3,1416

Здесь он особое внимание он уделяет методам определения площади сегмента
и сектора. Аль - Кушчи вначале правилу вычисления площади сектора определяет
по дуге l и диаметру d , которое эквивалентно формуле S = (ld) : 4, затем по ватару,
высоты и дуги.

Здесь он особое внимание он уделяет методам определения площади сегмента
и сектора. Аль - Кушчи вначале правилу вычисления площади сектора определяет
по дуге l и диаметру d , которое эквивалентно формуле S = (ld) : 4, затем по ватару,
высоты и дуги.

Здесь аль - Кушчи диаметр круга определяет используя свойства делении от-
резков в круге. Если высота будет h и ватар a , то по аль-Кушчи диаметр выражается
как

d = h + a2

4h
Отсюда, для площади сектора получает формулу

S = l

2

1

2

(
h + a2

4h

)
Далее, из из разности площади сектора и площади треугольника (если сегмент
меньше чем полукруга), а также их слагая (если сегмент больше чем полукруга) он
находит формулу площади сегмента:

Scегмент = SсекторśS ABO = l

4

(
h + a2

4h

)
± 1

2
a ·α

гдеα = R − h или α = h − R. Следовательно, аль - Кушчи площадь сегмента круга
определяет по дугеl , ватара а ва высоты h:

S = 4h2(l +a)± (l −a)

16h

Кроме этого, аль-Кушчи дает приближенную формулу для вычисления площади
сегмента:

S = a2

4 ·14
+ (a +h)h

2
В следующих частях геометрии он уделяет внимание задачам измерения пло-

щади плоских фигур, объем тел и их частей, которые являются равнозначними со-
временным формулам, с учетом, того, что им был использован π= 22 : 7.

Таким образом, геометрические исследования ал-Кушчи занимают важное ме-
сто в истории средневековой геометрии.
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ABOUT GEOMETRICAL STUDIES OF AL-KUSHCHI

A.E. Sattorov, A.Sh. Ismoilov

This paper examines some of the results of the famous medieval scientist, representative of the
Samarkand scientific school Mawlana Alovuddin Ali ibni Muhammad al-Kushchi (1402–1474) in the
field of geometry, who in his works studied such issues as the definition of basic concepts and terms,
issues of planimetry, issues stereometry, etc.
Keywords: history of geometry, al-Kushchi, Middle Ages, Central Asia, geometric figures.

УДК 517.955

ОГРАНИЧЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЯ БАЛКИ С
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Найдено точное ограниченное решение для уравнения колебания балки с нелинейными
членами, методом эллиптической функций Якоби.

Ключевые слова: эллиптические функции Якоби, нелинейное уравнение, точное
решение, эллиптический интеграл, ограниченное решение

Рассмотрим на плоскости R2− переменных x, t нелинейное уравнение четвер-
того порядка вида [1]

ut t −αuxxxx +βuxut +γuuxx = 0, (1)

где α,β,γ− постоянные числа.
При α=β= 0 это уравнение имеет важное значение в строительной механике,

известное как «уравнения колебания балки» или «уравнения поперченных колеба-
ний стержня», а также встречается при изучении вибрации кораблей [1].

Начально-граничная задача и обратная задача с неизвестной правой частю для
уравнения колебания балки изучены в работах [2],[3].

Ограниченное решение уравнения (1) в переменных бегущей волны находим с
помощью эллиптических функции Якоби [4]. В переменных бегущей волны

u(x, t ) =ϕ(τ), τ= x − ct , (2)
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где c− параметр уравнения (1) принимает вид

c2ϕ′′(τ)−αϕ4(τ)−βcϕ′2(τ)+γϕϕ′′(τ). (3)

Как в [5] решение этого уравнения будем искать в виде

ϕ(τ) = Acn2τ+B = Acn2[t ,k]+B , (4)

где cnτ− косинус функция Якоби, 0 < k2 < 1− модуль функции известен k =
√

1
2 и

A,B− неизвестные параметры.
Функция cnτ− является решением уравнения

(cnτ)′2 = (1− cn2τ)(k ′2 +k2cn2τ), (5)

где k ′− дополнительный модуль к модулю k и k2 +k ′2 = 1, 0 < k < 1, 0 < k ′ < 1, −1 ≤
cnτ ≤ 1.

Воспользуясь уравнением (5) легко показать, что определенная формулой (4)
функция ϕ(τ) является решением следующих дифференциальных уравнений

ϕ′2(τ) = 4Ak ′2(ϕ−B)−4(1−2k2)(ϕ−B)2 − 4k2

A
(ϕ−B)3,

ϕ′′(τ) = 2Ak ′2 −4(1−2k2)(ϕ−B)− 6k2

A
(ϕ−B)2,

ϕ(4)(τ) =−4(1−2k2)ϕ′′(τ)− 12k2

A
ϕ′2(τ)− 12k2

A
(ϕ−B)ϕ′′(τ).

Подставляя все эти производные в (3), находим параметры A,B ,c. Так как
ϕ(4)(τ) зависит отϕ′2(τ)иϕ′′(τ)итакие членыесть в самомуравнении, то достаточно
подставлять ϕ(4)(τ). Для этого выражения ϕ(4)(τ) запишем в виде

ϕ(4)(τ) = [−4(1−2k2)+ 12k2

A
B ]ϕ′′(τ)− 12k2

A
ϕ′2(τ)− 12k2

A
ϕϕ′′(τ), (6)

и подставляем в (3). Приравнивая коэффициенты при членов ϕ′′(τ), ϕϕ′′(τ) ϕ′2(τ)
получим:

−4(1−2k2)+ 12k2

A
B = c2

α
,

12k2

A
= β

α
c, −12k2

A
= γ

α
. (7)

Принимая в этой системе k =
√

1
2 , находим A,B ,c в виде

c =−γ
β

, A =−6A

γ
, γ ̸= 0, B =− γ

β2 , β ̸= 0,

Итак, доказана
Теорема. Пусть все коэффициенты уравнения (1) отличны от нуля и модуль

функции cnτ,k2 = 1
2 . Тогда уравнение (1) имеет ограниченное решение вида

u(x, y) =−6α

γ
cn2(x + γ

β
t )− γ

β2 .
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Полученное решение является ограниченной, так как

−1 ≤ cnτ≤ 1,

и имеют по x период 4K , а по t период 4βγK , где K− полный эллиптический интеграл

K =
∫ π

2

0
(1− 1

2
si n2ϕ)−

1
2 dϕ.

В случае k ̸=
√

1
2 , параметры A,B ,c будут зависимыми от модуля k2.
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EXACT DOUBLE-PERIODIC SOLUTION OF ONE NONLINEAR ELLIPTIC SYSTEM OF THIRD
ORDER EQUATIONS ON THE PLANE

D.S. Safarov, S.K. Miratov

An exact bounded solution is found for the beam oscillation equation with nonlinear terms by the
method of elliptic Jacobi functions.
Keywords: elliptic Jacobi functions, nonlinear equation, exact solution, elliptic integral
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В работе методом ℘− функция Вейерштрасса найдено точное двоякопериодическое
решение для уравнения вида (1).Причем периоды решения зависять от коэффициентов
уравнения.

Ключевые слова: двоякопериодическое решение, эллиптические функции Вейер-
штрасса, инварианты, нелинейная система уравнений



102 СОДЕРЖАНИЕ

На комплексной плоскости C рассмотрим эллиптическую систему дифферен-
циальных уравнений в частных производных третьего порядка в комплекснойфор-
ме [1]

w z̄ z̄ z̄ +awzz̄ +bwz + cw w z̄ +αw +βw2 = 0, (1)

где z = x + i y, 2∂z̄ = ∂x + i∂y , 2∂z = ∂x − i∂y , a,b,c,α,β−постоянные, w(z)− искомая.
В данной работе, находим точное решение уравнения (1) с помощью обобщен-

ной эллиптической функции Вейерштрасса ℘(ω(z)), ω(z)− квазипериодический го-
меоморфизм уравнения Бельтрами [2],[3]

ωz̄ −qωz = 0, |q| ̸= 1. (2)

Методом ℘− функции Вейерштрасса найдены точные решения некоторых клас-
сов нелинейных обобщенных уравнений КдФ, уравнений типа Фишера, Хурамата-
Сивашинского и др, уравнений [2], [3].

Решение уравнения (1) будем искать в виде

w(z) =ϕ(ω),ω= z̄ +q1z, |q1| ̸= 1, (3)

где ϕ(ω)− искомая аналитическая функция по ω,то есть ϕω̄ = 0.
Подставляя (3) в (1) для ϕ(ω), получим дифференциальное уравнение вида

ϕ′′′+aq1ϕ
′′+bq1ϕ

′+ cϕϕ′+αϕ+βϕ2 = 0. (4)

Когда в (4) a =α=β= 0 мы получим уравнение КдФ вдоль волнового решения [4].
Решение уравнения (4) представим в виде

ϕ(ω) = A℘(ω)+B , (5)

A,B−неизвестные параметры,℘(ω)− эллиптическая функция Вейерштрасса с инва-
риантам g2 ̸= 0,g3 = 0, то есть решение уравнения вида [5]

℘′2(ω) = 4℘3(ω)−℘(ω)g2. (6)

Функция ℘(ω) с инвариантами g2 ̸= 0, g3 = 0 имеет периоды [5]

τ4
1 =

60

g2

∑′
(m1 +m2i )−4,τ2 = τ1i . (7)

Подставляя (5), (6) в уравнение (4), находим параметры A,B , g2 и q1, |q |1 ̸= 1. При
постановке приравнивая к нулю члены при степенях ℘0 = 1,℘,℘1,℘℘′ получим
систему нелинейных уравнений

−a Aq1g2 + (2α+2βB)B = 0,
αA+2βAB = 0,
6a Aq1 + A2β= 0,
Abq1 + ABc = 0,
12A+ c A2 = 0.

(8)

Так как, система переопределенная, то при выполнении условий

βb2 +3αac = 0, (9)
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находим ее решение

A =−12

c
,B =− α

2β
, q1 =−6α

bβ
= 2β

ac
, g2 = c2α2

48β2 .

При |q1| ̸= 1 отображение

ω= z̄ −q1z,ω̄= z − ¯q1z

осуществляет взаимно-однозначное соответствие между точками плоскостиCz ,Cω.
Справедлива следующая
Теорема.Пусть в уравнении (1) все коэффициенты отличны от нуля и выполнено

условие (9) и |b| ̸= 6|αβ |. Тогда, если функция Вейерштрасс ℘(ω) имеет инварианты

g2 = c2α2

48β2 , g3 ̸= 0,

то уравнение(1) допускает двоякопериодическое решение вида

w(z) =−12

c
℘(z̄ +q1z)− α

2β
, q1 =−6α

bβ
,

с периодами

h1 = τ̄1 − q̄1τ1

1−|q1|2
,h2 = τ̄2 − q̄1τ2

1−|q1|2
,

где τ1,τ2− вычислены формулами (7) в которых поставлены значения g2.
Заметим, что другие точные решения уравнения (1) можно найти с помощью

функций Якоби: sn2ω,cn2ω и dn2ω.
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EXACT DOUBLE-PERIODIC SOLUTION OF ONE NONLINEAR ELLIPTIC SYSTEM OF THIRD
ORDER EQUATIONS ON THE PLANE

D.S. Safarov, S.S. Kurdonazarov

In the work, the Weierstrass ℘− function method found an exact doubly periodic solution for an
equation of the form (1). Moreover, the solution periods depend on the coefficient of the equation.
Keywords: doubly periodic solution,Weierstrass elliptic functions, invariant,nonlinear system of equations
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ИНЕРЦИОННОГО ОСАЖДЕНИЯ ВЗВЕШЕННЫХ ЧАСТИЦ В
ФИЛЬТРЕ СМЕШАННОГО ТИПА

Д.А. Сафин1, Э.Р. Панина2
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2 elvina.kashaeva@mail.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

Разработана математическая модель движения взвешенных аэрозольных частиц в
смешанном фильтре, состоящем из множества нано- и микроволокон. Для течения
несущей среды принята модель несжимаемой жидкости в пористом периодической
элементе, состоящем из множества цилиндров различного диаметра в диапазоне
нано- имикрометров. Краевая задача Стокса длятечения решается с помощьюмето-
да граничных элементов. В найденном поле скоростей рассчитываются траектории
взвешенных частиц и эффективность инерционного осаждения.

Ключевые слова: аэрозольный фильтр, инерционное осаждение, лагранжевы
уравнения для траекторий, метод Рунге-Кутта

Внастоящее времянаряду с аэрозольнымиволокнистымифильтрамиизмикро
и нановолокон активно разрабатываются фильтры смешанного типа, состоящие из
комбинации микро и нановолокон. За счет высокой эффективности улавливания
аэрозольных частиц и низкого аэродинамического сопротивления нановолокон и
контролируемой однородности микроволокон фильтры смешанного типа позволя-
ют достигать более высокий общий коэффициент качества фильтра по сравнению
с фильтрами с монодисперсными волокнами [1]. В работе [2] построена гидродина-
мическая модель течения несущей среды для фильтра смешанного типа. В насто-
ящей работе реализована лагранжева модель движения взвешенных частиц и рас-
считана эффективность инерционного осаждения.

1. Модель течения несущей среды

Развита математическая модель течения несжимаемой жидкости в пористой
области, состоящей из множества цилиндров различного диаметра в диапазоне
нано- имикрометров. В качестве области течения выбирается прямоугольная пери-
одическая ячейка стороной H (Рис. 1) с одниммикроволокном радиуса Rm в центре
ячейкииN нановолокон радиусаRn . Общаяплотность упаковкиα определяется как
отношение объема всех волокон V f к объему ячейки V

α= V f

V
= πR2

m +NπR2
n

H 2 = πR2
m

H 2

N +k2

k2 , (1)

где k = Rm/Rn. Массовая фракция γ нановолокон задается как отношение массы
нановолокон Mn к общей массе волокон

γ= Mn

Mn +Mm
,

где Mm масса микроволокна. Постановка задачи о течении несущей среды в пери-
одическом элементе в приближении Стокса и метод решения даны в [2].
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Рис. 1. Схема периодического элемента фильтра смешанного типа

2. Уравнения движения аэрозольных частиц

В приближении стоксова аэродинамического сопротивления лагранжевы урав-
нения движения взвешенной частицы записываются в виде

d v̄

d t
= u − v

τ
,

dr

d t
= v , (2)

где u, v – скорость несущей среды и частицы соответственно, r – радиус-вектор
частицы, τ= ρp d 2

p /18µ время релаксации сферической частицы,µ– вязкость среды,
ρp и dp – плотность и диаметр частицы. Для рассматриваемой двумерной задачи
уравнения (2) представляются в безразмерном виде

d vx

d t
= ux − vx

St
,

d vy

d t
= uy − vy

St
,

d x

d t
= vx ,

d y

d t
= vy , (3)

гдеux ,uy и vx , vy –декартовы составляющие скоростинесущей средыичастицы со-
ответственно, St=U0τ/Rc – число Стокса. Решение задачи Коши для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений (3) в найденном поле скоростей несущей
среды с соответствующими начальными условиями позволяет рассчитать траекто-
рию отдельной частицы.
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3. Результаты расчетов

Задача Коши для системы уравнений (3) движения частиц решается численно
методом Рунге–Кутта пятого порядка со встроенной оценкой погрешности Циту-
раса, который автоматически обеспечивает возможность получения промежуточ-
ных значений путем интерполяции 4-го порядка. Значения составляющих скоро-
сти газа в текущей точке траектории частицы находятся на основе билинейной ин-
терполяции во множестве значений, полученных из численного решения уравне-
ний течения несущей среды. В качестве расчетной области выбрана область состо-
ящая из 1-го микроволокна и N нановолокон (Рис. 1, H = 1, rm = Rm/H = 0.215,
rn = Rn/H = 0.015, N = 52). Частицы стартуют с левой границы первой периодиче-
ской ячейки с начальной скоростью равной скорости течени несущей среды. При-
меры траекторий частиц представлены на Рис. 2. Видно, что при малом числе Сток-
са частицы не попадают на поверхность волокон, в то время как с ростом St часть
частиц сталкивается с волокнами и оказывается отделленой от основного потока.

Эффективность улавливания частиц E(St) в результате инерционной импакции
определяется как отношение количества захваченных частиц Mt к общему числу
частиц M . Для построения кривых E(St) расчеты проведены для диапазона значе-
ний числа Стокса St ∈ [0.0001,100] и различного числа периодических ячеек для
M = 104(Рис. 3). До значения числа Стокса St ≈ 10−2.1 эффективность улавливания
частиц почти нулевая, т.к. при малых числах Стокса частицы полностью следуют
за потоком, огибающим волокна (Рис. 2a). При увеличении значения числа Стокса
до St ≈ 10−1.1 происходит значительное возрастание эффективности улавливания
частиц, что объясняется тем, что частицы перестают полностью следовать за пото-
ком и начинают попадать в области волокон (Рис. 2b). Далее наблюдается падение
эффективности для одного периода области и резкое возрастание для большого ко-
личества периодов т.к. большое количество частиц, изначально захватываемых в
первом периоде начинают продвигаться дальше и захватываться на более поздних
периодах области. При больших числах Стокса наблюдается общий спад эффектив-
ности, пределом которого является отношения миделевого сечения волокон к вы-
соте периодической ячейки (Рис. 2c).

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда№ 22-21-
00176, https://rscf.ru/project/22-21-00176/.
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MODELING OF INERTIAL DEPOSITION OF SUSPENDED PARTICLES IN A MIXED-TYPE FILTER

D.A. Safin, E.R. Panina

A mathematical model of the motion of suspended aerosol particles in a mixed filter consisted of
many nano- and microfibers has been developed. For the flow of a carrier medium, a model of an
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(a). St= 0.00012

(b). St = 0.12328

(c). St = 1.14976

Рис. 2. Траектории частиц для различных чисел Стокса: красные и черные кривые –
траектории оседающих и проникающих дальше частиц, соответственно
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Рис. 3. Эффективность улавливания частиц E(St) в зависимости от числа Стокса

incompressible fluid in a porous periodic element withmany cylinders of various diameters in the range
of nano- and micrometers is adopted. The Stokes boundary value problem for flow is solved using the
boundary element method. In the found velocity field, the trajectories of suspended particles and the
efficiency of inertial deposition are calculated.
Keywords: aerosol filter, inertial deposition, Lagrangian equations for trajectories, Runge-Kutta method
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По проведённой аналогии между совершенным газом и несжимаемой жидкостью было
создано численное решение длямодели несжимаемых, слабосжимаемых или сжимаемых
флюидов для построения полей давления, скорости, плотности и вычисления дебита
в них. В настоящей работе приводится алгоритм построения такого решения и неко-
торые примеры решённых задач.

Ключевые слова: нефтяные и газовые месторождения, подземные газовые храни-
лища, сжимаемые и несжимаемые флюиды, установившаяся фильтрация, функция



Р.Р. Сафин, К.А. Поташев 109

Лейбензона, двумерная задача, численное моделирование

Для проектирования разработки месторождений углеводородов и эксплуата-
ции подземных хранилищ газа применяются методы численного моделирования
процессов фильтрации в пластах. В зависимости от типа фильтрующихся фаз мо-
гут требоваться модели несжимаемых, слабосжимаемых или сжимаемых флюидов,
предполагающие использование различных вычислительных алгоритмов. В то же
время известен подход, когда в случае установившегося течения путём замены дав-
ления флюида на функцию Лейбензона задачи о фильтрации сжимаемых и слабо-
сжимаемых фаз удаётся свести к задаче о фильтрации несжимаемой жидкости. В
работе представлены алгоритмы пересчёта всех типов граничных условий для дав-
ления в граничные условия для функции Лейбензона для трёх видов газа - слабо-
сжимаемого, сжимаемого и совершенного. Программно реализован соответствую-
щий алгоритм перевода граничных условий под выбранный типфлюида и обратно-
го пересчёта функции Лейбензона в поле давления для двумерных задач фильтра-
ции. Это позволяет использовать как для сжимаемых, так и для несжимаемых фаз
единый модуль построения численного решения задачи двумерной установившей-
ся фильтрации сжимаемой жидкости. Приведены примеры ряда модельных задач
со сравнительным анализом поведения сжимаемых и несжимаемых фаз.

В математической постановке задача описывается системой уравнений (1),
состоящей из уравнения неразрывности и закона Дарси соответственно [1].{

di v(ρu⃗) = 0,

ρu⃗ =−ρ k
µg r ad(p).

(1)

Где u⃗ – скорость жидкости, ρ - плотность жидкости, k – проницаемость, µ – ки-
нематическая вязкость и p – давление. Пусть имеется в круговом пласте толщиной
h и радиуса Rk центральная скважина радиуса Rc , на границе которой поддержи-
вается постоянное давление Pc . На границе контура питания Rk также поддержи-
вается постоянное давление Pk , при этом Pk > Pc , и через нее происходит приток
флюида, равный дебиту скважины Q. Граничные условия в таком случае выглядят
следующим образом для контура питания:

p = Pk , r = Rk .

И граничные условия на скважине:

p = Pc , r = Rc .

Согласно принятой схеме течения искомые функции не зависят ни от ϕ (тече-
ние осесимметричное), ни от z (течение плоское), поэтому рассматриваемую трёх-
мерную задачу можно упростить до одномерной. (см. рис. 1).

Решая систему уравнений (1) находим выражения для давления (2), скорости
(3) и дебита (4) для жидкости .

p = Pk −
Pk −Pc

ln Rk
Rc

ln
Rk

r
, (2)

u = Pk −Pc

r ln Rk
Rc

, (3)
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a)
б)

Рис. 1. а) трёхмерный вид; б) одномерный вид

Q = 2πkh

µ

Pk −Pc

r ln Rk
Rc

, (4)

Но так как в случае совершенного газа ρ ̸= Const , а ρ = ρ(p), то функция
давления примет вид (5), где P - функция Лейбензона [2].

g r ad (P ) = ρg r ad
(
p

)
. (5)

Интегрируя уравнение (5), получим (6)

P =
∫
ρ

(
p

)
d p. (6)

Решая интеграл (6) с использованием уравнения состояния для совершенного
газа (7) получим выражение для функции Лейбензона(8)

ρ = ρat

pat
p. (7)

P = ρat

2pat
p2. (8)

В этом случае граничные условия для газа примут вид (9)

Pk.l =
ρat P 2

k

2pat
, Pc.l =

ρat P 2
c

2pat
, (9)

Тогда уравнения для давления (10), скорости (11) и дебита (12) будут выглядеть
как

p =
√√√√P 2

k −
P 2

k −Pc
2

ln Rk
Rc

ln
Rk

r
, (10)

u = ρat

2pat

P 2
k −Pc

2

r ln Rk
Rc

, (11)
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Q = πkhρat

pat

P 2
k −Pc

2

ln Rk
Rc

. (12)

a) б) в)

Рис. 2. Сравнительный график для жидкости и газа: а) давления; б) скорости; в) индика-
торных линий

Из всего вышеперечисленного следует, что решение для несжимаемой жидко-
сти и совершенного газа имеет общий алгоритм действий, а различие заключается
лишь в введениифункцииЛейбензона. Также кроме аналитического сравнения бы-
ло проведено численное моделирование двумерных задач, примеры решения ко-
торых даны ниже (см. рис. 3)
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SIMULATION OF STATIONARY FILTRATION OF COMPRESSIBLE AND INCOMPRESSIBLE FLUID
IN AN OIL AND GAS RESERVOIR

R.R. Safin, K.A. Potashev

A numerical solution was created for the model of incompressible, weakly compressible and compress-
ible fluids for constructing pressure, velocity, density fields and calculating the debit in them, according
to the analogy between a perfect gas and an incompressible liquid. In this work is presented an algo-
rithm for constructing a solution and some examples of solved problems.

Рис. 3. Изобары и изолинии: жидкость - чёрный, газ - красный
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ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ СИММЕТРИЧНЫХ
НЕЛИНЕЙНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

П.С. Соловьёв1

1 pavel.solovev.kpfu@mail.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

Исследуется симметричная нелинейная спектральная задача в гильбертовом про-
странстве с конусом. Установлено существование положительного простого мини-
мального собственного значения, соответствующего единственному нормированно-
му положительному собственному элементу. Задача аппроксимируется в конечномер-
ном подпространстве с телесным конусом. Получены результаты о сходимости и по-
грешности приближённого минимального собственного значения и приближённого по-
ложительного собственного элемента. Разработаны и обоснованы вычислительные
методы решения симметричных матричных нелинейных спектральных задач.

Ключевые слова: собственное значение, собственный элемент, собственный век-
тор, гильбертово пространство, конус, спектральная задача, итерационный метод

Пусть R – вещественная числовая прямая, V – вещественное бесконечномер-
ное гильбертово пространство со скалярным произведением (u, v) и нормой ∥v∥ =p

(v, v), u, v ∈ V . Зададим конус K в пространстве V , то есть множество, удовлетво-
ряющее условиям: K ∩ (−K ) = {0}; если u, v ∈ K , α ∈ R, α Ê 0, то u + v ∈ K , αv ∈ K .
Предположим, что для любого элемента v ∈V существуют единственные элементы
v+, v− ∈ K , для которых справедливо равенство v = v+−v−. Обозначим |v | = v++v−.

Для заданного τ > 0 обозначим Λ = (τ,∞), и введём при фиксированном η ∈Λ
симметричные билинейные формы a(η) : V ×V →R и b(η) : V ×V →R такие, что

α1(η)∥v∥2 É a(η, v, v) Éα2(η)∥v∥2 ∀v ∈V ,

b(η, v, v) > 0 для v ∈ V \ {0}, и b(η, v j , v j ) → b(η, v, v) при j → ∞, если v j * v в V
при j → ∞. Здесь α1(η), α2(η), η ∈ Λ, есть положительные непрерывные функции,
символом * обозначена слабая сходимость в пространстве V . Предположим, что
∥a(η)−a(µ)∥→ 0, ∥b(η)−b(µ)∥→ 0, при η→ µ. Для нормы симметричной билиней-
ной формы c : V ×V →R применяется определение ∥c∥ = sup

v∈V ,∥v∥=1
|c(v, v)|. При фик-

сированном η ∈Λ введёммножество •
K (η) = {u : u ∈ K ,b(η,u, v) > 0 ∀v ∈ K \{0}}. Пред-

положим, что множество
•

K= •
K (η), η ∈Λ, не пусто и не зависит от η ∈Λ, a(η, v+, v−) =

b(η, v+, v−) = 0 для любых η ∈Λ, v ∈ V , b(η,u, v) Ê 0 для любых η ∈Λ, u, v ∈ K . Пред-
положим, кроме того, что если η ∈ Λ, u ∈ K \ {0}, a(η,u, v) Ê 0 для любого v ∈ K , то

u ∈ ∗
K , где

∗
K – непустое подмножество множества

•
K .

Сформулируем нелинейную спектральную задачу

λ ∈Λ,u ∈V \ {0} : a(λ,u, v) = b(λ,u, v) ∀v ∈V. (1)
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Для фиксированного η ∈Λ введём параметрическую спектральную задачу

γ(η) ∈R, w ∈V \ {0} : a(η, w, v) = γ(η)b(η, w, v) ∀v ∈V.

Существуют конечнократные собственные значения γk = γk (η), k = 1,2, . . ., парамет-
рической задачи, занумерованные с учётом кратности, 0 < γ1 < γ2 É . . . É γk É . . .,
γk → ∞ при k → ∞, и соответствующие собственные элементы wk = wk (η), k =
1,2, . . ., w1 ∈ ∗

K , a(η, wi , w j ) = γiδi j , b(η, wi , w j ) = δi j , i , j = 1,2, . . ., где δi j – сим-
вол Кронекера. Обозначим через R(η, v) = a(η, v, v)/b(η, v, v), η ∈ Λ, v ∈ V \ {0}, от-
ношение Рэлея. Предположим выполненнымпредельное условие на бесконечности
R(η, v) → 0 при η→∞, η ∈Λ, v ∈ V \ {0}. Положим γ1(τ+0) = lim

η→τ
γ1(η).

Теорема 1.Пусть γ1(τ+0) > 1. Тогда существует положительное простое мини-
мальное собственное значениеλ1,γ1(λ1) = 1, задачи (1), соответствующее единствен-

ному нормированному положительному собственному элементу |u1| ∈
∗
K , u1 = w1(η)

при η = λ1, a(λ1,u1,u1) = 1, b(λ1,u1,u1) = 1.

Определим конечномерные подпространства Vh пространства V размерно-
сти N = Nh такие, что для любого элемента v из V имеет место сходимость
εh(v) = inf

vh∈Vh

∥v − vh∥→ 0 при h → 0. Предположим, что существуют элементы ϕi ∈
K ∩Vh, i = 1,2, . . . , N , образующие базис пространства Vh.

Положим H = RN . Через J :H→ Vh обозначим линейное взаимно однозначное
отображение, реализующее изоморфизм линейных пространств H и Vh, и будем
писать vh = J (z) при z ∈ H, vh ∈ Vh.

Введём следующие обозначения. Пусть z = (z1, z2, . . . , zN )⊤ есть вектор из H. То-
гда будем писать z Ê 0, если zi Ê 0, i = 1,2, . . . , N ; z > 0, если zi > 0, i = 1,2, . . . , N .
Аналогично будем писать C > 0 для квадратной матрицы с вещественными по-
ложительными элементами Ci j > 0, i , j = 1,2, . . . , N , а также C Ê 0 при Ci j Ê 0,
i , j = 1,2, . . . , N .

Обозначим через K телесный конус векторов из H с неотрицательными коор-
динатами, то есть K = {z : z ∈ H, z Ê 0}. Обозначим через

•
K множество внутренних

элементов конуса K, то есть
•
K= {z : z ∈ H, z > 0}. Теперь введём телесный конус в

пространстве Vh по правилу Kh = {vh : vh = J (z), z ∈K} и множество его внутренних
элементов

•
Kh= {vh : vh = J (z), z ∈ •

K}.
Предположим дополнительно, что выполнено следующее условие A−1(η) > 0,

η ∈Λ, для симметричной положительно определённой матрицы A(η) с элементами
ai j (η) = a(η,ϕi ,ϕ j ), i , j = 1,2, . . . , N , η ∈ Λ.

Введём конечномерную нелинейную спектральную задачу

λh ∈Λ,uh ∈Vh \ {0} : a(λh ,uh , vh) = b(λh ,uh , vh) ∀vh ∈Vh . (2)

Для фиксированного η ∈Λ сформулируем параметрическую спектральную задачу

γh(η) ∈R, wh ∈Vh \ {0} : a(η, wh , vh) = γh(η)b(η, wh , vh) ∀vh ∈Vh .
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Существуют собственные значения γh
k = γh

k (η), k = 1,2, . . . , N , 0 < γh
1 < γh

2 É . . . É γh
N ,

и соответствующие собственные элементы wh
k = wh

k (η), k = 1,2, . . . , N , wh
1 ∈ •

Kh,
a(η, wh

i , wh
j ) = γh

i δi j , b(η, wh
i , wh

j ) = δi j , i , j = 1,2, . . . , N . Положим γh
i (τ+0) = lim

η→τ
γh

i (η).

Теорема 2. Пусть γh
1 (τ + 0) > 1. Тогда существует положительное простое

минимальное собственное значение λh
1 , γ

h
1 (λh

1 ) = 1, задачи (2), соответствующее

единственному нормированному положительному собственному элементу |uh
1 | ∈

•
Kh,

uh
1 = wh

1 (η) при η = λh
1 , a(λh

1 ,uh
1 ,uh

1 ) = 1, b(λh
1 ,uh

1 ,uh
1 ) = 1.

Предположим, что функция γ1(η), η ∈Λ, убывает в окрестности точки λ1.

Теорема 3. Если γ1(τ+0) > 1, то имеет место сходимость λh
1 → λ1 при h → 0,

λh
1 Ê λ1, ∥uh

1 −u1∥ → 0 при h → 0, для u1 = |u1|, uh
1 = |uh

1 |.
Предположим, что существуют функции α3(η,µ), β3(η,µ), η,µ ∈Λ, такие, что

|a(η, v, v)−a(µ, v, v)| Éα3(η,µ) |η−µ|∥v∥2 ∀v ∈V ,

|b(η, v, v)−b(µ, v, v)| Éβ3(η,µ) |η−µ|∥v∥2 ∀v ∈V ,

при η,µ ∈Λ. Для η,µ ∈Λ обозначим ∆(η,µ) = (γh
1 (η)−γh

1 (µ))/(η−µ).

Теорема 4. Пусть γ1(τ+ 0) > 1, и существует Å > 0, −∆(λ1,η) Ê c0 > 0, η ∈
(λ1,λ1 +Å). Тогда 0 Éλh

1 −λ1 É c ε2
h(u1), ∥uh

1 −u1∥ É c εh(u1), для u1 = |u1|, uh
1 = |uh

1 |.
Задача (2) эквивалентна нелинейной матричной спектральной задаче

λ ∈Λ, y ∈H\ {0} : A(λ)y = B(λ)y. (3)

Для фиксированного η ∈Λ сформулируем линейную спектральную задачу
γ(η) ∈R, z ∈H\ {0} : A(η)z = γ(η)B(η)z.

Существуют собственные значения γk = γk (η), k = 1,2, . . . , N , 0 < γ1 < γ2 É . . . É
γN , и соответствующие собственные векторы z(k) = z(k)(η), k = 1,2, . . . , N , z(1) ∈
•
K, (A(η)z(i ), z( j )) = γiδi j , (B(η)z(i ), z( j )) = δi j , i , j = 1,2, . . . , N . Обозначим R(η, z) =
(A(η)z, z)/(B(η)z, z) для η ∈ Λ, z ∈ H \ {0}. Предположим, что R(η, z) → 0 при η→ ∞,
η ∈Λ, z ∈H\{0}. Далее будем предполагать, что имеет место соотношение γ1(τ+0) =
lim
η→τ

γ1(η) > 1.

Теорема 5. Существует положительное простое минимальное собственное зна-
чение λ1, γ1(λ1) = 1, задачи (3), соответствующее единственному нормированно-

му положительному собственному вектору |y (1)| ∈ •
K, y (1) = z(1)(η) при η = λ1,

(A(λ1)y (1), y (1)) = 1, (B(λ1)y (1), y (1)) = 1.

Обозначим через λ2 минимальный корень уравнения γ2(η) = 1, если этот
корень существует, иначе полагаем λ2 =∞. Положим Å=λ2 −λ1, M = (τ,λ1 +Å).

Теорема 6.Пусть дляфиксированного числаη ∈ M имеетместотреугольное раз-
ложение A(η)−B(η) = L(η)D(η)L⊤(η), где D(η) есть диагональная матрица, L(η) есть
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нижняя треугольная матрица с единичными диагональными элементами. Тогда вы-
полняются следующие соотношения q(A(η)−B(η)) = q(∆−ηE) = q(D(η)), где E обо-
значает единичную матрицу размера N , q(C ) обозначает количество отрицатель-
ных собственных значений матрицы C , ∆ = diag{λ1,λ1 +Å, . . . ,λ1 +Å} – диагональная
матрица размера N .

Теорема 6 позволяет вычислить с заданной точностью минимальное собствен-
ное значение λ1 задачи (3) с помощью метода деления отрезка пополам.

Зададим при фиксированном η ∈ Λ симметричную положительно определён-
ную матрицу C (η) размера N , для которой известны постоянные δ0(η) и δ1(η), 0 <
δ0(η) É δ1(η), такие, что δ0(η)(C (η)z, z) É (A(η)z, z) É δ1(η)(C (η)z, z), z ∈ H. Для η ∈ Λ
обозначим ∥z∥2

B(η) = (B(η)z, z), z ∈H. Через ηn обозначим наименьший корень урав-
нения ϕn(η) = R(η, xn) = 1.

Метод 1. Метод простой итерации.
Зададим η0 и x0 согласно формулам R(η0, x0) = 1, ∥x0∥B(η0) = 1.
Для n = 0,1, . . . вычислим ηn+1 и xn+1 по формулам

R(ηn+1, xn+1) = R(ηn+1, yn+1) = 1, ∥xn+1∥B(ηn+1) = 1,

yn+1 = xn −τn zn , τn = 2/(δ0(ηn)+δ1(ηn)),

zn =C (ηn)−1(A(ηn)−B(ηn))xn .

Метод 2. Метод наискорейшего спуска.
Зададим η0 и x0 согласно формулам R(η0, x0) = 1, ∥x0∥B(η0) = 1.
Для n = 0,1, . . . вычислим ηn+1 и xn+1 по формулам

R(ηn+1, xn+1) = min
y∈Yn+1\{0}

R(ηn+1, y) = 1, ∥xn+1∥B(ηn+1) = 1,

Yn+1 = span{xn , zn}, zn =C (ηn)−1(A(ηn)−B(ηn))xn .

Метод 3. Локально оптимальный метод сопряжённых градиентов.
Зададим η0 и x0 согласно формулам R(η0, x0) = 1, ∥x0∥B(η0) = 1.
Вычислим η1 и x1 по формулам

R(η1, x1) = min
y∈Y1\{0}

R(η1, y) = 1, ∥x1∥B(η1) = 1,

Y1 = span{x0, z0}, z0 =C (η0)−1(A(η0)−B(η0))x0.

Для n = 1,2, . . . вычислим ηn+1 и xn+1 по формулам

R(ηn+1, xn+1) = min
y∈Zn+1\{0}

R(ηn+1, y) = 1, ∥xn+1∥B(ηn+1) = 1,

Zn+1 = span{xn−1, xn , zn}, zn =C (ηn)−1(A(ηn)−B(ηn))xn .

Теорема 7. Пусть последовательности ηn, xn, n = 0,1, . . . вычислены по одному
из методов 1–3, η0 <λ1 +Å. Тогда имеет место сходимость ηn →λ1, |xn |→ |y (1)|, при
n →∞, и справедливы неравенства λ1 É . . . É ηn É . . . É η1 É η0 < λ1 +Å.

COMPUTATION OF POSITIVE SOLUTIONS OF SYMMETRIC NONLINEAR SPECTRAL
PROBLEMS

P.S. Solov’ev

A symmetric nonlinear spectral problem in the Hilbert space with a cone is studied. The existence of
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a positive simple minimal eigenvalue corresponding to a unique normalised positive eigenelement is
established. The problem is approximated in a finite-dimensional subspace with a solid cone. The
results on convergence and error of the approximate minimal eigenvalue and approximate positive
eigenelement are derived. Computational methods are developed and justified for solving symmetric
matrix nonlinear spectral problems.
Keywords: eigenvalue, eigenelement, eigenvector, Hilbert space, cone, spectral problem, iterative method
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ПОМОЩЬЮ
ЭЛЕКТРОТЕХНИЧЕСКИХ ИЗМЕРИТЕЛЬНЫХ УСТРОЙСТВ

К.О. Спиридонова1

1 kospiridonova@stud.kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

В данной работе была рассмотрена механическая система, состоящая из шагового
двигателя, на валу которого установлен датчик. Программное движение системы бы-
ло написано и осуществлено на микроконтроллере. С помощью датчика были опреде-
лены кинематические характеристик системы. Для улучшения качества полученных
данных в работе был использован рекурсивный фильтр.

Ключевые слова: акселерометр, гироскоп, шаговый двигатель, фильтр Калмана

Целью данной работы является определение кинематических характеристик
элементов механизма с помощью электротехнического измерительного прибора.

Для решения задачи было решено использовать модуль GY-521 на микросхеме
MPU-6050 [1]. Указанный модуль представляет собой трехосевой гироскоп и трех-
координатный акселерометр. Каждый из приборов позволяет рассчитать углы на-
клона устройства относительно поверхности земли. Для ориентации относительно
модуля на плате размещены координатные орты, притом ось аппликат ориенти-
рована перпендикулярно плоскости платы. Точность расчетов при работе модуля
снижается из-за дрейфа нуля гироскопа и слишком большой чувствительности ак-
селерометра.

Для решения проблемы погрешности измерений использовалась фильтрация
данных, а именно рекурсивная фильтрация Калмана [2]. Суть упомянутой фильтра-
ции заключается в том, что, учитываяполученныеданныевыходного сигнала, дела-
ется коррекция текущегоизмерения.Фильтр учитывает ошибкиизмеренийишумы
в данных, чтобы получить наилучшую оценку текущего состояния системы.

Были проведены натурные испытания, в которых модуль GY-521 был рассмот-
рен в двух состояниях: покоя и движения с программным управлением – вращение
кривошипа. Вращение кривошипа осуществлялось с помощью шагового двигателя
ST57-56, для управления которого былиспользован драйвер TB6600 [3]. На драйвере
была установлена тактовая частота 800Гц, что характеризует поворот выходного ва-
ла на угол 0.45◦ за 1 такт шагового двигателя. Для реализации системы управления
двигателем была написана программа в среде разработки Arduino IDE [4].

Таким образом, была решена задача фильтрации данных полученных на ос-
нове показаний инерциальных датчиков. Фильтрация Калмана снизила локальные
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выбросы в получаемых данных. Так, в натурных экспериментах были определены
ускорения механической системы. Полученные отфильтрованные данные для слу-
чая покоя показали, что ускорение по всем осям почти ноль, что и ожидалось. Для
случая вращения кривошипа, полученные данные совпадали с расчетными, но бы-
ли замечены небольшие осцилляции данных, что объясняется не только большой
чувствительностью датчика, но и наличием люфтов в опоре кривошипа.
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CHARACTERIZATION OF MECHANICAL SYSTEMS USING ELECTRICAL MEASURING DEVICES

K.O. Spiridonova

In this paper, amechanical system consisting of a steppermotor with a sensor on its shaft is considered.
A mechanical system consisting of a stepper motor with a sensor on the shaft. The program motion
of the system was written and implemented on a microcontroller. With the help of the encoder sensor
was used to determine the kinematic characteristics of the system. To improve To improve the quality
of the obtained data, a recursive filter was used.
Keywords: accelerometer, gyroscope, stepper motor, Kalman filter
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О ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ АБСОЛЮТНОЙ СХОДИМОСТИ ДВОЙНЫХ
РЯДОВ ФУРЬЕ
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В работе исследуются достаточные условия абсолютной сходимости двойных рядов
Фурье равномерных почти-периодических функций в случае, когда показатели Фурье
имеют единственную предельную точку в нуле. В качестве структурной характери-
стики рассматриваемой функции используется величина, построенная на базе преоб-
разование Лапласа.

Ключевые слова: почти-периодические функции, двойные ряды Фурье, спектр
функции, коэффициентыФурье, предельная точка в нуле, преобразование Лапласа
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Пусть B— класс равномерных почти-периодических функций f (x, y) с нормой

∥ f ∥B = sup
x,y∈R

| f (x, y)|

и рядом Фурье вида

f (x, y) ∼
∞∑

k=−∞

∞∑
l=−∞

Ak,l ei (λk x+µl y),

где Ak,l = Mx y { f (x, y)e−i (λk x+µl y)} — коэффициенты Фурье, а {λk }, {µl } — показатели
Фурье, для которых выполняются следующие условия

λk = 0(k > 0),λ−k =−λk , |λk+1| < |λk |(k = 1,2, ...), lim
k→∞

|λk | = 0,

µl > 0(l > 0),µ−l =−µl , |µl+1| < |µl |(l = 1,2, ...), lim
l→∞

|µl | = 0. (1)

Укажем некоторые достаточные условия абсолютной сходимости ряда

∞∑
k=−∞

∞∑
l=−∞

| Ak,l |β| kγlγ, (2)

где γ > 0, β > 0.
В дальнейшем часто будут встречаться функции вида

F (x, y) = θ1θ2e−(θ1x+θ2 y)
∫ x

−∞

∫ y

−∞
e(θ1t1+θ2t2) f (t1, t2)d t1d t2, (3)

где f (t1, t1) — равномерная почти-периодическая функция. Функция F (x, y) также
является равномерной почти-периодической. В этом нетрудно убедится, если пре-
образовать переменную интегрирования в интеграле (3)

F (x, y) = θ1θ2

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(θ1t1+θ2t2) f (x − t1, y − t2)d t1d t2.

При θ1, θ2 введем в рассмотрение величину

Ω( f ;θ1,θ2) = θ1θ2{Mx y {|
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(θ1t1+θ2t2) f (x − t1, y − t2)d t1d t2|p }}1/p =

= θ1θ2{ lim
T→∞

1

4T 2

∫ T

−T

∫ T

−T
|
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(θ1t1+θ2t2) f (x − t1, y − t2)d t1d t2|p d xd y}1/p .

.

Теорема 1. Пусть спектры Λ1 = {λk }∞k=1, Λ2 = {µl }∞l=1 функции f ∈ B удовлетво-
ряют условиям (1). Если при 1 < p ≤ 2, 1

p + 1
q = 1, 0 <β< q, γ> 0 выполнено условие

∞∑
ν1=0

∞∑
ν2=0

2(ν1−1)(1+γ−β
q )2(ν2−1)(1+γ−β

q )
Ωβ( f ;λ2ν1 ,µ2ν2 ) <∞,

то ряд (2) сходится.
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Теорема 2. Пусть f ∈B и ее спектры Λ1 = {λk }∞k=−∞, Λ2 = {µl }∞l=−∞ удовлетворя-
ют условиям (1). Если при 1 < p ≤ 2, 1

p + 1
q = 1, 0 <β< q, γ> 0 выполнено условие

∞∑
m=1

∞∑
n=1

M
γ
m{χ(2−m−1)−χ(2−m)}(1−β

q )M
γ
n{χ(2−n−1)−χ(2−n)}(1−β

q )
Ωβ( f ;

1

2m ,
1

2n ) <∞,

то ряд (2) сходится.

Пусть функция f ∈B для некоторого числа α (0 <α≤ 1) удовлетворяет условию

|
∫ u

0
f (x − t1, y − t2)d t1| =

∫ u

0
f (x − t1, y − t2)d t2| ≤C |u|1−α. (4)

Покажем, что справедливо следующее соотношение

Ωβ( f ;het a1,het a2) ≤ het aα2
het a1het a2

I (t2),Ωβ( f ;het a1,het a2) ≤ het aα2
het a1het a2

I (t2), (5)

где

I (t1) =C
∫ ∞

0
e−t1 t 1−α

1 d t1, I (t2) =C
∫ ∞

0
e−t2 t 1−α

2 d t2

(C - константа). Действительно, интегрируя по частям внутренний интеграл в левой
части (2.15), получим

|
∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(θ1t1+θ2t2) f (x − t1, y − t2)d t1d t2| ≤ C

θ1

∫ ∞

0
e−θ2t2 t 1−α

2 d t2 =
θα−1

2

θ1
I (t2).

Отсюда заключаем, что из условия (4) вытекает соотношение (5). Следователь-
но, из теорем 1 и 2 вытекают следующие следствия

Следствие 1. Пусть функция f ∈ B удовлетворяет условиям (4) и
∞∑

m=1

∞∑
n=1

mγ−β
q nγ−

β
qλ

αβ
m µ

αβ
n <∞, (6)

тогда ряд (2) сходится.
В самом деле, так как из условия (4) следует неравенство (5), то

∞∑
ν=1

4ν(1+γ−β
q )
Ωβ( f ;λ2ν ,µ2ν) ≤ I (t1)

∞∑
ν=1

4ν(1+γ−β
q )
λ
αβ

2ν µ
αβ

2ν ,

∞∑
ν=1

4ν(1+γ−β
q )
Ωβ( f ;λ2ν ,µ2ν) ≤ I (t2)

∞∑
ν=1

4ν(1+γ−β
q )
λ
αβ

2ν µ
αβ

2ν .

В силу монотонности последовательности Λ1 = {λk }∞k=1, Λ2 = {µl }∞l=1, сходимость
ряда в правой части последнего неравенства эквивалентна сходимости ряда (6).

Следствие 2. Пусть функция f ∈ B удовлетворяет условиям (4) и
∞∑

m=1

∞∑
n=1

M
γ
m{χ(2−m−1)−χ(2−m)}1−β

q M
γ
n{χ(2−n−1)−χ(2−n)}1−β

q 4−mα4−nα <∞,

то ряд (2) сходится.
Заметим, что признаки абсолютной сходимости двойных рядов Фурье почти-

периодических функций f ∈ B, в зависимости от поведения показателей Фурье,
рассмотрены в работах [3, 4].
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ON SUFFICIENT CONDITIONS FOR ABSOLUTE CONVERGENCE OF DOUBLE FOURIER SERIES

R.C. Talbakov

Sufficient conditions for the absolute convergence of double Fourier series of uniform almost periodic
functions are investigated in the paper in the case when the Fourier exponents have a single limit point
at zero. As a structural characteristic of the function under consideration, we use the value built on
the basis of the Laplace transform
Keywords: almost-periodic functions, double Fourier series, function spectrum, Fourier coefficients, limit
point at zero, Laplace transform
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НЕКОТОРЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЗНИКАЮЩИЕ ИЗ ЦИРКУЛЯНТА
Д.Т. Тапкин1, М.П. Тарасов2

1 dttapkin@kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет, Институт математики и
механики им. Н.И Лобачевского
2 miptarasov@stud.kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет, Институт матема-
тики и механики им. Н.И Лобачевского

В работе исследуется уравнение Эйлера в случае нечетной степени. В частности был
найден критерий наличия кратных корней, атакже описаны возможные действитель-
ные корни. Была описана группа Галуа. Получен метод, позволяющий находить общие
формулы для выражение корней многочлена Эйлера через два произвольных.

Ключевые слова: уравнение Эйлера, группа Галуа, циркулянт

Всюду далее под словом “многочлен” понимаетсямногочлен с рациональными
коэффициентами, параметры p, q предполагаются рациональными, группа Галуа и
поле разложения многочлена рассматриваются над полем Q.

Уравнение вида

x5 = 5px2 +5qx + q2

p
+ p3

q
(1)

исследовано Эйлером и названо его именем. Корни этого уравнения находятся по
формуле (все рассматриваемые корни являются арифметическими)

xi = εi
5

5

√
q2

p
+ε2i

5
5

√
p3

q
, i = 0,1,2,3,4. (2)
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С подробным анализом мемуара Эйлера можно ознакомиться в работе [2]. В статье
[1] вводится обобщение уравнения (1)

xn −
[n/2]∑
i=1

n

n −1

(
n − i

i

)
p i−1

q i−2
xi − q2

p
+ (−1)n pn−2

qn−4 = 0, q, p ̸= 0, n ≥ 5. (3)

Многочлен в левой части равенства будем называть многочленом Эйлера сте-
пени n. Как следует из результатов статьи [1], если в качестве a и b выбрать числа,
удовлетворяющие соотношениям an−4b2 = p и an−2b = q, то корни уравнения Эй-
лера будут иметь вид εi

n a+ε2i
n b, i = 1..n −1. Таким образом корни уравнения Эйлера

могут быть вычислены по формуле (все рассматриваемые корни являются арифме-
тическими)

xi = εi
n

n

√
q2

p
+ε2i

n
n

√
pn−2

qn−4 , i = 0..n −1.

Теорема 1. Пусть n нечётно. Тогда

1. если 3 ∤ n или qn−2 ̸= pn−1, то x0 = a +b – единственный действительный корень
многочлена Эйлера;

2. если 3 | n и qn−2 = pn−1 то многочлен Эйлера имеет ровно 3 действительных
корня:

x0 = a +b,

x n
3
= x 2n

3
= ε

n
3
n a +ε

2n
3

n b = ε
2n
3

n a +ε
4n
3

n b.

Более того, все три действительных корня рациональны.

Теорема 2. Пусть n ≥ 5 нечетно. Многочлен Эйлера не имеет кратных корней
тогда и только тогда, когда 3 ∤ n или qn−2 ̸= pn−1.

Теорема 3. Пусть n ≥ 5 нечетно и многочлен Эйлера не имеет кратных корней.

1. Если многочлен xn − q2

p = f1 · · · fk , где f1, ..., fk ∈ Q[x] неприводимы и deg( fi ) = di ,
тогда многочлен Эйлера степени n также представляется в виде произведения
g1 · · ·gk , где g1, ..., gk ∈Q[x] неприводимы и deg(gi ) = di .

2. Группа Галуа и поле разложения многочлена xn − q2

p и многочлена Эйлера совпада-
ют.

Из общей теории известно, что неприводимый многочлен простой степени
разрешим в радикалах над полем нулевой характеристики тогда и только тогда, ко-
гда любой его корень можно выразить через два различных фиксированных корня.
Нами был получен метод, позволяющий находить общие формулы для выражение
остальных корней многочлена Эйлера через два произвольных.
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ALGEBRAIC EQUATIONS ARISING FROM CIRCULANT

D.T. Tapkin, M.T. Tarasov

This paper studies the Euler equation in the case of odd degree. In particular, a criterion for the
existence of multiple roots has been found, and possible real roots have been described. The Galois
group has been characterized. A method allowing to find general formulas for expressing the roots of
the Euler polynomial through two arbitrary ones was obtained.
Keywords: Euler equation, Galois group, circulant
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РЕШЕНИЕ КУБИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В РАБОТАХ ОМАРА ХАЙЯМА
С.М. Тиллобаева1

1 (+992) 907 -87-74-72; Бох.ГУ им. Н. Хусрава, Таджикистан

В этой статье идет речь о кубическое уравнение в решение Омара Хайяма. Метод ре-
шения ученого заключается в следующем: данное уравнение разбивается на две части,
каждая из которых помещается как уравнение кривой на координатной плоскости;
координаты точки пересечения этих кривых удовлетворяют обоим этим уравнени-
ям, и это будить решением системы, из которого может быть получен корень этого
уравнения.

Ключевые слова: график, окружность, уравнение, трактат, точка сечение, эллипс,
гипербола, парабола

Успехи в изучении кубических уравнений позволили Омару Хайяму сформу-
лировать общую теорию, охватывающую множество ситуаций, в его "Трактате о
доказательстве алгебры"(1074). Хайям сначала рассмотрел алгебру (аль-жабр) как
важная дисциплина, предметом которого являются неизвестные величины, согла-
сованные с другими известными величинами, или промежуточное число уравне-
ний, то есть равных разной степени. Основное содержание работы - это графиче-
ское решение кубических уравнений. Он рассматривал линию второго порядка как
эллипс, парабола, гипербола или круг для каждого класса, на пересечении которых
решалось уравнение, и проанализировал условие, при котором данные кривые пе-
ресекаются (как средневековый математик, он рассматривал только положитель-
ные корни уравнения). Например, он изменил уравнение x3+px = g (в данном слу-
чае) на x3 +a2x = a2b а затем изменил его на следующую систему уравнений:{

x2 + y2 = bx,
x2 = ay,
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График второго уравнения представляет собой параболу, а график первого
уравнения - это окружность, проходящей через начало координат.

Графическое решение кубического уравнения x3 +px = g В качестве примера
мы использовали уравнение x3−6x2+11x−6 = 0 , чтобы проверить метод решения
кубических уравнений Омара Хайяма. Сначала группируем уравнение и потом
создадим график:

x3 −x2 −5x2 +5x +6x −6 = 0,

x2(x −1)−5x(x −1)+6(x −1) = 0,

(x −1)(x2 −5x +6) = 0,

(x −1)(x2 −2x −3x +6) = 0,

(x −1)(x(x −2)−3(x −2)) = 0,

(x − 1)(x − 2)(x − 3) = 0 отсюда вытекает, что решение этого уравнение равно1,2,3.
Точка сечение абсциссы считается решением уравнение. Группируя создаем график
y1 = x − 1, y2 = x2 − 5x + 6
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SOLVING THE CUBIC EQUATION IN THE WORKS OF OMAR KHAYYAM

S.M. Tillobaeva

This article deals with the cubic equation solved by Omar Khayyam. The scientist’s solution method is
as follows: this equation is divided into two parts, each of which is placed as the equation of a curve on
the coordinate plane; the coordinates of the point of intersection of these curves satisfy both of these
equations, and this is the solution of the system from which the root of this equation can be obtained.
Keywords: graph, circle, equation, treatise, point section, ellipse, hyperbola, parabola
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВДУВА ГАЗОВЗВЕСИ В КАНАЛ
Д.А. Тукмаков1

1 tukmakovda@imm.knc.ru; Институт механики и машиностроения Российской академии наук

В данной работе для описания динамики несущей среды применяется двухмерная
нестационарная система уравненийНавье- Стокса для сжимаемого газа, записанная с
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учетоммежфазного силового взаимодействия и межфазного теплообмена. Для описа-
ния динамики дисперсной фазы, для каждой ее фракции решается система уравнений,
включающая в себя уравнение неразрывности для «средней плотности»фракции, урав-
нения сохранения пространственных составляющих импульса и уравнение сохранения
тепловой энергии фракции дисперсной фазы газовзвеси. Межфазное силовое взаимо-
действие включало в себя силу Архимеда, силу присоединённыхмасс и силу аэродинами-
ческого сопротивления. Также учитывался теплообмен между несущей средой -газом
и каждой из фракций дисперсной фазы.

Ключевые слова: полидисперсная газовзвесь, межфазное взаимодействие, массо-
перенос

В связи с различными практическими приложениями в настоящее время про-
водятся исследования динамики неоднородных сред [1-12]. В частности процессы
вдува газодисперсных сред в каналы [12]. В представленной работе пренебрегается
воздействием турбулентных потерь энергии [13]. В данной работе динамика дис-
персной фазы описывается уравнением сохранения средней плотности [4,5,7–12],
уравнениями сохранения составляющих импульса и уравнением сохранения энер-
гии, записанными с учетом взаимодействия фаз смеси:

∂ρ1

∂t
+∇(ρ1V1) = 0 (1)

∂ρV k
1

∂t
+∇i (ρ1V k

1 V i
1 ) = Fk +FC k −α∇k p (2)

∂e1

∂t
+∇i (V k

1 e1) =Q (3)

Vi = [ui , vi ], p, ρ, u, v —давление, плотность, декартовы составляющие скоро-
сти несущей среды в направлении осей x и y соответственно; T ,e —температура
и полная энергия газа; ρ1,Ò1,å1,u1,v1 — средняя плотность, температура, внут-
ренняя энергия, декартовы составляющие скорости дисперсной фазы в направ-
лении осей x, y . Температура несущей среды находится из уравнения T = (γ −
1)(e/ρ − 0.5(u2 + v2)/R, где R- газовая постоянная несущей фазы, µ —вязкость га-
за, λ— теплопроводность газа, γ—постоянная адиабаты, τi j = τx y— составляющие
тензора вязких напряжений несущей среды: p = (γ− 1)(e − ρ(u2 + v2)/2),e = ρ(I +
(u2 + v2)/2),τxx = µ

(
2∂u
∂x − 2

3 D
)

,τy y = µ
(
2∂v
∂y − 2

3 D
)

,τx y = µ
(
∂u
∂y + ∂v

∂x

)
,D = µ

(
∂u
∂x + ∂v

∂y

)
.

Внутренняя энергия взвешенной в газе дисперсной фазы определяется как e1 =
ρ1Cp T1, где Ñð — удельная теплоемкость единицы массы вещества дисперсной фа-
зы, средняя плотность дисперсной фазы вычисляется из выражения ρ1 = αρ10, где
α —объёмное содержание дисперсной фазы, ρ10— физическая плотность матери-
ала дисперсной фазы смеси, Fk — пространственные составляющие силы аэро-
динамического сопротивления[4,5]: F1 = 3α

4d C d1ρ
√

(u −u1)2 + (v − v1)2 (u −u1) ,F2 =
3α
4d C d1ρ

√
(u −u1)2 + (v − v1)2 (v − v1),Q— поток тепла между фазами смеси [4,5]. На

границах расчетной области задавались однородные граничные условия Дирихле
для составляющих скорости несущей и дисперсной фазы, для остальных газодина-
мических функций задавались однородные граничные условия Неймана [1,2]. Для
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потенциала электрического поля задавались однородные граничные условия Ней-
мана в области занятой электрически заряженной газовзвесью, в той части канала,
в которой расположен однородный газ потенциал электрического поля приравни-
вался нулю в начальный момент времени.

Для интегрирования систем уравнений (1)-(6) применялся явный конечно—
разностный метод Мак-Кормака [14]. Рассмотрим численный алгоритм на примере
скалярного нелинейного дифферениального уравнения в частных производных (8)
от функции f , где a( f ), b( f ) c( f ) нелинейные функции:

∂ f

∂t
+ ∂a( f )

∂x
+ ∂b( f )

∂y
= c( f ); (4)

Для нелинейного уравнения (8) численное решение явным конечно-
разностным методом Мак-Кормака на n–ом временном слое записывается
следующим образом [2] (9):

f ∗
j k = f n−1

j k − ∆t

∆x
(an−1

j+1k −an−1
j k )− ∆t

∆y
(bn−1

j k+1 −bn−1
j k )+∆tcn−1

j k ,

f n
j k = 0.5( f ∗

j k + f n
j k )−0.5

∆t

∆x
(a∗

j k −a∗
j−1k )−0.5

∆t

∆y
(b∗

j k −b∗
j k−1)+0.5∆tc∗j k . (5)

Здесь ∆t ,∆x, ∆y—шаги по переменной времени и пространственным направлени-
ям. С целью подавления численных осцилляций использовалась схема нелинейной
коррекции сеточной функции (10) [15,16]. Пусть Z n

j ,k — произвольная независимая
функция на n-ом временном слое в узле j ,k. Тогда алгоритм коррекции имел бы
следующий вид:

Z n∗
j ,k = Z n

j ,k +κ(δZ n
j+1/2,k −δZ n

j−1/2,k ) (6)

где Z n∗
j ,k -скорректированная функция. Данный алгоритм выполняется в случае ко-

гда (δZ n
j−1/2,kδZ n

j+1/2,k ) < 0 или (δZ n
j+1/2,kδZ n

j+3/2,k ) < 0 Здесь используются обозна-
чения—-δZ n

j−1/2,k = Z n
j −Z n

j−1,k ,δZ n
j+1/2,k = Z n

j+1,k−Z n
j ,k ,δZ n

j+3/2,k = Z n
j+2,k−Z n

j+1k , где
κ-коэффициент коррекции. Величинашага по временипри реализации численного
алгоритма выбирается исходя из условия Куранта—Фридрихса—Леви [14].
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NUMERICAL MODELING OF GAS SUSPENSION INJECTION INTO THE CHANNEL

D.A. Tukmakov

In this work, to describe the dynamics of the carrier medium, a two-dimensional unsteady system
of Navier-Stokes equations for a compressible gas is used, written taking into account interphase
force interaction and interphase heat transfer. To describe the dynamics of the dispersed phase, a
system of equations is solved for each of its fractions, including the continuity equation for the “average
density” of the fraction, the conservation equation for the spatial components of momentum, and the
conservation equation for the thermal energy of the dispersed phase fraction of the gas suspension.
Interphase force interaction included the Archimedes force, the force of added masses and the force
of aerodynamic drag. The heat exchange between the carrier medium—gas—and each fraction of the
dispersed phase was also taken into account.
Keywords: polydisperse gas suspension, interphase interaction, mass transfer
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ
ФИЛЬТРАЦИОННОЙ МОДЕЛИ НЕФТЯНОГО ПЛАСТА

ПО ЗАМЕРАМ ПЛАСТОВОГО ДАВЛЕНИЯ В СКВАЖИНАХ
Д.И. Усманов1, К.А. Поташев2
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Работа посвящена адаптации граничных условий третьего рода для пластового дав-
ления при построении фильтрационной модели нефтяного пласта. Это позволяет
уменьшить область моделирования от удаленной невозмущенной границы ближе к
участку разработки и сократить затраты вычислительных ресурсов. В работе про-
демонстрирован подход, позволяющий практически мгновенно определить коэффици-
ент граничных условий на заданном контуре с помощью замеров истории пластового
давления в скважинах. Для этого используется интегральная балансовая модель, учи-
тывающая геометрические и фильтрационно-емкостные свойства пласта.

Ключевые слова: фильтрационная модель, нефтяной и газовый пласт, граничные
условия, интегральная балансоваямодель, замерыпластового давления, адаптация

При построении фильтрационных моделей нефтяного пласта границу расчет-
ной области стараются максимально приблизить к области расположения скважин
для сокращения вычислительных затрат. Однако, чем ближе граница к источникам
возмущения (скважинам), тем сложнее корректно задать граничные условия. Наи-
более общим вариантом является задание граничных условий третьего рода, ко-
торые отражают энергетическое взаимодействие залежи с внешней областью кол-
лектора.

Предыдущие исследования [1] были направлены на разработку методики, поз-
воляющей практически мгновенно идентифицировать коэффициент граничных
условий третьего рода [2], используя лишь замеры давления в скважинах и инте-
гральные фильтрационно-емкостные свойства залежи в предположении об одно-
родности пласта. Для этого использовалась балансовая модель [3], которая позво-
ляет перейти от моделирования нестационарной фильтрации в трехмерной поста-
новке к задаче нулевой размерности.

В данной работе представлено усовершенствование методики путем учета
неоднородности граничных условий, вызванной неоднородностью поля абсолют-
ной проницаемости пласта.

Динамика давления p в исходной пространственной постановке (будем назы-
вать пространственной моделью с номером «I») определяется из уравнения пьезо-
проводности

β
∂p

∂t
+divu = 0, (1)

где β = ηβ∗; η = V col l

V g eom – песчанистость (д.ед.); V col l – объём коллектора в пласте
м3; |V | = V g eom – геометрический объем залежи м3; β∗ – упругоемкость (1/Па); t –
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время (с); u – скорость фильтрации жидкости (м/с).
Верхняя и нижняя границы залежи считаются непроницаемыми. На боковой

границе Γ пласта ставится граничное условие
x ∈ Γ1 : un =−k1

µ

∂p

∂n
=α(1)

I

(
p −p0

)
,

x ∈ Γ2 : un =−k2

µ

∂p

∂n
=α(2)

I

(
p −p0

)
,

где x = (
x, y, z

)
– пространственные координаты точки; Γ1, Γ2 – участки боковой

поверхности залежи с проницаемостями k1 и k2 соответственно; Γ1 ∪Γ2 = Γ; будем
полагать k2 = ξk1; µ – вязкость пластового флюида (Па*с); p0 – начальное давление
в невозмущенном пласте.

Переход к осредненной 0-мерной модели (будем называть ее балансовой мо-
делью с номером «II») осуществляется интегрированием (1) по области пласта V :

|V |ηβ∗dP

dt
+α(1)

I |Γ1|
(
p(1)
Γ

−p0

)
+α(2)

I |Γ2|
(
p(2)
Γ

−p0

)
= q, (2)

P = 1

|V |
∫
V

p dV .

Здесь предполагается, что коэффициенты α(1)
I и α(2)

I постоянны вдоль соответству-
ющих участков границ; P – среднее давление во всей залежи (Па); |Γ1|, |Γ2| – пло-
щади соответствующих участков Γ1, Γ2 боковой границы поднятия

(
м2

)
; p(1)

Γ
, p(2)

Γ
–

средние давления на соответствующих участках боковой границы (Па); q = q(t ) –
суммарный расход всех скважин

(
м3/с

)
.

Для разрешимости (2) необходимо установить связь средних контурных p(1)
Γ
,

p(2)
Γ
и пластового P давлений, чтобы получить уравнение БМ вида:

|V |ηβ∗dP

dt
+αI I |Γ| (P −p0) = q.

Предложена схематизация расположения зоны второй проницаемости, пере-
секаемой границей расчетной области (рис. 1).

Получена зависимость нормированного среднего давления в залежи P от па-
раметров ξ , L, ϕ∗ (рис. 2).

Получен соответствующий вариант согласования граничных условий трехмер-
ной и балансовой моделей:

α(1)
I = αI I

Π1
, Π1 =

p(1)
Γ

−p0

P −p0
, (4)

Π1
(
rw ,ξ,L,ϕ∗)= 4π [ξ ln(e (1−L)/(rw (1+L)))+ ln((1+L)/(1−L))]/Z,

α(2)
I = αI I

Π2
, Π2 =

p(2)
Γ

−p0

P −p0
, (5)

Π2
(
rw ,ξ,L,ϕ∗)= 4π ln(e/rw ) [ξ ln(e/(1+L))+ ln(1+L)]/Z,
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Рис. 1. Схема расположения зоны другой проницаемости
(заштрихованная кольцевая область ширины 2L с углом раствора ϕ∗),

границы области разбуривания скважин rw , контура залежи RΓ и удаленного
контура R
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Рис. 2. Зависимость нормированного среднего давления в залежи:
а – от нормированной ширины кольцевой области второй проницаемости,

б – от угла раствора кольцевой области второй проницаемости

где

Z =
 (

3− r 2
w

)(
2π−ϕ∗)

[ln((1+L)/(1−L))+ξ ln((1−L)/rw )]+
+ϕ∗ ln(e/rw )

[
(2−L)L+ξ(

(1−L)2 − r 2
w

)+2ln(1+L)
]+

+ξ ln(e/(1+L))
[
2π

(
3− r 2

w

)−ϕ∗ (
1− r 2

w

)−2ϕ∗ lnrw
]

 .

Выражения (4), (5) необходимо подставить в (2) для получения уравнения БМ (3).
Оценена работоспособность алгоритма при различных вариантах расположе-

нияи размеров областей различнойпроницаемости. Рассмотрен вопрос обобщения
данного подхода на случай произвольного числа зон различной проницаемости.
Предложена идея использования методики для реальных неоднородных пластов.
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IDENTIFICATION OF THE BOUNDARY CONDITIONS
OF THE RESERVOIR HYDRODYNAMIC MODEL

BY RESERVOIR PRESSURE MEASUREMENTS IN WELLS

D.I. Usmanov, K.A. Potashev

The work is devoted to the adaptation of boundary conditions of the third kind for reservoir pressure
when constructing a filtration model of an oil reservoir. This allows you to reduce the modeling area
from a remote undisturbed boundary closer to the development site and reduce the cost of computing
resources. The paper demonstrates an approach that allows you to almost instantly determine the
coefficient of boundary conditions on a given contour by measuring the history of reservoir pressure in
wells. For this, the integral balance model is used, which takes into account geometrical and reservoir
properties of the deposit.
Keywords: flow model, oil and gas reservoir, boundary conditions, material balance model, reservoir
pressure measurements, adaptation
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ОБНАРУЖЕНИЕ УЗЛОВЫХ ТОЧЕК НА ТРЕХМЕРНОМ ИЗОБРАЖЕНИИ
Д.М. Фархутдинов1

1 dmfarkhutdinov@stud.kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

В данной работе представлена реализация алгоритма детектора углов Харриса для
обнаружения узловых точек на трехмерном изображении. Для заданного изображения
находится откликХарриса–матрицаR, после чего с помощьюалгоритмаNon-maxima
Suppression в этой матрице вычисляются локальные максимумы. Далее на трехмер-
ном изображении выделяются узловые точки. Также показаны результаты работы
программы для компьютерной томографии трехмерной модели исследуемого объекта
и приведен анализ полученных результатов.

Ключевые слова: детектор углов Харриса, алгоритм Non-maxima Suppression, уз-
ловые точки, компьютерная томография

На данныймомент для определения поля перемещений в экспериментах оста-
ется актуальнымметод, основанный на слежении за реперными точками. Развитие
оптических методов позволяют производить съемку в разных диапазонах излуче-
ний, при этом реперными точками в этом случае могут выступать точки, непосред-
ственно связанные с геометрией объекта. Таким образом, можно сформулировать
задачу об определении точек на изображении, обладающих некоторой локальной
особенностью. Такие точки называют особыми точками. Дадим более точное опре-
деление: особая точка – это точка, окрестность которой отличается от окрестности
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любой другой точки заданного изображения. Для определения особых точек ис-
пользуются различные детекторы и дескрипторы. Целью настоящей работы было
обнаружение углов на заданном изображении. В качестве метода определения осо-
бых точек на изображении был выбран детектор углов Харриса [1], основанный на
исследовании изменения яркости изображения по множеству направлений. Детек-
тор Харриса был реализован на языкеMatlab [2]. Опишем общий алгоритм обработ-
ки изображения с целью обнаружения особых точек.

На первом шаге изображение обрабатывалось функцией, реализующей алго-
ритм Харриса. Эта функция возвращает меру отклика Харриса – матрицу R. Затем
в матрице R с помощью функций Non-maxima Suppression [3] и Find Threshold были
вычислены локальные максимумы. Последнимшагом было нахождение координат
углов (локальных максимумов) на заданном изображении. Для начала были про-
ведены исследования на тестовых изображениях плоских геометрических фигур и
для всех были найдены координаты особых точек (углов фигур). В качестве следую-
щего теста была взята компьютерная томография [4] трехмерной модели исследу-
емого образца с нанесенной на него медной сеткой. Особыми точками выступали
узлы сетки. В результате были определены с некоторой погрешностью координаты
узлов сетки. Для полученных результатов с целью уточнения координат узлов был
повторно применен алгоритм Харриса для области изображения с искомым узлом
сетки.

В работе были проведены вычислительные эксперименты для тестовых задач
с целью отладки алгоритма. Были решенымодельные задачи для данных снятых на
рентгеновском компьютерном томографе.
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DETECTION OF NODAL POINTS IN A THREE-DIMENSIONAL IMAGE

D.M. Farkhutdinov

This paper presents the implementation of the Harris corner detector algorithm for detecting nodal
points in a three-dimensional image. For a given image, the Harris response is found – the matrix R,
after which, using the Non-maxima Suppression algorithm, local maxima are calculated in this matrix.
Next, the nodal points are highlighted in the three-dimensional image. The results of the program for
computed tomography of a three-dimensional model of the object under study are also shown and an
analysis of the results obtained is given.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ О
СЖАТИИ ПРЯМОУГОЛЬНОГО БРУСА

М.Х. Халиков1

1 mkkhalikov@stud.kpfu.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

В данной работе представлено использование метода конечных элементов для ана-
лиза сжатия твердого деформирования тела. Решение задачи сводится к системе ли-
нейных алгебраических уравнений с использованием глобальной матрицы жесткости,
полученной из локальных матриц жесткости и подвергнутой кинематическим и ста-
тическим граничным условиям. Рассмотрена задача сжатия прямоугольного бруса с
использованием четырех узловых прямоугольных конечных элементов с двумя вариан-
тами кинематических граничных условий. В результате анализа оценены перемеще-
ния на грани, подвергнутой нагрузке, и исследовано влияние граничных условий на поля
перемещений и напряжений.

Ключевые слова: метод конечных элементов, брус, кинематические граничные
условия, глобальная матрица жесткости, четырех узловой конечный элемент

Метод конечных элементов (МКЭ) — это численный метод, используемый для
анализаирешенияразнообразныхинженерныхинаучных задач, связанных с опре-
делением полей перемещений, напряжений, деформаций и других физических ве-
личин в твердых телах, жидкостях, газах и иных средах под воздействием нагрузок
и граничных условий. Он основан на дискретизации конструкции, разбивая её на
конечные элементы, и решении соответствующих уравнений [1].

ИспользуяметодМКЭ, задачу определения поля перемещения твердого дефор-
мирования тело можно свести к системе линейных алгебраических уравнений. Для
этого требуется высчитать так называемую глобальную матрицу жесткости, кото-
рая составляется путем ансамблирования локальных матриц жесткости. К получен-
ной глобальной матрице жесткости применяют кинематические и статические гра-
ничные условия, после чего решаютполученную систему линейных алгебраических
уравнений [2]. В работе была рассмотрена задача о сжатии прямоугольного бруса.
Задача решалась с помощью четыре узловых прямоугольных конечных элементов
с линейной аппроксимацией [3]. Было рассмотрено два варианта реализации кине-
матических условий. В первом случае накладывались кинематические граничные
условия так, чтобы нижние точки были зафиксированы в двух направлениях (не
могли двигаться ни по оси Х, ни по оси У). Во втором случае накладывались ки-
нематические граничные условия так, чтобы нижняя центральная точка была за-
фиксирована, а остальные нижние точки не могли перемещаться по оси Y (т.е. все
зафиксированные точки кроме центральной могут двигаться по оси X). В результа-
тах оценивались перемещения на грани, где прикладывалась нагрузка. Полученные
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результаты показывают влияние граничных условий на получаемые поля переме-
щений и напряжений.

Так, в работе освоены основные положения метода конечных элементов. Бы-
ли выведены разрешающие уравнения для четырех узлового конечного элемента
в плоско-деформируемой постановке. Были реализованы алгоритмы для решения
задачи сжатия куба из упругогоматериаламетодомконечных элементов. Для реше-
ния данных алгоритмов была написана программа на MATLAB. Полученные чис-
ленные решения были проанализированы.
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APPLICATION OF THE FINITE ELEMENT METHOD TO SOLVE THE PROBLEM OF
COMPRESSION OF A RECTANGULAR BEAM

M.K. Khalikov

This paper presents the use of the finite element method to analyse the compression of a rigid body
deformation. The solution of the problem is reduced to a system of linear algebraic equations using
a global stiffness matrix derived from local stiffness matrices and subjected to kinematic and static
boundary conditions. The compression problem of a rectangular beam using four nodal rectangular
finite elements with two variants of kinematic boundary conditions is considered. As a result of
the analysis, the displacements on the loaded face are estimated and the influence of the boundary
conditions on the displacement and stress fields is investigated.
Keywords: finite elementmethod, beam, kinematic boundary conditions, global stiffnessmatrix, four-node
finite element
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ОПТИМИЗАЦИЯ СЕЧЕНИЯ БАЛКИ ДЛЯ СЛУЧАЯ КОНСОЛЬНОГО ИЗГИБА
Д.Э. Хамзин1
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В данной работе представлено имитация метода отжига для нахождения оптималь-
ного сечения балки для случая консольного изгиба. Решение задачи сводится к случайно-
му созданию и выбору вариации высот сечения, исходя из их начального распределения,
при постояннойширине. Рассмотрена задача консольного изгиба балки с усилием, при-
ложенному к концу стержня. В результате работы программы найдены оптимальные
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высотыи выполнено сравнения напряжений, найденных при начальном и конечном рас-
пределении высот.

Ключевые слова: метод отжига, балка, консольный изгиб, оптимизация сечения

Задача оптимизации конструкции не теряет своей актуальности и в настоящее
время. При этом минимизация веса изделия при сохранении прочностных и жест-
костных свойств является не тривиальной математической задачей. Классические
методы оптимизации, основанные на градиентных подходах, сталкиваются с
проблемой локальных оптимумов. Что повлияло на создание иных подходов –
генетические алгоритмы. Одним из таких методов является метод отжига. Метод
отжига – это метод оптимизации, использующий упорядоченный случайный поиск
на основе аналогии физического процесса, который происходит при кристаллиза-
ции вещества, в том числе при отжиге металлов.

В данной работе была поставлена задача оптимизации сечения балки для
случая консольного изгиба. Для нахождения оптимального распределения сечений
был использован метод отжига [1, 2]. В работе были рассмотрены прямоугольные
сечения с одним изменяемым параметров – высотой сечения. Рассматривалась
задача минимизации функционала:

E(h) =
∫ l

0

σmax
xx (x;h(x))

σT
d x −→ mi n

где σT – предел текучести, σmax
xx – наибольшие растягивающие напряжения.

В практической реализации неизвестные значения высот находились в задан-
ных точках.

Алгоритм поиска оптимального решения случайным образом создаёт вариа-
цию высот, сравнивает "энергию"целевой функции и выбирает лучший (наимень-
ший из двух) вариант. Для избежания локального минимума вместе с основным
условием, есть дополнительное условие перехода с вероятностью:

P (∆E) = e−
∆E
T

где ∆E – разница энергий найденного варианта и лучшего на данный момент, а T
– температура.

После чего, независимого от того, был ли вариант лучше или хуже, температу-
ра понижается. При достижении минимальной температуры цикл прерывается и
возвращается оптимальная вариация высот. Описанные алгоритм был реализован
в виде программы и были проведены вычисления для определения оптимального
распределения сечения балки для случая консольного изгиба [3, 4].
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OPTIMIZATION OF BEAM CROSS-SECTION FOR CANTILEVER BENDING CASE

D.E. Khamzin

This study presents a simulated annealing method to determine the optimal cross-section of a beam
for cantilever bending. The approach involves randomly creating and selecting variations in section
heights based on their initial distribution, while maintaining a constant width. The problem of
cantilever bending of a beam with a force applied at the end is examined. The program’s results yield
optimal heights, allowing for a comparison of stresses between the initial and final height distributions.
Keywords: simulated annealing method, beam, cantilever bending, cross-section optimization
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ИНТЕГРАЛНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО

ПОРЯДКА С ОДНОЙ ВНУТРЕННОЙ СИНГУЛЯРНОЙ ЛИНИЕЙ
Ф.М. Шамсудинов1, И.О. Бобоназаров2
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В работе для одной переопределенной системе дифференциальных уравнений первого
порядка получено представление многообразия решений в явном виде, когда коэффи-
циенты первого и второго уравнения связанный между собой определенным образом.
Изучены свойства полученных решений, а также рассмотрена задача с начальными
данными.

Ключевые слова: переопределенная система, многообразия решений, прямо-
угольник, сингулярный коэффициент, свойства решений

Через D1 обозначим область ограниченную участками
Γ+1 = {y = 0, 0 < x < δ1}, полуоси y = 0, x ≥ 0, Γ+0 = {y = x, 0 < x < δ1} прямой y = x , а
через D2 обозначим область ограниченную участками
Γ+2 = {x = 0, 0 < x < δ2} полуоси x = 0, y > 0, и Γ+0 .

Пусть T = D1 ∪D2, T0 = D1 ∪D2 ∪Γ+0 , T 0 = T ∪Γ+1 ∪Γ+2 ,

Γ1 = {y = 0, −a < x < a}, Γ2 = {x = 0, 0 < y < a}.
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В одной из областей D1,D2 или T рассмотрим систему уравнений следующего
вида {

ux +a(x, y)(x − y)−αu + f1(x, y)(x − y)−α,
uy +b(x, y)(x − y)−βu = f2(x, y)(x − y)−β,

(1)

где a(x, y),b(x, y), fi (x, y), i = 1,2− заданныефункциивобластиD α> 1,β= 1,u(x, y)−
искомая функция.

Проблеме исследования дифференциальных уравнений и переопределённых
систем с регулярными, сингулярными и суперсингулярными коэффициентами по-
священы работы Аппеля П., Михайлова Л.Г., Раджабова Н., Тасмамбетова Ж.Н., Ха-
санова А. и других авторов.

Используя методику разработанных в работах Н. Раджабова [1-2] для системы
уравнений (1), получено представление многообразия решений при помощи одной
произвольной постоянной.

Пусть второе уравнение системы (1) является исходным, тогда получено следу-
ющее утверждение.

Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1) α> 1,β= 1 коэффициенты и правые
части удовлетворяют следующим условиям
1) a(x, y) ∈C 1

y (T ),b(x, y) ∈C 1
x(T ), f2(x, y) ∈C 1

x(T ), f1(x, y) ∈C 1
y (T );

2) b(x, x) < 0, a(0,0) > 0;
3) | b(x, y)− a(x, x) |≤ H1|x − y |α1 , H1 = const ,0 < α1 < 1,

| a(x,0)−a(0,0) |≤ H2xα2 , H2 = const ,α2 >α−1;
4) a) ∂

∂x ( b(x,y)
(x−y) ) = ∂

∂y ( a(x,y)
(x2−y2)m ) в T ,

b) (x − y)α+1 ∂
∂y ( f1(x,y)

(x−y)α )−b(x, y) f1(x, y) = (x − y)α+1 ∂
∂x ( f2(x,y)

(x−y) )+a(x, y) f2(x, y) в T ;
5) f1(x,0) = o

(
xµ1

)
,µ1 >α−1.

Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса C2(D \Γ+0 ) представимо в
виде

u(x, y) ≡Ω1
(
ϕ1(x), f2(x, y)

)
, (2)

ϕ1(x) ≡ N1(c1, f1(x,0)), (3)

где Ω1
(
ϕ1(x), f2(x, y)

)
, N1(c1, f1(x,0))– известнстные интегральные операторы , c1 –

произвольная постоянная.
Изучены свойства полученных решений и рассморена задача с начальными

данными.
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INTEGRAL REPRESENTATIONS OF SOLUTIONS FOR ONE SYSTEM OF FIRST ORDER PARTIAL
DERIVATIVE DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH ONE INTERNAL SINGULAR LINE

F.M. Shamsudinov, I.O. Bobonazarov

In this paper, for one overdetermined system of first-order differential equations, an explicit represen-
tation of the solution manifold is obtained, when the coefficients of the first and second equation are
interconnected in a certain way. The properties of the obtained solutions are studied, and the problem
with initial data is considered.
Keywords: overdetermined system, manifolds of solutions, rectangle, singular coefficient, properties of
solutions

УДК 517.9

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ДВУМЯ

ВНУТРЕННЫМИ СИНГУЛЯРНЫМИ ЛИНИЯМИ
Ф.М. Шамсудинов1, Р.С. Валиев2

1 faizullo100@yahoo.com; Бох.ГУ им. Н. Хусрава
2 ruzoboivaliev@gmail.com; Бох.ГУ им. Н. Хусрава

В работе для одной переопределенной системе дифференциальных уравнений первого
порядка получено представление многообразия решений в явном виде, когда коэффи-
циенты первого и второго уравнения связанный между собой определенным образом.
Изучены свойства полученных решений, а также рассмотрена задача с начальными
данными.

Ключевые слова: переопределенная система, многообразия решений, прямо-
угольник, сингулярный коэффициент, свойства решений

В дальнейшем, через D обозначим прямоугольник
D = {(x, y) : −a < x < a,0 < y < a},Γ1 = {y = 0,−a < x < a},Γ2 = {x = 0,0 < y < a}.
Далее обозначим Γ0

1 = {y = x,0 ≤ x ≤ a},Γ0
2 = {y =−x,−a ≤ y ≤ a}.

В области D рассмотрим систему{
ux +a(x, y)(x2 − y2)

−m
u + f1(x, y)(x2 − y2)−m ,

uy +b(x, y)(x2 − y2)−nu = f2(x, y)(x2 − y2)−n ,
(1)

где a1(x, y),b(x, y), fi (x, y), i = 1,2− заданные функции в области D m ≥ 2,
n = 1,u(x, y)− искомая функция.

Проблеме исследования дифференциальных уравнений и переопределенных
систем с регулярными, сингулярными и суперсингулярными коэффициентами по-
священы работы [1-3] и других авторов.

Используя методику разработанного в работе Н.Раджабова [1] для системы
уравнений (1), получено представление многообразия решений при помощи одной
произвольной постоянной.

Пусть второе уравнение системы (1) является исходным, тогда получено
следующее утверждение.
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Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1)m ≥ 2,n = 1 коэффициенты и правые
части удовлетворяют следующим условиям
1) b(x, y) ∈C 1

x(D), a(x, y) ∈C 1
y (D), f1(x, y) ∈C 1

y (D), f2(x, y) ∈C 1
x(D);

2) b(x,x)
2x < 0 в окрестностиΓ0

1,
b(x,x)

2x < 0 в окрестностиΓ0
2;

3) | b(x, y)−b(x, x) |≤ H1|x − y |α1 , H1 = const ,0 <α1 < 1 в окрестности Γ0
1,

| b(x, y)−b(x, x) |≤ H2|x + y |β1 , H2 = const ,0 < β1 < 1 в окрестности Γ0
1,

| a(x,0)−a(0,0) |≤ H3|x|γ1, H3 = const ,γ1 > 2m −1;

4) a) ∂
∂x ( b(x,y)

(x2−y2)
) = ∂

∂y ( a(x,y)
(x2−y2)m ) в D,

b) (x2−y2)m+1 ∂
∂y ( f1(x,y)

(x2−y2)m )+b(x, y) f1(x, y) = (x2−y2)m+1 ∂
∂x ( f2(x,y)

(x2−y2)
)+a(x, y) f2(x, y)

в D,
5) f1(x,0) = o

(
xλ1

)
,λ1 > 2m −1.

Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса C 2(D) представимо в виде

u(x, y) ≡ K1
(
ϕ1(x), f2(x, y)

)
, (2)

ϕ1(x) ≡ N1(c1, f1(x,0)), (3)

где K1
(
ϕ1(x), f2(x, y)

)
, N1(c1, f1(x,0))– известнстные интегральные операторы и

функции, c1 – произвольная постоянная. Изучены свойства полученных решений и
рассморены задачи с начальными данными.
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INTEGRAL REPRESETATIONS OF SOLUTIONS FOR ONE SYSTEM OF FIRST ORDER
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH TWO INTERNAL SINGULAR LINES

F.M. Shamsudinov, R.S. Valiev

In this paper, for one overdetermined system of first-order differential equations, an explicit represen-
tation of the solution manifold is obtained, when the coefficients of the first and second equation are
interconnected in a certain way. The properties of the obtained solutions are studied, and the problem
with initial data is considered.
Keywords: overdetermined system, manifolds of solutions, rectangle, singular coefficient, properties of
solutions
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СИММЕТРИИ ГЕККЕ, АССОЦИИРОВАННЫЕ СО СКРУЧЕННОЙ АЛГЕБРОЙ
МНОГОЧЛЕНОВ ОТ 3 ПЕРЕМЕННЫХ

Н.А. Шишмаров1

1 nashishmarov@yandex.ru; Казанский (Приволжский) федеральный университет

В работе описываются симметрии Гекке R, для которых соответствующая R-
симметрическая алгебра является скрученной алгеброй многочленов от 3 переменных,
в случае, когда R коммутирует со скручивающим оператором.

Ключевые слова: симметрия Гекке, скрученные алгебры

ПустьV ——конечномерное векторное пространство над полем k.Симметрией
Гекке на V с параметром 0 ̸= q ∈ k мы называем невырожденный линейный опера-
тор R : V ⊗V → V ⊗V , удовлетворяющий уравнениям:

(R ⊗ Id)(Id⊗R)(R ⊗ Id) = (Id⊗R)(R ⊗ Id)(Id⊗R), (R −q Id)(R + Id) = 0.

Обозначим через T (V ) тензорную алгебру пространства V . R-симметрической
алгеброй будем называть алгебру T (V )/Im(R − q Id).

В [1] Жанг определил для градуированной алгебры A = ⊕
i≥0 Ai и некоторого

невырожденного оператора τ : A1 → A1 определяется соответствующая скрученная
алгебра Aτ как алгебра, имеющая ту же структуру градуированного векторного
пространства, что и A, а умножение ·τ в ней задается по формуле:

x ·τ y = x ·τn(y),

где x ∈ Am , y ∈ An, а · —- умножение в A.
Перейдем к формулировке нашей задачи. Пусть S(V ) —-симметрическая ал-

гебра пространства V . Требуется описать все симметрии Гекке R на 3- мерном про-
странстве V , для которых R-симметрическая алгебра совпадает с S(V )τ для некото-
рого фиксированного оператора τ. В текущей работе эта задача решена для случая,
когда R коммутирует с τ. В этом случае самым существенным образом применяет-
ся классификация симметрий Гекке, ассоциированных с алгеброй многочленов от
3 коммутирующих переменных, полученная в работе Скрябина С.М. [2].
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HECKE SYMMETRIES ASSOCIATED WITH TWISTED POLYNOMIAL ALGEBRA IN 3
COMMUTATIVE INDETERMINATES

N.A. Shishmarov

In this work we describe Hecke symmetries R for which the corresponding R-symmetric albra is twisted
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polynomial algebra in 3 indeterminates in case when R commutes with twisting operator.
Keywords: Hecke symmetry, twisted algebra
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РЕАЛИЗАЦИЯ МОМЕНТНОЙ СХЕМЫ МКЭ НА РАВНОМЕРНЫХ СЕТКАХ С
ВЫРОЖДЕННЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ ДЛЯ РЕШЕНИЯ СТАТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
Абу Даввас Яссер1

1 yasserdawwas@gmail.com; Национальный исследовательский Нижегородский государственный
университет им. Н.И. Лобачевского

Рассматриваются свойства нового моментного конечного элемента, исследованы
особенности конечного элемента и его преимущества по сравнению с традиционными
конечными элементами. Особо рассматривается вопрос о применимости данного
конечного элемента для элементов с вырожденной формой (имеющих не 8, а от 4 до
7 узлов), такая ситуация может возникать вблизи криволинейной границы области.

Ключевые слова: трехмерная задача, ажурная схема, неустойчивость «песочные
часы», вырожденные элементы

Рассматриваются свойства новогомоментного конечного элемента, описанно-
го в [1]. Способпостроенияданного конечного элемента основаннадвухидеях.Пер-
вая из них – это идея ажурных схем [2], в которых линейные конечные элементы в
виде симплексов заполняют расчетную область с регулярными промежутками. Вто-
рая идея – проецирование удачной численной схемы для задачи большей размер-
ности на расчетную сетку меньшей размерности. В работах [3], [4] приводятся ре-
зультаты исследования влияния взаимного расположения линейных конечных эле-
ментов в виде тетраэдров на точность численных решений трехмерных задач ме-
ханики деформируемого твердого тела. В [3] приведены экспериментальные иссле-
дования на модельной задаче, в [4] – аналитические и экспериментальные исследо-
вания. В [2] приводятся результаты подробных исследований ажурной схемы, в ко-
торой линейные 4-узловые элементы в форме тетраэдра располагаются по одному
в центрах ячеек гексаэдрической сетки. Данное расположение линейных элемен-
тов оказалось наиболее удачным, поскольку при нем отсутствует известный эффект
сдвигового запирания, свойственный схемам МКЭ на основе линейных элементов
при сплошном заполнении элементами расчетных областей. В целом ажурные схе-
мы показали свои высокие качества по сходимости, экономичности и ряду других
свойств. Предполагая, что высокое качество численных схем сохраняется при про-
ецировании схемы из пространства большей размерности на сетку меньшей раз-
мерности, можно получить новые численные схемы. Так, проецируя трехмерную
ажурную схему МКЭ на двумерную сетку, получим схему МКЭ решения двумерных
задач, при этом размер сетки по третьей координате превращается в регулируе-
мый параметр схемы. Аналогично можно рассмотреть гипотетическую 7-мерную
задачу «теории упругости» и построить для ее решения ажурную схему, в которой
7-мерный симплекс, содержащий 8 узлов, симметрично вписан в 7-мерный куб.
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Проецируя данную схему на трехмерную сетку, получим новую схему МКЭ реше-
ния трехмерных задач теории упругости с конечным элементом в форме гексаэдра.

По «наследству» от линейных 7-мерных элементов с их ажурным расположе-
нием к данному элементу переходят следующие свойства: одна точка интегриро-
вания, отсутствие эффекта сдвигового запирания, отсутствие неустойчивости типа
«песочные часы».

Также элемент имеет 4 регулируемых параметра: шаги сетки по отсутствую-
щим координатам h4,h5,h6,h7.

Тензоры деформаций и напряжений имеют вид

εi j =
ε11 ε12 ε13 ε14 ε15 ε16 ε17
ε21 ε22 ε23 ε24 ε25 ε26 ε27
ε31 ε32 ε33 ε34 ε35 ε36 ε37

 ,σi j =
σ11 σ12 σ13 σ14 σ15 σ16 σ17
σ21 σ22 σ23 σ24 σ25 σ26 σ27
σ31 σ32 σ33 σ34 σ35 σ36 σ37

 .

Последние 4 столбца соответствуют трём изгибающим и одному крутящему
моментам конечного элемента. Вычисление производных в произвольном гекса-
эдрическом элементе производится по формуле

∂ f

∂xi
≈ detVi

detV
,

где матрицы V и, например, V1 имеют вид

V =



1 x1
1 x2

1 x3
1 0 0 0 0

1 x1
2 x2

2 x3
2 0 h5 h6 h7

1 x1
3 x2

3 x3
3 h4 0 h6 h7

1 x1
4 x2

4 x3
4 h4 h5 0 0

1 x1
5 x2

5 x3
5 h4 h5 0 h7

1 x1
6 x2

6 x3
6 h4 0 h6 0

1 x1
7 x2

7 x3
7 0 h5 h6 0

1 x1
8 x2

8 x3
8 0 0 0 h7


,V1 =



1 f1 x2
1 x3

1 0 0 0 0
1 f2 x2

2 x3
2 0 h5 h6 h7

1 f3 x2
3 x3

3 h4 0 h6 h7

1 f4 x2
4 x3

4 h4 h5 0 0
1 f5 x2

5 x3
5 h4 h5 0 h7

1 f6 x2
6 x3

6 h4 0 h6 0
1 f7 x2

7 x3
7 0 h5 h6 0

1 f8 x2
8 x3

8 0 0 0 h7


(матрицы Vi получаются из матрицы V заменой столбца соответствующей

координаты на столбец значений функций).
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Численные результаты:

Колебания бруса квадратного сечения
Рассматривается геометрически и физически линейная задача о колебаниях

бруса квадратного сечения под действием мгновенно приложенной по центру на-
грузки. Приводятся решения с использованием схемы Уилкинса, ажурной и мо-
ментной схем.

Брус длиной L = 10 см квадратного сечения H1 = H2 = 1 см (рис.1) защемлен
на торцах. Давление p = 0.17 ГПа равномерно распределено на заштрихованном
участке поверхности 4 < x < 6. Механические свойства материала: ρ = 7,8 г/см3,
E = 210 ГПа, коэффициентПуассона 0.3. Внешнее давление постоянно по простран-
ству и времени.

Рис. 1. Схема бруса

Для нахождения численного решения были использованы три варианта мо-
ментной схемы МКЭ: на элементах в форме куба, треугольной призмы и тетра-
эдра. В первом случае использовалась равномерная сетка из конечных элементов
4× 4× 40 в форме куба со стороной h1 = h2 = h3 = 0.25. Во втором случае каждый
куб был разделен на две призмы, в третьем - на 6 тетраэдров. На рис. 2 представле-
ны графики прогибов оси стержня. Значения параметров были приняты равными
h4 = h5 = h6 = h7 = 1.4h1 = 0.35.

Рис. 2. Прогибы на оси бруса
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IMPLEMENTATION OF MOMENT FEM SCHEME ON UNIFORM GRIDS WITH DEGENERATED
ELEMENTS FOR SOLVING STATIC PROBLEMS OF ELASTICITY THEORY

Abu Dawwas Yasser

The properties of a new moment finite element are considered, the features of the finite element and its
advantages compared to traditional finite elements are investigated. The question of the applicability
of this finite element for elements with a degenerate shape (having not 8, but from 4 to 7 nodes) is
especially considered; such a situation can arise near the curvilinear boundary of the region.
Keywords: three-dimensional problem, openwork scheme, hourglass instability, degenerate elements
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