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ÓÄÊ 517.544ÎÁ ÎÄÍÎÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ Ñ ßÄ�ÎÌ Ò. ÊÀ�ËÅÌÀÍÀÈ Å�Î Ï�ÈËÎÆÅÍÈÈ Ê Ï�ÎÁËÅÌÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂÔ.Í. �àðè�üÿíîâ, Ä.Á. ÊàöÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå ïîëèýëåìåíòíîãî ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿäëÿ ãîëîìîð�íîé â êâàäðàòå íåèçâåñòíîé �óíêöèè ïóòåì åãî ñâåäåíèÿ ê èíòåãðàëüíîìóóðàâíåíèþ ñ ÿäðîì Êàðëåìàíà. Ýòî óðàâíåíèå ñâÿçàíî ñ ïðîáëåìîé îïðåäåëåíèÿ öåëîé�óíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ïî çàäàííîìó ëèíåéíîìó ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ìîìåí-òàìè ýòîé �óíêöèè è êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä åå ïðåîáðàçîâàíèÿÁîðåëÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Êàðëåìàíà, öåëûå �óíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ïðî-áëåìà ìîìåíòîâ.1. �àçíîñòíîå (�óíêöèîíàëüíîå) óðàâíåíèå�àññìîòðèì åäèíè÷íûé êâàäðàò
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+ I, lk+1 = ikl1, k = 1, 2, 3, Γ =

4
⋃

k=1

lk . Îñíîâíàÿöåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � èññëåäîâàòü äåâÿòèýëåìåíòíîå ðàçíîñòíîå (�óíêöèîíàëü-íîå) óðàâíåíèå
Vf(z) := f(z) +

8
∑

j=1

f(σj(z)) = g(z), z ∈ R. (1)Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.1. Çàäàííàÿ �óíêöèÿ g(z) ãîëîìîð�íà â R , à åå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèþ �åëüäåðà: g+ ∈ Hµ(∂R), µ ∈ (0, 1] .2. Ôóíêöèè σj � ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñäâèãè) äâÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïûñ ïåðèîäàìè 1 è i , îòëè÷íûå îò òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òàêèå, ÷òî
R ∩ σj(R) 6= ∅;3. Èñêîìàÿ �óíêöèÿ f(z) ãîëîìîð�íà â D := C \Γ , èñ÷åçàåò íà áåñêîíå÷íîñòèè èìååò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f±(t) íà Γ , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ �åëüäåðà.ßñíî, ÷òî V � ëèíåéíûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåí-òàìè, êîììóòèðóþùèé ñ äè��åðåíöèðîâàíèåì. Òåì íå ìåíåå ê íåìó íåïðèìåíèìûîáû÷íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìíîæåñòâî ãîëîìîð�íîñòèýòîãî îïåðàòîðà ðàñïàäàåòñÿ íà 2 ñâÿçíûå êîìïîíåíòû: êâàäðàò R è åãî âíåøíîñòü.Äðóãèìè ñëîâàìè, ñîîòíîøåíèå (1), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ â îáëàñòè, ñî-äåðæàùåé çàìûêàíèå R . Ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Vf(z) = 0. (2)



ÎÁ ÎÄÍÎÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ Ñ ßÄ�ÎÌ Ò. ÊÀ�ËÅÌÀÍÀ. . . 113Óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â êíèãå [1℄. Î÷åâèäíî, ÷òîóðàâíåíèþ (2) óäîâëåòâîðÿåò è ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ f , ïðè÷åì ñèñòåìà {f (j)(z)},
j = 0, 1, . . . , n, ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Äëÿ ãàðàíòèè êîíå÷íîñòè ÷èñëà ðåøåíèé äî-ïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì, ÷òîáû ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f±(t) èìåëè â êîíöàõ Γ , ñàìîåá�îëüøåå, ëîãàðè�ìè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Òàêîé êëàññ ðåøåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç B .Âïåðâûå ïîäîáíûé ïîäõîä è åãî ïðèëîæåíèÿ ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ áûëè ïðåäëî-æåíû â ðàáîòàõ [2, 3℄. 2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèåÁóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫

Γ

ϕ(τ) dτ

τ − z
, z /∈ Γ, (3) íåèçâåñòíîé ãåëüäåðîâñêîé ïëîòíîñòüþ. Òîãäà èç (1) ïîëó÷àåì

Aϕ(z) :=
1

2πi

∫

Γ

A(z, τ)ϕ(τ) dτ = g(z), z ∈ R,ãäå
A(z, τ) :=

1

τ − z
+
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∑

j=1

1

τ − σj(z)
. (4)ßäðî (4) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ò. Êàðëåìàíà äëÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû. Âïåð-âûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè ïîäîáíîé ñòðóêòóðû ïðåäëîæèë èñïîëü-çîâàòü Ò. Êàðëåìàí íà ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå â Öþðèõå â1932 ã. äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è, íîñÿùåé åãî èìÿ (ñì. [4℄).Îäíàêî èññëåäîâàíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà Ò. Êàðëåìàí íå ïðîâåëäàæå â ïðåäëîæåííîì èì ñàìèì ñëó÷àå, êîãäà R � �óíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëü-íèê �óêñîâîé ãðóïïû. Â äàëüíåéøåì öåëûé ðÿä èññëåäîâàòåëåé ñ áîëüøèì èëèìåíüøèì óñïåõîì ïîïûòàëèñü ëèêâèäèðîâàòü ýòîò ïðîáåë (ñì., íàïðèìåð, [5, 7℄).Öåííîñòü èäåè Ò. Êàðëåìàíà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî â åãî ÿäðå, â îòëè÷èå îò êâàçèàâ-òîìîð�íîãî àíàëîãà ÿäðà Êîøè, ñîäåðæàëîñü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Íåâäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè áîëüøîãî ÷èñëà èññëåäîâàíèé ïî ýòîé òåìàòèêå, îòìåòèìñëåäóþùèå òðè îáñòîÿòåëüñòâà.1. Çàäà÷à Êàðëåìàíà â ñëó÷àå, êîãäà R � �óíäàìåíòàëüíûé ìíîãîóãîëüíèê�óêñîâîé ãðóïïû, ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíà äðóãèì ìåòîäîì � ñâåäåíèåì ê çàäà÷å�èìàíà íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè [6, 8℄.2. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå âìåñòî ãðàíèöû ïàðàëëåëîãðàììà ïåðèîäîâ ðàññìàòðèâà-åòñÿ ëèøü åå ¾ïîëîâèíà¿ Γ , òî åñòü èíòåãðàë òèïà Êîøè (3) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîð�íîé,à íå êóñî÷íî-ãîëîìîð�íîé �óíêöèåé.3. Âïåðâûå êëàññè÷åñêîå ÿäðî Ò. Êàðëåìàíà èñïîëüçóåòñÿ íå äëÿ èññëåäîâàíèÿêðàåâûõ çàäà÷ ñî ñäâèãîì, à äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè öåëûõ �óíêöèéýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [3℄ èñïîëüçîâàëèñü ÿäðà, ñîäåðæàùèå ìåíüøåå ÷èñëîñëàãàåìûõ, ÷åì ÿäðî (4). Â ÷àñòíîñòè, îíè íå ñîäåðæàëè â êà÷åñòâå îäíîãî èçñëàãàåìûõ ÿäðà Êîøè.Òåïåðü âåðíåìñÿ ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ (1). Âîçüìåì òî÷êó t ∈ Γ è ïóñòü

z → t èç R . Òîãäà ñ ó÷åòîì �îðìóëû Þ.Â. Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ èìååì:
1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

A(t, τ)ϕ(τ) dτ = g+(t), t ∈ Γ. (5)



114 Ô.Í. �À�ÈÔÜßÍÎÂ, Ä.Á. ÊÀÖÏóñòü òåïåðü z → α(t) ∈ ∂R \ Γ . Çäåñü α(t) = {t + ik, t ∈ lk} � ñäâèã Êàðëå-ìàíà, èçìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ ∂R è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ α(α(t)) = t. Îíèíäóöèðîâàí ïîðîæäàþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùåé äâîÿêîïåðèîäè-÷åñêîé ãðóïïû è îáðàòíûìè ê íèì. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì
−1

2
ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

A(α(t), τ)ϕ(τ) dτ = g+(α(t)), t ∈ Γ. (6)Âû÷èòàÿ èç ðàâåíñòâà (5) ðàâåíñòâî (6), ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Kϕ(t) := ϕ(t) +

1

2πi

∫

Γ

K(t, τ)ϕ(τ) dτ = g+(t) − g+(α(t)), t ∈ Γ, (7)ñ ÿäðîì
K(t, τ) := A(t, τ) −A(α(t), τ). (8)Óðàâíåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà, òàê êàê ÿäðî (8) îãðàíè-÷åíî (êîíêðåòíûå îöåíêè ñì. íèæå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1). �àññìîòðèì âíà÷àëåñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

Kϕ = 0. (9)Ëåììà 1. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé (�.ñ.ð.) óðàâíåíèÿ (9) ñîäåð-æèò íå áîëåå îäíîé �óíêöèè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà �.ñ.ð. ñîäåðæèò �óíêöèþ
ϕ ñî ñâîéñòâîì

∫

Γ

ϕ(τ) dτ = 0. (10)Ñ÷èòàåì îïåðàòîð K îïðåäåëåííûì íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå C(Γ) ñ íîðìîé
‖ϕ‖ = max{|ϕ(t)| : t ∈ Γ} . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòîòìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà l1 . Ïîëîæèì u = τ − t. Òîãäà

K(t, τ) =
1

u+ i
+

1

u+ 1 + i
+

1

u− 1 + i
+

1

u− 2i
+

1

u+ 1 − 2i
+

1

u− 1 − 2i
.Â ñèëó óñëîâèÿ (10) ÿäðî (8) ìîæíî çàìåíèòü ðàçíîñòüþ K1(t, τ) = K(t, τ)−K(t, 0) .Îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíû

bj(t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

lj

K1(t, τ)ϕ(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.ßñíî, ÷òî
K1(t, τ)τ

−1 =
1

(u+ i)(t− i)
+

1

(u+ 1 + i)(t− 1 − i)
+

1

(u− 1 + i)(t+ 1 − i)
−

− 1

(u− 2i)(t+ 2i)
− 1

(u− 1 − 2i)(t+ 1 + 2i)
− 1

(u+ 1 − 2i)(t− 1 + 2i)
,ïðè÷åì |τ | ≤

√
2/2. Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå ýòîé ñóììû. Åñëè t è τ ëåæàò íà

l1 , òî ìíèìûå ÷àñòè ÷ëåíîâ ðàçíîñòè u = τ − t ðàâíû ìåæäó ñîáîþ, òî åñòü u íà



ÎÁ ÎÄÍÎÌ Ó�ÀÂÍÅÍÈÈ Ñ ßÄ�ÎÌ Ò. ÊÀ�ËÅÌÀÍÀ. . . 115îòðåçêå l1 � âåùåñòâåííîå ÷èñëî è ìèíèìóì ìîäóëÿ u+ i ñîñòàâëÿåò 1 . Ìèíèìóììîäóëÿ t− i íà ýòîì îòðåçêå ðàâåí 3/2 . Òàêèì îáðàçîì,
∣

∣

∣

∣

1

(u+ i)(t− i)

∣

∣

∣

∣

<
2

3
.Óìíîæèâ íà τ , ïîëó÷èì

∣

∣

∣

∣

τ

(u+ i)(t− i)

∣

∣

∣

∣

<
2

3

√
2

2
=

√
2

3
<

1

2
.Ýòà îöåíêà ñîõðàíÿåò ñèëó è â òîì ñëó÷àå, êîãäà t ëåæèò íà îòðåçêàõ lk , k = 2, 3, 4.Àíàëîãè÷íî ïðîâîäèòñÿ îöåíêà îñòàëüíûõ ïÿòè ñëàãàåìûõ. Èç ýòèõ îöåíîê ïîëó-÷àåì |K1(t, τ)| < 3 . Îòñþäà bj(t) ≤ 1.5‖ϕ‖, j = 1, 2, 3, 4. Ïîñêîëüêó 6 < 2π , òîîòñþäà ‖ϕ‖ = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.Ëåììà 2. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (9) ñîäåðæèò åäèí-ñòâåííóþ �óíêöèþ ϕ0 , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

∫

Γ

ϕ0(τ) dτ = 1, ϕ0(iτ) = −iϕ0(τ). (11)Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîþçíîãî óðàâíåíèÿ
K
′ϕ = 0 (12)ñîñòîèò òîëüêî èç ïîñòîÿííîé. Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (7) áåçóñëîâíî ðàçðåøè-ìî. Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðî (4) êîñîñèììåòðè÷íî, òî åñòü

K
′ψ = ψ(t) − 1

2πi

∫

Γ

(A(t, τ) −A(t, α(τ)))ψ(τ) dτ = 0.Òîãäà
1

2πi

∫

Γ

(A(t, τ) −A(t, α(τ))) dτ =
1

2πi

∫

Γ

(A(t, τ) dτ = 1,îòêóäà ñëåäóåò âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû, òî åñòü �.ñ.ð. îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ(9) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ �óíêöèþ ϕ0 . Çàìåíèì â ñîîòíîøåíèè (9) τ è t íà
−τ è −t ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà �óíêöèÿ ϕ0(−t) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (3) Çíà÷èò,�óíêöèÿ ϕ0(t) ëèáî ÷åòíà, ëèáî íå÷åòíà. Íî ïåðâîå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó èç ÷åò-íîñòè ñëåäóåò (10), è â ñèëó ëåììû 1 ïîëó÷àåì ϕ0(t) ≡ 0. Ïîñêîëüêó ϕ0(it) òàêæåóäîâëåòâîðÿåò (3), íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ ϕ0(t) óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó èç óñëîâèé (11).�àçðåøèìîñòü íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (7) ñëåäóåò èç àëüòåðíàòèâ Ôðåäãîëüìà,òàê êàê

∫

Γ

(g+(t) − g+(α(t))) dt =

∫

∂R

g+(t) dt = 0,÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.Ïîëó÷èì äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ϕ0 . Ïîñêîëüêó Kϕ0 = 0 ,òî (Aϕ0)
+(t) = (Aϕ0)

+(α(t)) , è ñèëó òåîðèè êðàåâîé çàäà÷è Êàðëåìàíà ñî ñäâèãîì
α äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà [9℄ èìååì Aϕ0 = c , à â ñèëó íå÷åòíîñòè ϕ0 ýòà ïîñòîÿííàÿðàâíà íóëþ.



116 Ô.Í. �À�ÈÔÜßÍÎÂ, Ä.Á. ÊÀÖÏîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ ϕ0 íå ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü âî âñåõ êîíöàõ(óçëàõ) Γ . Äðóãèìè ñëîâàìè, åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãîóðàâíåíèÿ (2)
f0(z) =

1

2πi

∫

Γ

ϕ0(τ) dτ

τ − z
(13)õîòÿ áû íà îäíîì êîíöå Γ èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü. Ïðåäïîëîæèìïðîòèâíîå. Â ñèëó ñâîéñòâ ÿäðà (8) ðåøåíèå ϕ0 ∈ C∞(Γ) . Âîçüìåì óðàâíåíèå

Aϕ0(z) = 0 è ïðîäè��åðåíöèðóåì åãî. Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ òåì ñâîéñòâîì ÿäðà(4), ÷òî ∂A/∂z = −∂A/∂τ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, òîãäà Aϕ′
0(z) = 0 , ñëåäî-âàòåëüíî, Tϕ′

0(t) = 0 . Ôóíêöèÿ ϕ′
0(t) ÷åòíà, è ïî ëåììå 1 èìååì ϕ′

0(t) ≡ 0 . Èòàê,�óíêöèÿ ϕ′
0(t) ìîæåò áûòü ëèøü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìóïðåäïîëîæåíèþ.Îñóùåñòâèì òåïåðü îáðàòíûé ïåðåõîä îò íåîäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-íèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà (7) ê èñõîäíîìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (1). Çàìå-òèì, ÷òî áåçóñëîâíàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (7) âîâñå íå îçíà÷àåò áåçóñëîâíîéðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1). Äåéñòâèòåëüíî, (7) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ A+(t)−

−A+(α(t)) = g+(t)−g+(α(t)) , òî åñòü A+(t) = g+(t)+C . Îñòàëîñü âûÿñíèòü, êîãäà
C = 0 . Äëÿ ýòîãî ðàâåíñòâî

ϕ(t)

2
+

1

2πi

∫

Γ

A(t, τ)ϕ(τ) dτ = g+(t) + Cóìíîæèì íà ϕ0(t) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Γ , âîñïîëüçîâàâøèñü êîñîñèììåòðè÷íî-ñòüþ ÿäðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
C =

∫

Γ

ϕ0(t)ϕ(t) dt −
∫

Γ

ϕ0(t)g
+(t) dtÒåîðåìà 1. Îäíîðîäíîå �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå Vf = 0 èìååò â êëàññå Båäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (13) . Íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1) ðàçðåøè-ìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∫

Γ

ϕ0(t)g
+(t) dt =

∫

Γ

ϕ0(t)ϕ(t) dt. (14)Çäåñü ϕ0 � �óíêöèÿ èç ëåììû 2 , à ϕ0 � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåä-ãîëüìà (7) .Çàìå÷àíèå 1. Ïðè íå÷åòíîì ñâîáîäíîì ÷ëåíå óðàâíåíèå (1) âñåãäà ðàçðåøèìî,ïîñêîëüêó óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (14) âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè (èíòåãðàë ïî Γîò íå÷åòíîé �óíêöèè ðàâåí íóëþ).Çàìå÷àíèå 2. �àçíîñòíîå óðàâíåíèå (Vf)(z) = 1, z ∈ R, íåðàçðåøèìî â êëàñ-ñå B . Ïî çàäàííîé �óíêöèè g(z) âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü ïîñòîÿííóþ c òàêóþ,÷òî óðàâíåíèå (Vf)(z) = g(z) + c, z ∈ R, áóäåò ðàçðåøèìî â ýòîì êëàññå.3. Íåêëàññè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ�àññìîòðèì ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ äëÿ öå-ëûõ �óíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ö.�.ý.ò.). Ôóíêöèÿ f(z) ∈ B ÿâëÿåòñÿ íèæ-íåé �óíêöèåé, àññîöèèðîâàííîé ïî Áîðåëþ ñ ö.�.ý.ò. F (z) (âåðõíåé �óíêöèåé),
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F0(z) = − 1

2πi

∫

Γ

ϕ0(τ) exp (τz) dτ, F0(iz) = F0(z), (15)ñîïðÿæåííóþ ïî Áîðåëþ ñ íèæíåé �óíêöèåé (13). Åå èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé(ñîâïàäàþùåé ñ ñîïðÿæåííîé èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé) áóäåò êâàäðàò R .Çàìå÷àíèå 3. Âûÿñíèì, êîãäà íèæíÿÿ �óíêöèÿ f ∈ B èìååò ñâîåé ñîïðÿæåí-íîé èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé íåêîòîðîå ¾ìåíüøåå¿ âûïóêëîå ìíîæåñòâî R1 ⊂ R .Òîãäà �óíêöèÿ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà èç R â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü áåñêî-íå÷íî óäàëåííîé òî÷êè è g(∞) = 0, òî åñòü îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ íèæíåé �óíê-öèåé. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ è âîêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ, ïîëó-÷èì F (λ)H(λ) = G(λ), ãäå G(λ) � âåðõíÿÿ �óíêöèÿ, àññîöèèðîâàííàÿ ïî Áîðåëþñ g , à H(λ) = 1 +
8
∑

j=0

exp (−λσj(0)) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì. ×àñòíîå
G(λ)/H(λ) äîëæíî áûòü öåëîé �óíêöèåé, è åå íèæíÿÿ �óíêöèÿ f(z) ïðèíàäëåæèòêëàññó B . Ýòîò ñëó÷àé íå î÷åíü èíòåðåñåí, ïîñêîëüêó ðå÷ü èäåò î ¾ïåðåîïðåäåëåí-íîé¿ êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. ßñíî, ÷òî äëÿ �óíêöèè (13) âûøåèçëîæåííîå íåâûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå G ≡ 0 è f0 ≡ 0 , ÷òî ïðèâîäèò ê ïðî-òèâîðå÷èþ.Èòàê, ö.�.ý.ò. (15) èìååò êóñî÷íî-òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíäèêàòîð

h0(θ) =
1

2
(cos θ + sin θ), θ ∈ [0,

π

2
], h0

(

θ +
π

2

)

= h0(θ),è òèï σ0 =
√

2/2.Òåîðåìà 2. Ö.�.ý.ò. (15) èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé ðîñò (â.ð.ð.).Äîêàçàòåëüñòâî. Äâàæäû ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë (15), ïîëó-÷èì
−2πiF0(z) = z−1 exp (zτ)ϕ0(τ)|Γ−z−2 exp (zτ)ϕ′

0(τ)|Γ+z−2

∫

Γ

exp (zτ)ϕ′′

0(τ) dτ. (16)Âîçüìåì ëó÷è arg z =
π

4
(2k − 1), k = 1, 2, 3, 4, � íàïðàâëåíèÿ íàèáîëüøåãî ðîñòà,íà êîòîðûõ çíà÷åíèÿ èíäèêàòîðà ðàâíû òèïó. Ïîñêîëüêó

∫

Γ

|ϕ(k)
0 (τ)| |dτ | <∞äëÿ ëþáîãî k , òî ïðè ϕ0(t1) 6= 0 (çäåñü t1 � âåðøèíà êâàäðàòà) àñèìïòîòè÷åñêîåïîâåäåíèå ö.�.ý.ò. (15) íà íàïðàâëåíèÿõ íàèáîëüøåãî ðîñòà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò-ñÿ ïåðâûì ïðèðàùåíèåì â ïðàâîé ÷àñòè (16), òî åñòü îíà èìååò â.ð.ð. íà ýòèõ ëó÷àõ.Ïóñòü ϕ0(t1) = 0 . Åùå ðàç âîçüìåì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (16) ïî ÷àñòÿì. Ñîâåð-øåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì, ÷òî �óíêöèÿ (15) ìîæåò íå èìåòü â.ð.ð. íà ýòèõ ëó÷àõòîëüêî â ñëó÷àå ϕ′

0(t1) = 0 . Ïðîäîëæàÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè â.ð.ð.íå èìååò ìåñòà íà ýòèõ ëó÷àõ, òî ϕ(k)
0 (t1) = 0, k = 1, 2, . . .. Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ�óíêöèè ϕ0(t) è ñòðóêòóðû ÿäðà (8) âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû Ïðèíñãåéìà [11,ñ. 102℄, òî åñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè âåðøèí êâàäðàòà tk, k = 1, 2, 3, 4, ïîëó÷èì



118 Ô.Í. �À�ÈÔÜßÍÎÂ, Ä.Á. ÊÀÖ
ϕ0 ≡ 0 . Íî òîãäà F0 ≡ 0 (ñì. çàìå÷àíèå 3). Îñòàëîñü çàêëþ÷èòü, ÷òî �óíêöèÿ (15)èìååò â.ð.ð. íà íàïðàâëåíèÿõ íàèáîëüøåãî ðîñòà. Òîãäà îíà èìååò â.ð.ð. âíóòðèêàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòåé, ãäå ó íåå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé èíäèêàòîð [12,ñ. 186℄, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.Ñëåäñòâèå 1. Ìíîæåñòâî êîðíåé ö.�.ý.ò. (15) èìååò íóëåâóþ ïëîòíîñòüâíóòðè êàæäîé èç êîîðäèíàòíûõ ÷åòâåðòåé (ñì. [12, ñ. 202℄).Ïóñòü g(iz) = −ig(z). Òîãäà f(iz) = −if(z). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå
f(z) = g(z) − f(z + 1) − f(z + 1 − i) − f(z + 1 + i) + f(1 − z) +

+ f(1 + i− z) + f(1 − i− z) + if(1 − iz) − f(1 + iz), z ∈ R.Òîãäà
f(z) = g(z) + 2

∞
∫

0

F (x)e−x((1 + 2 cosx) sh xz − sinxz) dx,è îòñþäà
f (4n+3)(0) = g(4n+3)(0) + 4

∞
∫

0

F (x)x4n+3e−x(1 + cosx) dx. (17)Çàìå÷àíèå 4. Òåì æå ñàìûì ïðèåìîì, ÷òî â [13, ñ. 115℄, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
∞
∫

0

F (x)x4n+1e−x cosxdx = 0, k = 0, 1, 2, . . . .(ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó òàêæå [3℄).�àâåíñòâà (17) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó, ñâÿçûâàþ-ùóþ êîý��èöèåíòû Ìàêëîðåíà íèæíåé �óíêöèè è ìîìåíòû Ñòèëüòüåñà âåðõíåé�óíêöèè îòíîñèòåëüíî âåñà (1 + cosx) exp (−x) .Ïóñòü íåîáõîäèìî íàéòè �óíêöèþ f ∈ B òàêóþ, ÷òî
f(z) =

∞
∑

n=0

fnz
4n+3â îêðåñòíîñòè íóëÿ è

4

(4n+ 3)!

∞
∫

0

F (x)e−x(1 + cosx)x4n+3 dx − fn = gn, n = 1, 2, 3, . . . , (18)ãäå gn � çàäàííûå ÷èñëà, à F (z) � ïðåîáðàçîâàíèå Áîðåëÿ �óíêöèè f .Òåîðåìà 3. Åñëè gn ≡ 0 , òî çàäà÷à (18) èìååò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîåðåøåíèå. Åñëè �óíêöèÿ
g(z) =

∞
∑

n=0

gnz
4n+6

(4n+ 6)!ãîëîìîð�íà â êâàäðàòå R è íåïðåðûâíà â åãî çàìûêàíèè (íàïðèìåð, åñëè ðàäèóññõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà áîëüøå √
2/2), òî çàäà÷à (18) áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà.
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∂R

|f−(t)|2 |dt| ñõî-äèòñÿ. Â ñèëó îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé òåîðåìû Ïýëè �Âèíåðà [12, ñ. 502�503℄ ñïðà-âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
f(z) =

4
∑

j=1

exp (tjz)gj(−iz exp iθj),ãäå gj(z) � öåëûå �óíêöèè, èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì íà âåùåñòâåííîé îñè,à θj =
π

2
(j − 1) , j = 1, 2, 3, 4.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåí-òàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 09-01-97008-ð-Ïîâîëæüå-à è 12-01-00636-à).SummaryF.N. Garifyanov, D.B. Kats. On an Equation with Carleman Kernel and Its Appliationto the Moment Problem.We solve a poly-element linear funtional equation for an unknown funtion holomorphiin a square by its redution to an integral equation with Carleman kernel. This equation isonneted with the problem of determining an entire funtion of exponential growth by a givenlinear relationship between the weighted moments of this funtion and the serial expansionoe�ients of its Borel transform at the enter of the square.Key words: Carleman problem, entire funtions of exponential type, moment problem.Ëèòåðàòóðà1. Íàïàëêîâ Â.Â.Óðàâíåíèÿ ñâåðòêè â ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. � Ì.: Íàóêà, 1982. �240 ñ.2. �àðè�üÿíîâ Ô.Í. Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ îñîáîãî èíòåãðàëà è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèéäëÿ �óíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ âíå êâàäðàòà // Èçâ. âóçîâ Ìàòåì. � 1993. � � 7. �Ñ. 7�16.3. �àðè�üÿíîâ Ô.Í. Ìîìåíòû Ñòèëüòüåñà öåëûõ �óíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà //Ìàòåì. çàìåòêè. � 2000. � Ò. 67, � 5. � Ñ. 674�679.4. Carleman T. Sur la theorie des equations integrales et ses appliations // Verhardlungendes Internationalen Mathematiker Kongresses, Z�urih. � 1932. � Bd. 1. � S. 138�151.5. Ïîêàçååâ Â.È. Êðàåâàÿ çàäà÷à Êàðëåìàíà äëÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà //Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. � 1964. � Ò. 123, êí. 9. � Ñ. 40�57.6. ×èáðèêîâà Ë.È. �ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé íà ðèìàíîâûõïîâåðõíîñòÿõ // Ìàòåì. àíàëèç. Èòîãè íàóêè è òåõí. � Ì.: ÂÈÍÈÒÈ ÀÍ ÑÑÑ�,1980. � Ò. 18. � C. 3�66.7. Àêñåíòüåâà Å.Ï., �àðè�üÿíîâ Ô.Í. Ê èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ÿä-ðîì Êàðëåìàíà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì. � 1983. � � 4. � C. 43�51.8. Çâåðîâè÷ Ý.È.Êðàåâûå çàäà÷è òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ�óíêöèé â ã¼ëüäåðîâñêèõ êëàñ-ñàõ íà ðèìàíîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ // Óñï. ìàòåì. íàóê. � 1971. � Ò. 26, � 1. � Ñ. 113�179.9. ×èáðèêîâà Ë.È.Î êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêà // Ó÷åí. çàï. Êàçàí. óí-òà. �1964. � Ò. 123, êí. 9. � C. 15�39.10. Áèáåðáàõ Ë. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå. � Ì.: Íàóêà, 1967. � 240 ñ.
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