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ÓÄÊ 539.3ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎ�Î ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈßÏ�ßÌÎÓ�ÎËÜÍÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ Ñ ÆÅÑÒÊÎÉÍÀÊËÀÄÊÎÉ Ï�È �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎËÅÁÀÍÈßÕÞ.�. Êîíîïëåâ, Ñ.À. Êóçíåöîâ, À.À. Ñà÷åíêîâ, Ì.À. Òî÷êàñîâàÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé, âîçíèêàþùèõ ìåæäó ïðÿìîóãîëü-íîé ïëàñòèíîé è æåñòêîé íàêëàäêîé ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ, èïðîãèáà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è èïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ó÷åòà äå�îðìàöèé ïîïåðå÷-íîãî ñäâèãà è èíåðöèè âðàùåíèÿ ïëàñòèíû, ïîëîæåíèÿ è ìàññèâíîñòè íàêëàäêè, à òàêæåêðàåâûõ óñëîâèé íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ çàäà÷à, �óíêöèÿ âëèÿíèÿ, êîëåáàíèÿ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÊîíòàêòíûìè çàäà÷àìè òåîðèè îáîëî÷åê ïðèíÿòî íàçûâàòü çàäà÷è î âçàèìîäåé-ñòâèè òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ ìåæäó ñîáîé è ñ óïðóãèìè èëè æåñòêèìè òåëàìè(øòàìïàìè). Èñêîìûìè âåëè÷èíàìè â ýòèõ çàäà÷àõ ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûå íàïðÿ-æåíèÿ è îáëàñòü êîíòàêòà, åñëè îíà íåèçâåñòíà.

�èñ. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé, íà÷àòûõ àâòîðàìèâ [1℄. Íà îñíîâå ëèíåéíîé òåîðèè ïëàñòèí ñ ó÷åòîì ïîïåðå÷íîãî îáæàòèÿ â îáëàñòèêîíòàêòà äàíû ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ êîëåá-ëþùåéñÿ æåñòêîé íàêëàäêè ñ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíîé, íàõîäÿùåéñÿ â óñëîâèÿõöèëèíäðè÷åñêîãî èçãèáà (ðèñ. 1). Ñèëû òðåíèÿ ìåæäó ïëàñòèíîé è íàêëàäêîé íåó÷èòûâàþòñÿ. ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ G(x, ξ) (�óíêöèÿ âëèÿíèÿ) ïîëó÷å-íî íà îñíîâå óòî÷íåííîé òåîðèè ïëàñòèí, ó÷èòûâàþùåé äå�îðìàöèè ïîïåðå÷íîãîñäâèãà è èíåðöèþ âðàùåíèÿ [2℄, è òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé êàê òî÷íîå ðåøåíèåäè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èçãèáà ïëàñòèíû ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåí-íûõ êîëåáàíèÿõ
LG(x, ξ) = L1δ(x − ξ) (1)ñ òðåìÿ âàðèàíòàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

• îáà êðàÿ ïëàñòèíû çàùåìëåíû (ÆÇ+ÆÇ)
G(±l, ξ) = G′

x(±l, ξ) = 0; (2)
• îáà êðàÿ ïëàñòèíû øàðíèðíî îïåðòû (ØÎ+ØÎ)

G(±l, ξ) = G′′

x(±l, ξ) = 0; (3)
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• îäèí êðàé ïëàñòèíû çàùåìëåí, äðóãîé ñâîáîäåí (ÆÇ+ÑÂ)

G(−l, ξ) = G′

x(−l, ξ) = G′′

x(+l, ξ) = G′′′

x (+l, ξ) = 0, (4)ãäå
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ω � ÷àñòîòà âûíóæäàþùåé ñèëû P , äåéñòâóþùåé íà æåñòêóþ íàêëàäêó, E , µ , ν �ìîäóëü óïðóãîñòè, ìîäóëü ñäâèãà è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, k = 5/6 � æåñòêîñòüïî ïîïåðå÷íîìó ñäâèãó, D � èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, h � òîëùèíà ïëàñòèíû.Êàê èçâåñòíî [3, 4℄, ïîñòàíîâêà êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ òîíêîñòåííûõ îáúåêòîâíà îñíîâå êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãî�à �Ëÿâà ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷å-ñêè íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Íåêîððåêòíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â ðÿäå ïðîòèâîðå÷èé: ïðèãëàäêîé �îðìå îáúåêòîâ âîçíèêàþò ðàçðûâû íà ãðàíèöå îáëàñòè êîíòàêòà â óñèëè-ÿõ, ìîìåíòàõ è íàïðÿæåíèÿõ; òî÷å÷íîìó êîíòàêòó ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâàÿ ðåàê-öèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ; ïðèæèìàþùàÿ øòàìï ñèëà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, åñëèîáëàñòü êîíòàêòà çàíèìàåò âñþ äëèíó ýëåìåíòà; íåâîçìîæíî óäîâëåòâîðèòü íó-ëåâîìó óñëîâèþ äëÿ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå êîíòàêòà äëÿ îáúåêòà, íå èìåþùåãîóãëîâîé òî÷êè è ò. ä.Ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíàÿ ïîñòàíîâêà êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòèí è îáî-ëî÷åê çàêëþ÷àåòñÿ â ìîäåëèðîâàíèè óñëîâèé êîíòàêòà â âèäå ðàâåíñòâà ïåðåìå-ùåíèé íàêëàäêè ïåðåìåùåíèÿì ãðàíèöû ïëàñòèíêè, ñîñòîÿùèì, â ñâîþ î÷åðåäü,èç ïåðåìåùåíèé ñðåäèííîé ïëîñêîñòè â ðåçóëüòàòå èçãèáà è èç ìåñòíûõ ïåðåìå-ùåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ äå�îðìàöèþ îáæàòèÿ. Ñîãëàñíî ýòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷àñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñè-òåëüíî êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé σ(x) :
k0σ(x) +

2a−b
∫

−b

G(x, ξ) · σ(ξ) dξ = V, −b < x < 2a − b, (5)ãäå k0 =
13h(1 − ν2)

32E
� êîý��èöèåíò îáæàòèÿ, V � ñìåùåíèå íàêëàäêè.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íàêëàäêè â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëå-áàíèé èìååò âèä
−Mω2V = P − R, R =

2a−b
∫

−b

σ(x) dx, (6)ãäå M � ìàññà íàêëàäêè. 2. Ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ�åøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä
G(x, ξ) =

1

2(k2
1 + k2

2)

{

C1(ξ) ch k1x + C2(ξ) sh k1x + C3(ξ) cos k2x +

+ C4(ξ) sin k2x + 2θ(x − ξ)
[α1

k1
sh k1(x − ξ) − α2

k2
shk2(x − ξ)

]}

,
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,

θ(x − ξ) � åäèíè÷íàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ Ci(ξ) îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2)�(4).Îáîçíà÷èì lj = lkj , (j = 1, 2) . Òîãäà ïîñòîÿííûå Ci(ξ) èìåþò âèä:
• äëÿ (ÆÇ+ÆÇ)
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,

ãäå
f1 = k1 sh l1 cos l2 + k2 sin l2 ch l1,

f2 = k1 ch l1 sin l2 − k2 cos l2 sh l1,

f3 = k1 ch l1 cos l2 + k2 sin l2 sh l1,

f4 = k1 sh l1 sin l2 − k2 cos l2 ch l1;

• äëÿ (ØÎ+ØÎ)
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• äëÿ (ÆÇ+ÑÂ)
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r3 = ((k2

1 + k2
2) sin 2l2 − (k2

2 − k2
1) ch 2l1 sin 2l2 − 2k1k2 sh 2l1 cos 2l2)/r,

r4 = ((k2
1 + k2

2) sin 2l2 + (k2
2 − k2

1) ch 2l1 sin 2l2 + 2k1k2 sh 2l1 cos 2l2)/r,

r5 = ((k2
1 + k2

2) sh 2l1 − (k2
2 − k2

1) sh 2l1 cos 2l2 + 2k1k2 ch 2l1 sin 2l2)/r,

r6 = ((k2
1 + k2

2) sh 2l1 + (k2
2 − k2

1) sh 2l1 cos 2l2 − 2k1k2 ch 2l1 sin 2l2)/r,

r7 = 2(k2
2 − k2

1)(k2 sh l1 cos l2 − k1 ch l1 sin l2)/r,

r8 = 2(k2
2 + k2

1)(k2 sh l1 sin l2 + k1 ch l1 cos l2)/r,

r9 = 2(k2
2 + k2

1)(k2 ch l1 cos l2 − k1 sh l1 sin l2)/r,

r10 = 2(k2
2 − k2

1)(k2 ch l1 sin l2 + k1 sh l1 cos l2)/r.3. Ìåòîä ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé êîíòàêòíûõ çàäà÷Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ïðèìåíèì ìåòîä ñâåäåíèÿ ê êðàåâîéçàäà÷å, ïðåäëîæåííûéÞ.Ï. Àðòþõèíûì äëÿ îäíîìåðíûõ ñòàòè÷åñêèõ êîíòàêòíûõçàäà÷ è ðàçâèòûé âïîñëåäñòâèè Ñ.À. Êóçíåöîâûì [5℄ äëÿ äâóìåðíûõ.Ïðèìåíèì îïåðàòîð L ê óðàâíåíèþ (5). Òàê êàê LG(x, ξ) = L1δ(x − ξ) , òî
k0Lσ(x) +

2a−b
∫

−b

L1δ(x − ξ) · σ(ξ) dξ = LV.Ñ ó÷åòîì �èëüòðóþùèõ ñâîéñòâ δ -�óíêöèè ïîëó÷èì
k0Lσ(x) + L1σ(x) = LV.Ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ U(x) , ñâÿçàííóþ ñ èñêîìîé �óíêöèåéäè��åðåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèåì
L1U(x) = V − k0σ(x). (7)Â ñèëó ïðîèçâîëà ââåäåííîé �óíêöèè, âîçíèêàþùåãî ïðè èíòåãðèðîâàíèè âû-ðàæåíèÿ (7), ïîëîæèì

σ(x) = LU(x). (8)Òîãäà èç (7), (8) ñëåäóåò óðàâíåíèå
k0LU(x) + L1U(x) = V. (9)Ïîäñòàâèâ (8) â óðàâíåíèå (5), ïîëó÷èì

2a−b
∫

−b

G(x, ξ) · LU(ξ) dξ = L1U(x). (10)Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íåòðóäíî ïðèâåñòè (10) ê âèäó
2a−b
∫

−b

LξG(x, ξ) · U(ξ)dξ + Ψ[G, U ] = L1U(x),ãäå
Ψ[G, U ] ≡ {G(x, ξ) · U ′′′(ξ) − G′(x, ξ)[U ′′(ξ) + BU(ξ)]+

+[G′′

ξ (x, ξ) + BG(x, ξ)]U ′(ξ) − G′′′

ξ (x, ξ) · U(ξ)
} ∣

∣

2a−b

−b
. (11)
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2a−b
∫

−b

LξG(x, ξ) · U(ξ) dξ = L1U(x),è ñëåäîâàòåëüíî, (11) ïðèíèìàåò âèä
Ψ[G, U ] = 0. (12)Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ñâåäåíà ê ðå-øåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (9), (12).4. Àìïëèòóäû êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è æåñòêîãî ñìåùåíèÿ íàêëàäêèÎïðåäåëÿÿ �óíêöèþ U(x) èç êðàåâîé çàäà÷è (9), (12), íàéäåì ñ ïîìîùüþ (7) è(6) àìïëèòóäû êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è æåñòêîãî ñìåùåíèÿ íàêëàäêè:

σ(x) =
V

A + k0B1
(B1 − A12 ch λ1x cosλ2x − A21 shλ1x sin λ2x−

− A34 shλ1x cosλ2x − A43 ch λ1x sin λ2x),

V =
P (A + k0B1)

2aB1 − Mω2(A + k0B1) −
1

λ2
1 + λ2

2

(Y1 + Y2)

,

Y1 = (λ1A12 − λ2A21)(sc1 + sc2) + (λ1A21 + λ2A12)(cs1 + cs2),

Y2 = (λ1A34 − λ2A43)(−cc1 + cc2) + (λ1A43 + λ2A34)(−ss1 + ss2),

A12 = (A/k0 − n3K)A1 − n4KA2, A34 = (A/k0 − n3K)A3 − n4KA4,
A21 = (A/k0 − n3K)A2 + n4KA1, A43 = (A/k0 − n3K)A4 + n4KA3,

λ1 =

[

1

2

√

B1 + A/k0 +
1

4
(K − B)

]1/2

,

λ2 =

[

1

2

√

B1 + A/k0 −
1

4
(K − B)

]1/2

,

K =
1

k0kµh
.

Ai, i = 1, 2, 3, 4, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
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.Äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ÆÇ+ÆÇ) è (ÆÇ+ÑÂ) αij , βi èìåþò âèä:
β1 = F17 + F18, β2 = F27 − F28, β3 = F37 + F38, β4 = −F47 + F48,

α11 = −F11Z11 − F12Z12 + F13Z13 + F14Z14 + F15Z15 + F16Z16 − F17cc1 − F18cc2,

α12 = −F11Z21 − F12Z22 + F13Z23 + F14Z24 + F15Z25 + F16Z26 − F17ss1 − F18ss2,

α13 = +F11Z31 − F12Z32 − F13Z33 + F14Z34 − F15Z35 + F16Z36 + F17sc1 − F18sc2,

α14 = +F11Z41 − F12Z42 − F13Z43 + F14Z44 − F15Z45 + F16Z46 + F17cs1 − F18cs2,
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α21 = +F21Z11 − F22Z12 + F23Z13 − F24Z14 − F25Z15 + F26Z16 − F27cc1 + F28cc2,

α22 = +F21Z21 − F22Z22 + F23Z23 − F24Z24 − F25Z25 + F26Z26 − F27ss1 + F28ss2,

α23 = −F21Z31 − F22Z32 − F23Z33 − F24Z34 + F25Z35 + F26Z36 + F27sc1 − F28sc2,

α24 = −F21Z41 − F22Z42 − F23Z43 − F24Z44 + F25Z45 + F26Z46 + F27cs1 − F28cs2,

α31 = +F31Z11 + F32Z12 − F33Z13 − F34Z14 + F35Z15 + F36Z16 − F37cc1 − F38cc2,

α32 = +F31Z21 + F32Z22 − F33Z23 − F34Z24 + F35Z25 + F36Z26 − F37ss1 − F38ss2,

α33 = −F31Z31 + F32Z32 + F33Z33 − F34Z34 − F35Z35 + F36Z36 + F37sc1 − F38sc2,

α34 = −F31Z41 + F32Z42 + F33Z43 − F34Z44 − F35Z45 + F36Z46 + F37cs1 − F38cs2,

α41 = −F41Z11 + F42Z12 + F43Z13 − F44Z14 − F45Z15 + F46Z16 + F47cc1 − F48cc2,

α42 = −F41Z21 + F42Z22 + F43Z23 − F44Z24 − F45Z25 + F46Z26 + F47ss1 − F48ss2,

α43 = +F41Z31 + F42Z32 − F43Z33 − F44Z34 + F45Z35 + F46Z36 − F47sc1 − F48sc2,

α44 = +F41Z41 + F42Z42 − F43Z43 − F44Z44 + F45Z45 + F46Z46 − F47cs1 − F48cs2.Äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (ØÎ+ØÎ) αij , βi èìåþò âèä:
β1 = −k2

2(F13 + F14), β2 = k2
2(F13 − F14), β3 = k2

1(F23 + F24), β4 = −k2
1(F23 − F24),

α11 = −F11
(k2

2Z11 + Z15)

k1
− F12

(k2
2Z12 + Z16)

k1
+ F13(k

2
2cc1 + Z13) + F14(k

2
2cc2 + Z14),

α12 = −F11
(k2

2Z21 + Z25)

k1
− F12

(k2
2Z22 + Z26)

k1
+ F13(k

2
2ss1 + Z23) + F14(k

2
2ss2 + Z24),

α13 = F11
(k2

2Z31 + Z35)

k1
− F12

(k2
2Z32 + Z36)

k1
− F13(k

2
2sc1 + Z33) + F14(k

2
2sc2 + Z34),

α14 = F11
(k2

2Z41 + Z45)

k1
− F12

(k2
2Z42 + Z46)

k1
− F13(k

2
2cs1 + Z43) + F14(k

2
2cs2 + Z44),

α21 = F11
(k2

2Z11 + Z15)

k1
− F12

(k2
2Z12 + Z16)

k1
− F13(k

2
2cc1 + Z13) + F14(k

2
2cc2 + Z14),

α22 = F11
(k2

2Z21 + Z25)

k1
− F12

(k2
2Z22 + Z26)

k1
− F13(k

2
2ss1 + Z23) + F14(k

2
2ss2 + Z24),

α23 = −F11
(k2

2Z31 + Z35)

k1
− F12

(k2
2Z32 + Z36)

k1
+ F13(k

2
2sc1 + Z33) + F14(k

2
2sc2 + Z34),

α24 = −F11
(k2

2Z41 + Z45)

k1
− F12

(k2
2Z42 + Z46)

k1
+ F13(k

2
2cs1 + Z43) + F14(k

2
2cs2 + Z44),

α31 = −F21
(k2

1Z11 − Z15)

k2
− F22

(k2
1Z12 − Z16)

k2
− F23(k

2
1cc1 − Z13) − F24(k

2
1cc2 − Z14),

α32 = −F21
(k2

1Z21 − Z25)

k2
− F22

(k2
1Z22 − Z26)

k2
− F23(k

2
1ss1 − Z23) − F24(k

2
1ss2 − Z24),

α33 = F21
(k2

1Z31 − Z35)

k2
− F22

(k2
1Z32 − Z36)

k2
+ F23(k

2
1sc1 − Z33) − F24(k

2
1sc2 − Z34),

α34 = F21
(k2

1Z41 − Z45)

k2
− F22

(k2
1Z42 − Z46)

k2
+ F23(k

2
1cs1 − Z43) − F24(k

2
1cs2 − Z44),

α41 = F21
(k2

1Z11 − Z15)

k2
− F22

(k2
1Z12 − Z16)

k2
+ F23(k

2
1cc1 − Z13) − F24(k

2
1cc2 − Z14),

α42 = F21
(k2

1Z21 − Z25)

k2
− F22

(k2
1Z22 − Z26)

k2
+ F23(k

2
1ss1 − Z23) − F24(k

2
1ss2 − Z24),
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α43 = −F21

(k2
1Z31 − Z35)

k2
− F22

(k2
1Z32 − Z36)

k2
− F23(k

2
1sc1 − Z33) − F24(k

2
1sc2 − Z34),

α44 = −F21
(k2

1Z41 − Z45)

k2
− F22

(k2
1Z42 − Z46)

k2
− F23(k

2
1cs1 − Z43) − F24(k

2
1cs2 − Z44).Äëÿ i = 1, 2

Z1i = λ1sci − λ2csi,

Z2i = λ1csi + λ2sci,

Z3i = λ1cci − λ2ssi,

Z4i = λ1ssi + λ2cci,

Z1(i+2) = n3cci − n4ssi,

Z2(i+2) = n3ssi + n4cci,

Z3(i+2) = n3csi − n4sci,

Z4(i+2) = n3csi + n4sci,

Z1(i+4) = n1sci − n2csi,

Z2(i+4) = n1csi + n2sci,

Z3(i+4) = n1cci − n2ssi,

Z4(i+4) = n1cci + n2ssi,

cci = ch biλ1 cos biλ2,

ssi = sh biλ1 sin biλ2,

sci = sh biλ1 cos biλ2,

cci = ch biλ1 sin biλ2,

n1 = λ3
1 − 3λ1λ

2
2,

n2 = 3λ2
1λ2 − λ3

2,

n3 = λ2
1 − λ2

2,

n4 = 2λ1λ2,

ϕ1 =
f3

f1
,

ϕ2 =
f4

f2
,

ϕ3 =
f4

f1
,

ϕ4 =
f3

f2
,

b1 = b,
b2 = 2a − b.Êîý��èöèåíòû Fij âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

• äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ÆÇ+ÆÇ):
F1i =

α1

k1
k2
2(− sh bik1 + ϕ1 ch bik1) +

α2

f1
k2
1 cos bik2,

F1(i+2) = α1(− ch bik1 + ϕ1 sh bik1) +
α2

f1
k2 sin bik2,

F1(i+4) =
α1

k1
(sh bik1 − ϕ1 ch bik1) +

α2

f1
cos bik2,

F1(i+6) = α1k
2
2(ch bik1 − ϕ1 sh bik1) +

α2

f1
k2
1k2 sin bik2,

F2i =
α1

k1
k2
2(ch bik1 − ϕ2 sh bik1) +

α2

f2
k2
1 sin bik2,

F2(i+2) = α1(− sh bik1 + ϕ2 ch bik1) +
α2

f2
k2 cos bik2,

F2(i+4) =
α1

k1
(− ch bik1 + ϕ2 sh bik1) +

α2

f2
sin bik2,

F2(i+6) = α1k
2
2(sh bik1 − ϕ2 ch bik1) +

α2

f2
k2
1k2 cos bik2,

F3i =
α1

f1
k2
2 ch bik1 −

α2

k2
k2
1(ϕ3 cos bik2 − sin bik2),

F3(i+2) =
α1

f1
k1 sh bik1 − α2(ϕ3 sin bik2 + cos bik2),

F3(i+4) =
α1

f1
ch bik1 +

α2

k2
(ϕ3 cos bik2 − sin bik2),

F3(i+6) =
α1

f1
k1k

2
2 sh bik1 + α2k

2
1(ϕ3 sin bik2 + cos bik2),

F4i =
α1

f2
k2
2 sh bik1 +

α2

k2
k2
1(ϕ4 sin bik2 − cos bik2),

F4(i+2) =
α1

f2
k1 ch bik1 − α2(ϕ4 cos bik2 + sin bik2),

F4(i+4) =
α1

f2
sh bik1 −

α2

k2
(ϕ4 sin bik2 − cos bik2),

F4(i+6) =
α1

f2
k1k

2
2 ch bik1 + α2k

2
1(ϕ4 cos bik2 + sin bik2);
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• äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ØÎ+ØÎ):

F1i = g1 ch bik1 − sh bik1,

F1(i+2) = − ch bik1 + g1 sh bik1,

F2i = g2 cos bik2 − sin bik2,

F2(i+2) = cos bik2 + g2 sin bik2;

• äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ (ÆÇ+ÑÂ):
F11 = α2k1k2(−r7 cos b1k2 − r8 sin b1k2) + α1k

2
2(−r3k2 ch b1k1 −

2 − r1

k1
sh b1k1),

F12 = α2k1k2(−r7 cos b2k2 + r8 sin b2k2) + α1k
2
2(−r3k2 ch b2k1 −

r1

k1
sh b2k1),

F13 =
α2k

2
2

k1
(r8 cos b1k2 − r7 sin b1k2) + α1(−(2 − r1) ch b1k1 − r3k1k2 sh b1k1),

F14 =
α2k

2
2

k1
(−r8 cos b2k2 − r7 sin b2k2) + α1(−r1 ch b2k1 − r3k1k2 sh b2k1),

F15 =
α2k2

k1
(−r7 cos b1k2 − r8 sin b1k2) + α1(r3k2 ch b1k1 +

2 − r1

k1
sh b1k1),

F16 =
α2k2

k1
(−r7 cos b1k2 + r8 sin b2k2) + α1(r3k2 ch b2k1 +

r1

k1
sh b2k1),

F17 = α2k1k
2
2(r8 cos b1k2 − r7 sin b1k2) + α1k

2
2((2 − r1) ch b1k1 + r3k1k2 sh b1k1),

F18 = α2k1k
2
2(−r8 cos b2k2 − r7 sin b2k2) + α1k

2
2(r1 ch b2k1 + r3k1k2 sh b2k1),

F21 = α2k1k2(r9 cos b1k2 + r10 sin b1k2) + α1k
2
2(

2 − r1

k1
ch b1k1 − r4k2 sh b1k1),

F22 = α2k1k2(−r9 cos b2k2 + r10 sin b2k2) + α1k
2
2(

r1

k1
ch b2k1 − r4k2 sh b2k1),

F23 =
α2k

2
2

k1
(r10 cos b1k2 − r9 sin b1k2) + α1(r4k1k2 ch b1k1 − (2 − r1) sh b1k1),

F24 =
α2k

2
2

k1
(r10 cos b2k2 + r9 sin b2k2) + α1(r4k1k2 ch b2k1 − r1) sh b2k1),

F25 =
α2k2

k1
(r9 cos b1k2 + r10 sin b1k2) + α1(−

2 − r1

k1
ch b1k1 + r4k2 sh b1k1),

F26 =
α2k2

k1
(−r9 cos b2k2 + r10 sin b2k2) + α1(−

r1

k1
ch b2k1 + r4k2 sh b2k1),

F27 = α2k1k
2
2(r10 cos b1k2 − r9 sin b1k2) + α1k

2
2(−r4k1k2 ch b1k1 + (2 − r1) sh b1k1),

F28 = α2k1k
2
2(r10 cos b2k2 + r9 sin b2k2) + α1k

2
2(−r4k1k2 ch b2k1 + r1 sh b2k1),

F31 = α1k1k2(r7 ch b1k1 + r9 sh b1k1) + α2k
2
1(r6k1 cos b1k2 +

2 − r2

k2
sin b1k2),

F32 = α1k1k2(r7 ch b2k1 − r9 sh b2k1) + α2k
2
1(r6k1 cos b2k2 +

r2

k2
sin b2k2),

F33 =
α1k

2
1

k2
(r9 ch b1k1 + r7 sh b1k1) + α2(−(2 − r2) cos b1k2 + r6k1k2 sin b1k2),

F34 =
α1k

2
1

k2
(−r9 ch b2k1 + r7 sh b2k1) + α2(−r2 cos b2k2 + r6k1k2 sin b2k2),

F35 =
α1k1

k2
(r7 ch b1k1 + r9 sh b1k1) + α2(−r6k1 cos b1k2 −

2 − r2

k2
sin b1k2),
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ
F36 =

α1k1

k2
(r7 ch b2k1 − r9 sh b2k1) + α2(−r6k1 cos b2k2 −

r2

k2
sin b2k2),

F37 = α1k2k
2
1(r9 ch b1k1 + r7 sh b1k1) + α2k

2
1((2 − r2) cos b1k2 − r6k1k2 sin b1k2),

F38 = α1k2k
2
1(−r9 ch b2k1 + r7 sh b2k1) + α2k

2
1(r2 cos b2k2 − r6k1k2 sin b2k2),

F41 = α1k1k2(−r8 ch b1k1 − r10 sh b1k1) + α2k
2
1(−

2 − r2

k2
cos b1k2 − r5k1 sin b1k2),

F42 = α1k1k2(r8 ch b2k1 − r10 sh b2k1) + α2k
2
1(−

r2

k2
cos b2k2 − r5k1 sin b2k2),

F43 =
α1k

2
1

k2
(−r10 ch b1k1 − r8 sh b1k1) + α2(r5k1k2 cos b1k2 − (2 − r2) sin b1k2),

F44 =
α1k

2
1

k2
(−r10 ch b2k1 + r8 sh b2k1) + α2(r5k1k2 cos b2k2 − r2 sin b2k2),

F45 =
α1k1

k2
(−r8 ch b1k1 − r10 sh b1k1) + α2(

2 − r2

k2
cos b1k2 + r5k1 sin b1k2),

F46 =
α1k1

k2
(r8 ch b2k1 − r10 sh b2k1) + α2(

r2

k2
cos b2k2 + r5k1 sin b2k2),

F47 = α1k2k
2
1(−r10 ch b1k1 − r8 sh b1k1) + α2k

2
1(−r5k1k2 cos b1k2 + (2 − r2) sin b1k2),

F48 = α1k2k
2
1(−r10 ch b2k1 + r8 sh b2k1) + α2k

2
1(−r5k1k2 cos b2k2 + r2 sin b2k2).Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ ïðèíèìàëîñü: E = 2.185 · 105 ÌÏà, ν = 0.3 , b =

= 2a/3 . Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ÷àñòè÷íî ïðåäñòàâëåííûå íà (ðèñ. 2�7) (σ∗(x) = σ(x) · h/P � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð íàïðÿæåíèé, a0 = 2a/h = 10 ,
M0 = Míàêë/Mïë � îòíîñèòåëüíàÿ ìàññà æåñòêîé íàêëàäêè), ïîçâîëÿþò ñäåëàòüñëåäóþùèå âûâîäû.Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ âäîëü îáëàñòè êîíòàêòà (ðèñ. 2)ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè.�èñ. 2, ⁀a ñîîòâåòñòâóåò ïëàñòèíå ñ çàùåìëåííûìè êðàÿìè, à ðèñ. 2, b � ïëàñòèíå,ó êîòîðîé îäèí êðàé çàùåìëåí, äðóãîé ñâîáîäåí. Ïðè ýòîì êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåòðàñ÷åòó ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû ω ðàâíîé 1 �ö, êðèâàÿ 2 � 1950 �ö, êðèâàÿ3 � 7000 �ö. Êðîìå òîãî, íà ðèñ. 2�5: M0 = 0, 1 , 2l/h = 20 .Íà ðèñ. 3�7 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé îò ÷àñòîòû âû-íóæäàþùåé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû. Çäåñü a0 = 2a/h = 10 , b = 2a/3 , êðèâàÿ 1 ñîîò-âåòñòâóåò ðàñ÷åòó ñ ó÷åòîì äå�îðìàöèé ïîïåðå÷íîãî îáæàòèÿ, ñäâèãà è èíåðöèè
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�èñ. 3. Ïëàñòèíà ñ çàùåìëåííûìè êðàÿìè

�èñ. 4. Ïëàñòèíà ñ øàðíèðíî-îïåðòûìè êðàÿìè

�èñ. 5. Îäèí êðàé ïëàñòèíû çàùåìëåí, äðóãîé ñâîáîäåí
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�èñ. 6. Ïëàñòèíà ñ çàùåìëåííûìè êðàÿìè, M0 = 10 , 2l/h = 20

�èñ. 7. Ïëàñòèíà ñ çàùåìëåííûìè êðàÿìè, M0 = 0, 1 , 2l/h = 50âðàùåíèÿ, 2 � ó÷åòó îáæàòèÿ è èíåðöèè âðàùåíèÿ, 3 � ó÷åòó îáæàòèÿ è ñäâèãà, 4 �ó÷åòó îäíîãî ëèøü îáæàòèÿ.Îòíîñèòåëüíî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (ÆÇ+ÆÇ) (ðèñ. 3) ó (ØÎ+ØÎ) (ðèñ. 4)÷àñòîòà îñíîâíîãî òîíà êîëåáàíèé ïëàñòèíêè ñ æåñòêîé íàêëàäêîé ïî÷òè â 2 ðàçàìåíüøå, ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïëîòíåå è ñìåùåí âëåâî.Äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (ÆÇ+ÑÂ) (ðèñ. 5) ïî ñðàâíåíèþ ñ (ÆÇ+ÆÇ) ÷àñòî-òà îñíîâíîãî òîíà êîëåáàíèé ïëàñòèíêè ñ íàêëàäêîé ïî÷òè â 2.5 ðàç ìåíüøå, àïî ñðàâíåíèþ ñ (ØÎ+ØÎ) ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïëîòíåå è ñìåùåí âëåâî.Íà÷èíàÿ ñ òðåòüåé ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñî âòîðîéäëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (ÆÇ+ÆÇ), ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿ ãðàíè÷íûõóñëîâèé (ÆÇ+ÑÂ) è (ÆÇ+ÆÇ)ñîâïàäàþò.Ó÷åò äå�îðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è èíåðöèè âðàùåíèÿ ìàëî âëèÿåò íà ðå-çóëüòàòû ïðè ìàëûõ òîëùèíàõ ïëàñòèí (ðèñ. 3, 7).Óâåëè÷åíèå îòíîñèòåëüíîé ìàññû æåñòêîé íàêëàäêè ïîíèæàåò ÷àñòîòó îñíîâíî-ãî òîíà êîëåáàíèé ïëàñòèíêè ñ íàêëàäêîé. Ïîíèæàþòñÿ è âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåí-íûå ÷àñòîòû, òî åñòü âåñü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñìåùàåòñÿ âëåâî (ðèñ. 3, 6).
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�èñ. 8. Ïëàñòèíà ñ çàùåìëåííûìè êðàÿìè, a0 = 2

�èñ. 9. Ïëàñòèíà ñ çàùåìëåííûìè êðàÿìè, a0 = 12Óìåíüøåíèå îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíêè óïëîòíÿåò ñïåêòð ñîáñòâåííûõ÷àñòîò (ðèñ. 3, 7).Ïðåíåáðåæåíèå äå�îðìàöèÿìè ñäâèãà çàâûøàåò çíà÷åíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò.Ýòî çàâûøåíèå íåçíà÷èòåëüíî äëÿ íèçøèõ ÷àñòîò è ñóùåñòâåííî äëÿ âûñøèõ.Ïðè îïðåäåëåíèè ÷àñòîòû îñíîâíîãî òîíà êîëåáàíèé èíåðöèþ âðàùåíèÿ ìîæíîíå ó÷èòûâàòü; ïðåíåáðåæåíèå èíåðöèé âðàùåíèÿ ïðè îïðåäåëåíèè âòîðîé è ïîñëå-äóþùèõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïëàñòèíêè ñ æåñòêîé íàêëàäêîé ïðèâîäèòê ïîãðåøíîñòÿì ïîðÿäêà 200�300 �ö.Çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ïðè ÷àñòîòàõ, äîñòàòî÷íî äàëå-êèõ îò ðåçîíàíñíûõ, ìîæíî ðåøàòü ñ ó÷åòîì îäíîãî ëèøü ïîïåðå÷íîãî îáæàòèÿïëàñòèíû, ïðåíåáðåãàÿ êàê ñäâèãîì, òàê è èíåðöèåé âðàùåíèÿ.Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû êîëåáàíèé îò íóëÿ äî ω1 � ÷àñòîòû îñíîâíîãî òîíàóðîâåíü íàïðÿæåíèé òàêæå ïîâûøàåòñÿ. Ñóùåñòâóåò òàêèå ω > ω1 , ïðè êîòîðûõóðîâåíü íàïðÿæåíèé çíà÷èòåëüíî íèæå ñòàòè÷åñêîãî.Âèäíî, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäûêîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé ìîæíî óïðàâëÿòü ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáà-íèé ïëàñòèíû ñ íàêëàäêîé ïóòåì èçìåíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ìàññû íàêëàäêè M0



110 Þ.�. ÊÎÍÎÏËÅÂ È Ä�.è (èëè) îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíû, òàê æå êàê è äëÿ ïëàñòèíû ñ çàùåì-ëåííûìè êðàÿìè (ñì. ðèñ. 3, 6, 7) [1℄.5. Ôîðìû êîëåáàíèé ïëàñòèíêèÍàìè èññëåäîâàíî òàêæå âëèÿíèå ðàçìåðà è ìàññèâíîñòè íàêëàäêè íà ïðîãèáïëàñòèíêè ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ
W (x) = k0σ(x) +

2a−b
∫

−b

G(x, ξ) · σ(ξ) dξ, −l ≥ x ≤ l.Ôîðìû êîëåáàíèé ïëàñòèíêè ïðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ äëÿ ìàëîé æåñòêîé íà-êëàäêè è áîëüøîé íàêëàäêè äëÿ ïëàñòèíû (M0 = 01 , 2l/h = 20) ñ çàùåìëåííûìèêðàÿìè ïîêàçàíû íà ðèñ. 8, 9 äëÿ ïàðàìåòðà ïðîãèáà W ∗(x) = W (x) · 109/P . Íàðèñ. 8, 9 êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòó ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû ω , ðàâíîé1500 �ö, 2 � 3500 �ö, 3 � 4500 �ö, 4 � 9500 �ö, 5 � 11000 �ö, 6 � 17000 �ö, 7 �19000 �ö.Ïîäòâåðæäåíî, ÷òî êîãäà ÷àñòîòà âûíóæäàþùåé ñèëû áëèçêà ê i-é ñîáñòâåííîé÷àñòîòå, �îðìà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíêè ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííîé �îð-ìîé i-ãî ïîðÿäêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíêè ñ æåñòêîéíàêëàäêîé ïî÷òè òî÷íî âîñïðîèçâîäÿò �îðìó îäíîãî èç ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèéïëàñòèíêè. Ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà íàêëàäêè ñïåêòð ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáà-íèé ïëàñòèíêè ñî íàêëàäêîé ñìåùàåòñÿ âïðàâî è óïëîòíÿåòñÿ, ïîýòîìó óìåíüøåíèåðàçìåðà æåñòêîé íàêëàäêè óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ �îðì. Ñ óâåëè-÷åíèåì ÷àñòîòû ïðîãèá ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû óìåíüøàåòñÿ.SummaryYu.G. Konoplev, S.A. Kuznetsov, A.A. Sahenkov, M.A. Tohkasova. Investigation ofContat Interation of a Retangular Plate with a Hard Cover Plate under HarmoniVibrations.The artile is devoted to the determination of the stresses arising between a retangularplate and a hard over plate, and the de�etion of the median surfae of the plate understeady fored vibrations. An analytial solution of the problem is obtained, and numerialexperiments are made. It is investigated how aounting of the transverse shear deformationand the rotational inertia of the plate, the position and massiveness of the over plate, andthe boundary onditions in�uene the distribution of the ontat stresses and the spetrumof natural frequenies.Key words: ontat problem, in�uene funtion (Green's funtion), vibrations.Ëèòåðàòóðà1. Êóçíåöîâ Ñ.À., Òî÷êàñîâà Ì.À Êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëàñòèíû è øòàìïà ïðèãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ // Òðóäû Ìàòåì. öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. � Êà-çàíü: Èçä-âî Êàçàí. ìàòåì. î-âà, 2007. � Ò. 36. � Ñ. 125 � 128.2. Âîëüìèð À.Ñ. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ïëàñòèíîê è îáîëî÷åê. � Ì.: Íàóêà, 1972. �432 ñ.3. Àðòþõèí Þ.Ï., Êàðàñåâ Ñ.Í. Ïðèìåíåíèå óòî÷íåííîé òåîðèè îáîëî÷åê ïðè ðåøå-íèè êîíòàêòíûõ çàäà÷ // Òåîðèÿ îáîëî÷åê ñ ó÷åòîì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. � Êàçàíü:Èçä-âî Êàçàí. óí-òà, 1977. � Ñ. 132�153.4. Ïîïîâ �.ß., Òîëêà÷åâ Â.Ì. Ïðîáëåìà êîíòàêòà æåñòêèõ òåë ñ òîíêîñòåííûìè ýëå-ìåíòàìè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÒÒ. � 1980. � � 4. � Ñ. 192�206.
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