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Аннотация

Проведено близкое к оптимальному уточнение полученных ранее оценок скорости схо-
димости в многомерной центральной предельной теореме для сумм функций от траекто-
рий эндоморфизмов s -мерного евклидова пространства. Этого удалось достичь за счет
использования асимптотических разложений для сумм независимых случайных величин.
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Пусть Ωs – s -мерный тор. Его удобно представить как единичный куб Ks –
s -мерного евклидова пространства:

Ks = {x : x = (x1, x2, . . . , xs), 0 ≤ x1 ≤ 1, . . . 0 ≤ xs ≤ 1}.

Преобразование T : Ωs → Ωs , определяемое по правилу Tx = {xW} задает эргоди-
ческий эндоморфизм Ωs . Здесь {·} – знак дробной доли, W – невырожденная квад-
ратная матрица, не имеющая среди характеристических чисел корней из единицы.
Обозначим через mes{·} инвариантную меру на Ωs , которую можно отождествить
с мерой Лебега на Ks .

Рассмотрим на Ks векторы

f(xW k) = (f1(xW k), f2(xW k), . . . , fm(xW k)), k = 1, 2, . . . ,

где fi(x) – вещественнозначные периодические по каждому аргументу x1, x2, . . . ,
xs функции, заданные на Ks .

Предполагается выполнение следующих условий:
1) существует такая постоянная A > 0 , что

|fi(x)− fi(y)| ≤ A‖x− y‖, x, y ∈ Ks, ‖x‖ =

(
s∑

i=1

x2
i

)1/2

;

2) fi(x) интегрируемы по Лебегу на Ks и
∫

Ks

fi(x) d x = 0 для всех i = 1, 2, . . . , m.

3) матрица R с элементами ρij = lim
n→∞

1
n

∫

Ks

n∑

k=1

fi(xW k)
n∑

k=1

fj(x W k) d x явля-

ется единичной;
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4) матрица W такова, что

sup
‖x‖<1

‖xW−1‖ < 1, | detW | > 1.

При выполнении этих условий в [1] при m = 1 была доказана центральная пре-

дельная теорема для сумм Sn = n−1/2
n∑

k=1

f(xW k) без оценки остаточного члена.

В работе [2] была получена оценка остаточного члена порядка O(ln3/4 n/n1/4) ,
а в [3] для одномерного случая и в [4] для многомерного случая была получена
оценка O(n−1/2+ε) . В настоящей работе указанные оценки улучшены при выпол-
нении следующего дополнительного условия:

5)

lim
‖t‖→∞

sup
n

∣∣∣
∫

Ks

exp
( i√

n

(
t,

n∑

k=1

f(x W k)
))

d x
∣∣∣ < 1,

где (t, f(xW k)) =
m∑

i=1

tifi(xW k) , t = (t1, t2, . . . , tm) .

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1)–5). Тогда

sup
M

∣∣∣mes{x : x ∈ Ks,
1√
n

n∑

k=1

f(xW k) ∈ M} − Φ(M)
∣∣∣= O

(
lnm/4+3 n/

√
n
)
,

где M – выпуклые измеримые множества в Rm , Φ – стандартное m-мерное
нормальное распределение.

Доказательство. Приведем оценки, которые понадобятся в ходе доказатель-
ства теоремы.

Введем величины τj =
(
t/‖t‖, f(xW j)

)
. Обозначим через χν(n) семиинвариант

ν -го порядка суммы
n∑

j=1

τj , то есть χν(n) =
dν

dzν
ln

∫

Ks

exp
(
z

n∑

j=1

τj

)
d x

∣∣∣∣∣
z=0

.

Лемма 1. Существует такая постоянная H , не зависящая от ν , что спра-
ведлива оценка

|χν(n)| < Hν(ν!)2n.

Доказательство. Имеет место соотношение (см. (1.4) из [1])

χν(n) =
n∑

l1,...,lν=1

S(ν)(l1, . . . , lν),

где

Sν(l) =
∂ν

∂α1 . . . ∂αν
ln

∫

Ks

exp
( ν∑

i=1

αiτli

)
d x

∣∣∣∣∣
α1=...αν=0

.

Обозначим

J(α) =
∫

Ks

exp
( ν∑

i=1

αiτli

)
d x.
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Функция J(α) является аналитической в окрестности u = {α, |α1|, . . . , |αν | ≤ ε0} ,
где ε0 достаточно мало. Поэтому она разлагается в сходящийся ν -кратный ряд
Тейлора

J(α) =
∑

k1,...,kν=0

αk1
1 · . . . · αkν

ν

k1! · . . . · kν !

∫

Ks

ν∏

i=1

τki

li
d x.

Всюду далее через C (с индексами) будем обозначать положительные постоян-
ные, не зависящие от n , p , Q , N , ν .

Набор l = (l1, . . . , lν), 1 ≤ lj ≤ n натуральных чисел назовем d-набором, если
в его записи в виде вариационного ряда l∗1 ≤ l∗2 ≤ . . . ≤ l∗ν имеет место неравенство
2d < max

k
(l∗k+1 − l∗k) ≤ 2(d + 1) . Пусть числа l1, . . . , lν образуют d-набор и пусть

lr+1 − lr > 2d . Тогда из леммы 2 работы [5] следует неравенство
∣∣∣∣∣

∫

Ks

ν∏

i=1

τki

li
d x−

∫

Ks

r∏

i=1

τki

li
d x ·

∫

Ks

ν∏

i=r+1

τki

li
d x

∣∣∣∣∣ ≤ Cν
1 Θd,

где 0 < Θ < 1 .
Далее, повторяя доказательство леммы 1 из [3], получим, что при любом d-на-

боре (l1, l2, . . . , lν) ∣∣∣S(ν)(l1, l2, . . .ν)
∣∣∣≤ Cν

1 Θdν! .

Можно проверить, что различных d-наборов не более чем ν!n(2(d+1))ν−1 . Учиты-

вая эти оценки и разбивая в равенстве χν(n) =
n∑

l=1

S(ν)(l) суммирование по d-на-

борам, получим оценку

|χν(n)| ≤ nν!Cν
1

n−1∑

d=0

(2(d + 1))ν−1Θd ≤ Hν(ν!)2n.

Лемма 2. Если ν ≤ C2

√
l/ ln l , то

∫

Ks

∥∥∥
l∑

k=1

f(xW k)
∥∥∥

2ν

dx ≤ C2ν
3 (ln l)ν lν(2ν)! .

Лемма доказывается аналогично лемме 1 из [6].

Приступим к доказательству теоремы. Пусть Q и N – растущие вместе с n
натуральные числа, p = [n/(Q + N)] , где [·] – обозначение целой части числа.
Сумму

√
n Sn запишем в следующем виде:

n∑

k=1

f(xW k) =
√

Q

p∑

k=1

yk(x) +
√

Q

p∑

k=1

y 0
k (x),

где

yk(x) =
1√
Q

kQ+(k−1)N∑

r=(k−1)(Q+N)+1

f(xW r), 1 ≤ k ≤ p,

y 0
k (x) =

1√
Q

K(Q+N)∑

r=kQ+(k−1)N+1

f(xW r), 1 ≤ k ≤ p.
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Обозначим

y0
p+1(x) =

1√
Q

n∑

r=p(Q+N)+1

f(xW r),

zp(x) =
p∑

k=1

yk(x), z 0
p (x) =

p+1∑

k=1

y 0
k (x).

Основную роль в распределении суммы Sn будет играть zp(x) . Поэтому займемся
оценкой распределения zp(x) . Введем в употребление векторы ŷk(x) со следую-
щими свойствами:

1) mes{x : x ∈ Ks, ŷk(x) ∈ M} = mes{x : x ∈ Ks, yk(x) ∈ M} , где M –
измеримые множества из Rm ;

2)
∫

Ks

exp
(
i
(
t, ẑp(x)/

√
p
))

d x =
p∏

k=1

∫

Ks

exp
(
i
(
t, ŷk(x)/

√
p
))

d x , ẑp(x) =
p∑

k=1

ŷk(x) .

Обозначим через Λ матрицу ковариаций вектора y1(x) . В [4] (формула (3)) по-
казано, что элементы Λ отличаются от элементов единичной матрицы на величину
O(1/Q) . Далее, через A обозначим такую матрицу, что AT · A = Λ−1 . Очевидно,
что вектор Aẑp(x)/

√
p имеет единичную матрицу ковариаций.

Положим

Gp(M) = mes{x : x ∈ Ks, zp(x)/
√

p ∈ M},
GA

p (M) = mes{x : x ∈ Ks, Azp(x)/
√

p ∈ M},

fp(t) =
∫

Ks

exp(i(t, Azp(x)/
√

p)) d x,

f̂p(t) =
∫

Ks

exp(i(t, Aẑp(x)/
√

p)) d x,

f(t) =
∫

Ks

exp(i(t, y1(x))) d x.

Из леммы 3 работы [2] следует, что

|fp(t)− f̂p(t)| ≤ C4

√
p/Q exp(−C5 N). (1)

Далее, пусть

gνp(t) = exp(−‖t‖2/2)

(
1 +

ν∑
r=1

Pr

(
it

) (
1√
p

)r
)

,

где

Pr(it) =
χr+2(it)
(r + 2)!

+

+
r−1∑

l=1

r−1∑

jl=l

jl−1∑

jl−1=l−1

· · ·
j3−1∑

j2=2

j2−1∑

j1=1

(r − jl)(jl − jl−1) · · · (j2 − j1)
rjljl−1 · · · j2j1 ×

× χr−jl+2(it)χjl−jl−1+2(it) · · ·χj2−j1+2(it)χj1+2(it)
(r − jl + 2)!(jl − jl−1 + 2)! · · · (j2 − j1 + 2)!(j1 + 2)!

. (2)

Здесь χj(it) – семиинвариант j -го порядка величины (it, Ay1(x)) .



О МНОГОМЕРНОЙ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЕ. . . 29

По теореме 1 из [7] при

‖t‖ ≤
√

p

8(hν+1(Q))1/(ν+1)
= Tνp, hν+1(Q) =

∫

Ks

‖Az1(x)‖ν+1 d x,

имеет место неравенство

|f̂p(t)− gνp(t)| ≤ 3ν+2 ‖t‖ν+2 exp(−‖t‖2/4)
T ν+1

νp

. (3)

Ниже будем предполагать, что ν = O(lnn) .
Теперь для оценки отклонения sup

M

∣∣Gp(M)−Φ(M)
∣∣ воспользуемся неравенством

С.М. Садиковой [8]:

|Gp(M)− Φ(M)| ≤ C∗r(m−1)/2

[
I1 + 2

√
2I2 +

4
√

2√
T

I3

]
+

+3ωη(σ)+2P{‖η‖ ≥ r}+4P{‖ξ‖ > σ}, (4)

где η – нормальный случайный вектор с распределением Φ , ξ – вектор с ха-
рактеристической функцией h(t) = exp(−σ2‖t‖2/2) и плотностью (2πσ2)−k/2×
× exp(−‖x‖2/2σ2) ;

I2
1 =

∫

‖t‖<1

‖t‖−2|fp(t)− e−‖t‖
2/2|2 dt; I2

2 =
∫

1<‖t‖≤T

|fp(t)− e−‖t‖
2/2|2 dt;

I2
3 =

∫

‖t‖>T

|h(t)|2 dt; C∗ = (2π)−m
√

λmS(O1); λm = (2π)m+2

(
4

π∫

0

sinm α dα

)−1

;

O1 – шар единичного радиуса с центром в начале координат; S(O1) – величина по-
верхности шара O1 ; ωη(δ) – точная верхняя грань по всем выпуклым множествам
M вероятности попадания случайного вектора η в δ – окрестность множества M .

Выберем

T = C6

√
QTνp, r =

√
2π

e

√
m
√

ln T , σ =
√

m(m + 1)

√
ln T

T
, δ = σr.

Поскольку из леммы 2 следует, что

m(ν+3)/2 ≤
∫

Ks

‖Ay1(x)‖ν+3 d x ≤ Cν+3
7 (ν + 3)!(lnQ)(ν+3)/2,

то

C8

√
p

ν ln Q
< Tνp < C9

√
p, C10

√
pQ

ν ln Q
< T < C11

√
pQ. (5)

В работе [9] оценены некоторые члены неравенства [4]:

I3 = O

(
1
T

)
, Cmr(m−1)/2 = O((ln T )(m−1)/4), ωη(δ) = O

(
ln T

T

)
.

P (‖η‖ ≥ r) = P{‖ξ‖ ≥ σ} = O

(
1
T

)
, (6)
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Приступим к оценке других членов этого неравенства.
По неравенству Минковского, имеем

I1 ≤ I
(1)
1 + I

(2)
1 + I

(3)
1 ,

где

I
(1)
1 =

( ∫

‖t‖≤1

‖t‖−2|fp(t)− f̂p(t)|2dt
)1/2

,

I
(2)
1 =

( ∫

‖t‖≤1

‖t‖−2|f̂p(t)− gνp(t)|2dt
)1/2

,

I
(3)
1 =

( ∫

‖t‖≤1

‖t‖−2|gνp(t)− e−‖t‖
2/2|2dt

)1/2

.

При оценке I
(1)
1 используем тот же прием, что и в [4]. Для этого в неравенстве (1)

положим N = [ω1 ln n] , тогда I
(1)
1 = O(n−ω2

√
p/Q) . Здесь и всюду ниже через ω

обозначены достаточно большие положительные постоянные.
Согласно неравенству (3) и соотношениям (5)

I
(2)
1 = O

(
3ν+2

T ν+1
νp

)
= O

(
3ν+2νν lnν Q

p(ν+1)/2

)
.

Далее из леммы 1 следует, что

|χr(it)| = O

(
(r!)2Hr||t‖r

Q(r−2)/2

)
, r = 3, 4, . . .

Поэтому

|Pr(it)| = O

( r∑

l=1

Hr+2lr2l+2r||t‖r+2l

Q(l+r−1)/2

)

и

I
(3)
1 = O

( ∫

‖t‖<1

( ν∑
r=1

Hrr2r

(pQ)r/2

)2

dt

)1/2

= O

(
1√
p Q

)
.

Окончательно,

I1 = O

(
n−ω2

√
p

Q
+

3ν+2νν lnν Q

p(ν+1)/2
+

1√
pQ

)
. (7)

Далее,
I2 ≤ I

(1)
2 + I

(2)
2 + I

(3)
2 ,

где подынтегральные выражения в I
(1)
2 , I

(2)
2 , I

(3)
2 такие же, как в I

(1)
1 , I

(2)
1 , I

(3)
1 ,

за исключением ‖t‖−2 .
Оценки для I

(1)
2 и I

(3)
2 получаются аналогично оценкам для I

(1)
1 и I

(3)
1 :

I
(1)
2 = O

(
p Tm

nω3

√
p

Q

)
, I

(3)
2 = O

(
1√
pQ

)
.
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Для оценки I
(2)
2 запишем

I
(2)
2 =

( ∫

1<‖t‖≤T

|f̂p(t)− gνp(t)|2 dt

)1/2

≤ I
(21)
2 + I

(22)
2 ,

где в силу неравенства (3)

I
(21)
2 =

∫

1<‖t‖≤Tνp

|f̂p(t)− gνp(t)|2 dt = O

(
Cν+2

12

T ν+1
νp

)
= O

(
Cν+2

12 ν! lnν Q

p(ν+1)/2

)
.

I
(22)
2 =

( ∫

Tνp<‖t‖<T

|̂fp(t)− gνp(t)|2dt

)1/2

≤

≤
( ∫

Tνp<‖t‖≤T

|f̂p(t)|2dt

)1/2

+
( ∫

Tνp<‖t‖≤T

|gνp(t)|2dt

)1/2

= I ′1 + I ′2.

Имеем

I ′1 =
( ∫

Tνp<‖t‖≤T

∣∣∣∣fp

(
AT t√

p

)∣∣∣∣
2

dt

)1/2

=
( ∫

Tνp/
√

p<‖t‖≤T/
√

p

pm
∣∣∣f

(
AT t

)∣∣∣
2p

dt

)1/2

.

Согласно условию 5) существует такая положительная константа C13 , что

|f(AT t)| ≤ e−C13 .

Поэтому
I ′1 = O

(
(pQ)m/2e−C13p

)
.

Так же, как при оценке I
(3)
1 , с учетом (5) получим, что

I ′2 =
( ∫

Tνp<‖t‖≤T

∣∣∣e−‖t‖2/2
(
1 + O

( ν∑
r=1

Hrr2r‖t‖2r

(p Q)r/2

))∣∣∣
2

dt

)1/2

=

= O(e−Tνp/4) = O(e−C14
√

p/(ν ln Q)).

Таким образом,

I2 = O

(
pTm

nω3

√
p

Q
+

1√
pQ

+
Cν+2

15 ν! lnν Q

p(ν+1)/2
+ (pQ)m/2e−C13p + e−C14

√
p/(ν ln Q)

)
. (8)

Из (4)–(8) получим

sup
M
|GA

p (M)− Φ(M)| = O

(
ln(m−1)/4(pQ)

(
(pQ)(m+1)/2

nω4
+

p(m+3)/2Q(m−1)/2

nω3
+

+
Cν+2

15 νν lnν Q

p(ν+1)/2
+ (pQ)m/2e−C13p + e−C14

√
p/(ν ln Q) +

1√
pQ

)
+

ν ln(pQ) ln Q√
pQ

)
. (9)
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Полученная оценка справедлива и для sup
M
|Gp(M)−ΦΛ(M)| , где ΦΛ(M) – нор-

мальное распределение с матрицей ковариаций Λ и нулевым вектором матема-
тических ожиданий. Поскольку элементы Λ отличаются от элементов единичной
матрицы на величину O(1/Q) , то

sup
M
|Gp(M)− Φ(M)| = sup

M
|Gp(M)− ΦΛ(M)|+ O(1/Q). (10)

Теперь для оценки распределения вектора

zp(x) + z0
p(x)√

p
=

1√
pQ

n∑

k=1

f(xW k)

используем прием, описанный в [6]. Имеем

mes{x :
1√
pQ

n∑

k=1

f(x W k) ∈ M} = Φ(M) + Θ1Φ(M0)+

+ Θ2 mes{x : x ∈ Ks, ||z0
p(x)/

√
p‖ > ε}+ O(sup

M
|Gp(M)− Φ(M)),

|Θ1| ≤ 1, |Θ2| ≤ 1, (11)

где M0 – ε -окрестность границы выпуклого множества M .
Выберем ε = ω5

√
N ln n/Q . Тогда, используя лемму 6 из [6], получим

mes{x : x ∈ Ks, ‖z0
p(x)/

√
p ‖ > ε} ≤

≤
m∑

i=1

mes{x : x ∈ Ks, |z0
ip(x)/

√
p| > ε/

√
m} = O

(
1

nω5
+

√
p/Qe−C16Q

)
. (12)

Здесь z0
ip(x) – компоненты вектора zp(x) .

Далее, из оценки Φ(M0) = O(2mε) (формула (4.8) из [9]) и оценки (12), выте-
кает, что

mes{x : x ∈ Ks,
1√
p Q

n∑

k=1

f(xW k) ∈ M} =

= Φ(M)+O

(√
N ln n

Q
+

1
nω4

+
√

p/Qe−C16Q+sup |Gp(M)−Φ(M)|
)

. (13)

Выберем теперь p = [ω6 ln5 n], ν = [ln n] , а Q из условия

|n− p(Q + N)| < p. (14)

Из (9), (10), (13) имеем

mes{x : x ∈ Ks,
1√
pQ

p∑

k=1

f(xW k) ∈ M} = Φ(M) + O

(
lnm/4+3 n√

n

)
. (15)

При получении (15) использовали следующие соотношения:

Q = O(n/ ln5 n), N = [ω1 ln n], pQ = O(n),
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Cν+2
15 νν lnν Q

p(ν+1)/2
= O

(
C ln n

15 ln n2 ln n

(ln5 n)ln n/2

)
= O

(
C ln n

15

ln nln n/2

)
= O

(
1

nω7

)
,

√
N ln n

Q
= O

(
ln5/2 n√

n

)
, (p Q)m/2e−C13p = O

(
nm/2n−C13 ln4 n

)
= O

(
1

nω8

)
,

ν ln(pQ) ln Q√
pQ

= O

(
ln3 n√

n

)
.

Для замены 1/
√

pQ на 1/
√

n в соотношении (15) используем неравенство (10),
из которого следует √

n

p Q
= 1 + O

(
N

Q

)
.

Поэтому

1√
n

n∑

k=1

f(xW k) =
1√
pQ

n∑

k=1

f(x W k) + C17
N

Q3/2p1/2

n∑

k=1

f (x W k).

Используя неравенство Маркова и лемму 2, получим

mes

{
x :

∥∥∥∥
C17N

Q3/2p1/2

n∑

k=1

f(xW k)
∥∥∥∥ >

N + 1√
Q

}
≤ C2ν

18 (ln n)ν(2ν)!nν

Q2νpν
,

где ν = [ln n] .
Это позволяет аналогично использованию (11) оценить погрешность при замене

распределения вектора
1√
pQ

n∑

k=1

f(xW k) на распределение
1√
n

n∑

k=1

f(xW k) . Эта

погрешность имеет вид

O

(
N + 1√

Q
+

C2ν
18 (ln n)ν(2ν)! nν

Q2νpν

)
= O

(
ln7/2 n√

n
+

1
nω7

)
. (16)

Оценки (15) и (16) приводят нас к окончательному результату.
Теорема доказана.

Так как расстояние между распределениями векторов инвариантно по отноше-
нию к невырожденным линейным преобразованиям этих векторов, то наша теорема
справедлива и в случае, когда матрица R не является единичной. Дальнейшие
уточнения оценок скорости сходимости в нашей теореме возможны выбором в ка-
честве выпуклых множеств M m -мерных шаров с центром в начале координат,
как в работе [10].

Summary

F.G. Gabbasov, V.T. Dubrovin, V.S. Kugurakov. On the Multidimensional Limit Theorem
for Endomorphisms of the Euclidean Space.

Nearly optimal refinement of the earlier estimates of the convergence rate in the multi-
dimensional central limit theorem for sums of functions of the trajectories of endomorphisms
of the s -dimensional Euclidean space was performed. This was achieved through the use of
asymptotic expansions for sums of independent random variables.

Keywords: endomorphism, torus, limit theorem, convergence rate.
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