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ÓÄÊ 532.546Î ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÈ ÒÎ×ÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉÇÀÄÀ×È ÌÀÑÊÅÒÀÌ.Ì. ÀëèìîâÀííîòàöèÿÏðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäèêè C. Õîâèñîíà ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ íåñòàöèîíàðíûõðåøåíèé çàäà÷è Õåëå-Øîó â äâóõ�àçíîé èäåàëèçèðîâàííîé ïîñòàíîâêå (çàäà÷è Ìàñêå-òà). Ý��åêòèâíîñòü ìîäè�èöèðîâàííîé ìåòîäèêè ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïóòåì âîñïðîèç-âåäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ Ä. Êðîóäè îá ýâîëþöèè ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ îäíîé âÿçêîéæèäêîñòè â îêðóæåíèè äðóãîé â áåçãðàíè÷íîì ùåëåâîì ëîòêå. Ïðè ýòîì âñêðûòà ñâÿçüñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé Õåëå-Øîó â îäíî�àçíîé ïîñòàíîâêå. Ñðàâíåíèå ðåøåíèé â äâóõïîñòàíîâêàõ ïîêàçàëî, ÷òî ó÷åò âòîðîé �àçû îêàçûâàåò ¾ñëàáûé¿ ðåãóëÿðèçèðóþùèé ý�-�åêò: â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå îäíî�àçíîé çàäà÷è èìååò êîíå÷íîå, à äâóõ�àçíîé �áåñêîíå÷íîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à Õåëå-Øîó â äâóõ�àçíîé íåñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå, çà-äà÷à Ìàñêåòà, ýëëèïòè÷åñêèé ïóçûðü.ÂâåäåíèåÈäåàëèçèðîâàííàÿ çàäà÷à Õåëå-Øîó ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðî-öåññà ýâîëþöèè ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ âÿçêèõ æèäêîñòåé â ùåëåâîì ëîòêå â ñëó÷àåïðåíåáðåæèìî ìàëûõ êàïèëëÿðíûõ ñèë [1℄. �àçëè÷àþò äâå ïîñòàíîâêè: îäíî�àç-íóþ, êîãäà äàâëåíèå â îäíîé èç �àç ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì, è äâóõ�àçíóþ,êîãäà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íåîäíîðîäíîñòü äàâëåíèÿ â îáåèõ �àçàõ. Ïðàêòè-÷åñêè ñ ïîñòðîåíèåì ïåðâûõ òî÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé îäíî�àçíîé çàäà÷èÕåëå-Øîó áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ëþáîå òàêîå ðåøåíèå ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íàñëó÷àé äâóõ�àçíîé ïîñòàíîâêè [1℄. Â òî æå âðåìÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à Õåëå-Øîó â äâóõ�àçíîé ïîñòàíîâêå, íàçûâàåìàÿ òàêæå çàäà÷åé Ìàñêåòà, ñóùåñòâåííîñëîæíåå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è â îäíî�àçíîé ïîñòàíîâêå [2℄. Òàê, èç ìíîæåñòâà èç-âåñòíûõ òî÷íûõ íåñòàöèîíàðíûõ è íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé îäíî�àçíîé èäåàëè-çèðîâàííîé çàäà÷è Õåëå-Øîó [3�5℄ òîëüêî ðåøåíèå Ñý��ìåíà î ïàëüöåîáðàçîâà-íèè â ùåëåâîì ëîòêå òèïà êàíàëà [6℄ óäàëîñü îáîáùèòü íà äâóõ�àçíûé ñëó÷àé [7℄.Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî óíèêàëüíîé ñèììåòðèåé ðåøåíèÿ Ñý��ìåíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå,êîãäà îòíîñèòåëüíàÿ øèðèíà ïàëüöà ðàâíà ïîëîâèíå øèðèíû êàíàëà [8℄. Â ýòîéæå ðàáîòå áûëà ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷èÕåëå-Øîó â äâóõ�àçíîé ïîñòàíîâêå, íå òðåáóþùàÿ òàêîãî ðîäà ñèììåòðèè, íî ñâî-äÿùàÿñÿ ê íåêîððåêòíîé çàäà÷å. Ý��åêòèâíî ïðèìåíèòü ñâîþ ìåòîäèêó àâòîðó [8℄óäàëîñü òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå � äëÿ äâóõ�àçíîãî òå÷åíèÿ âîêðóã òî÷êè ñòàãíàöèè,êîãäà ýâîëþöèîíèðóþùàÿ ìåæ�àçíàÿ ãðàíèöà âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ ïðÿìîé ëèíèåé,à óïîìÿíóòàÿ íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à äîïóñêàåò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Àâòîð [9℄ ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì ìåòîäèêè [8℄ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ òå÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî êâàäðóïîëåìíà áåñêîíå÷íîñòè, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå, êîãäà ýëëèïòè÷åñêèé ïóçûðüîäíîé æèäêîñòè â îêðóæåíèè äðóãîé ýâîëþöèîíèðóåò, îñòàâàÿñü ýëëèïñîì.Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäèêè [8℄, êîòîðàÿ èñêëþ-÷àåò íåêîððåêòíóþ çàäà÷ó. Ý��åêòèâíîñòü ìîäè�èöèðîâàííîé ìåòîäèêè ïðîäå-ìîíñòðèðîâàíà ïóòåì âîñïðîèçâåäåíèÿ ðåøåíèÿ [9℄.



156 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂ1. Îñîáåííîñòè äâóõ�àçíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è Õåëå-ØîóÒå÷åíèå äâóõ íåñìåøèâàþùèõñÿ âÿçêèõ æèäêîñòåé â ãîðèçîíòàëüíîì ëîòêåÕåëå-Øîó õàðàêòåðèçóåòñÿ çàêîíîì Äàðñè äëÿ êàæäîé �àçû [1℄
v

± = −
h2

12µ±
∇p±,êîòîðûé ñâÿçûâàåò ñêîðîñòü æèäêîñòè v

±(x, y, t) è ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ
p±(x, y, t) â ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè Ω±(t) �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè, çàíèìàåìîéæèäêîñòüþ âÿçêîñòè µ± ; h � âåëè÷èíà çàçîðà ëîòêà. Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè æèä-êîñòåé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì

Ω±(t) : ∆p± = 0.Íà ìåæ�àçíîé ãðàíèöå Γ(t) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ: íåïðåðûâíîñòèäàâëåíèé è íîðìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñêîðîñòè æèäêîñòè
Γ(t) : p+ = p−; −

(

h2

12µ+

)

∂p+

∂n
= −

(

h2

12µ−

)

∂p−

∂n
= un.Ïåðâîå óñëîâèå íîñèò äèíàìè÷åñêèé õàðàêòåð, à âòîðîå � êèíåìàòè÷åñêèé. Â ÷àñò-íîñòè, âòîðîå óñëîâèå ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî ìåæ�àçíàÿ ãðàíèöà ìàòåðèàëüíà è íîð-ìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè ÷àñòèö æèäêîñòè, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå, îïðåäå-ëÿþò è íîðìàëüíóþ ñêîðîñòü ïðîäâèæåíèÿ ñàìîé ãðàíèöû un .Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà âêëþ÷àåò óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, öå-ëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíóþ �èçè÷åñêóþ ïëîñêîñòü z = x + iy è êîì-ïëåêñíûå ïîòåíöèàëû òå÷åíèÿ äëÿ êàæäîé æèäêîñòè W ±(z, t) = ϕ±(x, y, t) +

+ i ψ±(x, y, t) , ãäå ψ±(x, y, t) � �óíêöèè òîêà, ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ñ ïî-òåíöèàëàìè ϕ±(x, y, t) [10℄. Ïîñëåäíèå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå äàâ-ëåíèÿ
ϕ±(x, y, t) = −

h2

12µ∗

p±(x, y, t),ãäå µ∗ � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðíàÿ âÿçêîñòü, êîòîðóþ îïðåäåëèì ïîçæå.Ââîäÿ îòíîñèòåëüíûå ïîäâèæíîñòè æèäêîñòåé k±

k± =
µ∗

µ±
, (1)ïðèäåì ê ñëåäóþùèì �îðìóëàì äëÿ ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ æèäêîñòåé

Ω±(t) : v
±(x, y, t) = k±∇ϕ± ⇔ V ±(z̄, t) = k±

∂W ±

∂z
. (2)Çäåñü V ±(z̄, t) � êîìïëåêñíîçíà÷íûé àíàëîã âåêòîðà ñêîðîñòè v

±(x, y, t) .Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ìåæ�àçíîé ãðàíèöå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Γ(t) : ϕ− = ϕ+; k−

∂ϕ−

∂n
= k+ ∂ϕ

+

∂n
= un. (3)Â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ îíè ïðèìóò âèä

Γ(t) : ReW − = ReW +; k−ImW − = k+ImW +,êîòîðûé, îäíàêî, íå ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòåí (3), ïîñêîëüêó íå ñîäåðæèò èí�îð-ìàöèè î ñêîðîñòè un , êîòîðàÿ ñîáñòâåííî è îïðåäåëÿåò âñþ ýâîëþöèþ.



Î ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÈ ÒÎ×ÍÛÕ �ÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÌÀÑÊÅÒÀ 157Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç îáëàñòåé Ω±(t) íåîãðàíè÷åííà, íàïðèìåð îáëàñòü Ω−(t) ,äëÿ çàìûêàíèÿ çàäà÷è ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3) íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèå äëÿñîîòâåòñòâóþùåãî êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà òå÷åíèÿ W −(z, t) â áåñêîíå÷íîñòè. Âîáùåì ñëó÷àå åãî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïîëèïîëåéè èñòî÷íèêà [11℄
z ∈ Ω−(t), |z| → ∞ : W −(z, t) ≈

Q(t)

2π
ln z +

K
∑

k=1

m(k)(t) zk. (4)Çäåñü Q(t) � âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè, îáîçíà÷àþùàÿ ñóììàðíûé ðàñõîäæèäêîñòè, îòáèðàåìîé (Q > 0) èëè íàãíåòàåìîé (Q < 0) íà áåñêîíå÷íîñòè; m(k)(t) ,
k = 1, . . . ,K � êîìïëåêñíîçíà÷íûå �óíêöèè âðåìåíè, îáîçíà÷àþùèå ìîìåíòû ïî-ëèïîëåé íà áåñêîíå÷íîñòè.Îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü ñêîðîñòè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ∂W −/∂z ïðè |z| → ∞ ,î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èäåàëèçàöèè î áåçãðàíè÷íîñòè ëîòêà. Ïðè ïåðå-õîäå ê ðåàëüíîìó ëîòêó êîíå÷íîãî ðàçìåðà ñîçäàòü îïðåäåëåííîå òå÷åíèå Õåëå-Øîó ñ ïîòåíöèàëîì, îòâå÷àþùèì ïîâåäåíèþ (4), ìîæíî âïîëíå îïðåäåëåííûìèñêîðîñòÿìè îòáîðà èëè íàãíåòàíèÿ æèäêîñòè ïî ïåðè�åðèè ëîòêà.Íåçàâèñèìî îò âûáîðà õàðàêòåðíîé âÿçêîñòè µ∗ çàäà÷à Õåëå-Øîó â äâóõ�àç-íîé ïîñòàíîâêå (3), (4) áóäåò çàäà÷åé ñîïðÿæåíèÿ äëÿ äâóõ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé
W ± êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z , ïðè÷åì çàäà÷åé ýâîëþöèîííîãî òèïà, ïîñêîëüêóóñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå îäíîâðåìåííî îïðåäåëÿþò åå ýâîëþöèþ.Â êà÷åñòâå µ∗ âûáåðåì âåëè÷èíó

µ∗ =
(µ+)

2
+ (µ−)

2

µ+ + µ−
, (5)êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñðåäíåãî, òî åñòü åñëè µ− < µ+ , òî µ− < µ∗ < µ+ .Â îòëè÷èå îò àðè�ìåòè÷åñêîãî èëè ãåîìåòðè÷åñêîãî ñðåäíåãî, âûáîð (5) äàåò òî�îðìàëüíîå ïðåèìóùåñòâî, ÷òî èç îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (3), (4) åñòåñòâåííûìîáðàçîì âûòåêàþò ïîñòàíîâêè â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ: êîãäà âÿçêîñòü îäíîéæèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãîé è êîãäà âÿçêîñòèæèäêîñòåé ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè.Äåéñòâèòåëüíî, â ïåðâîì ñëó÷àå ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè µ+/µ− → 0 . Òîãäà

µ∗ → µ− , k+ → ∞ , k− → 1 , è äàâëåíèå â îáëàñòè Ω+(t) , êîòîðóþ çàíèìàåò æèä-êîñòü ïðåíåáðåæèìî ìàëîé âÿçêîñòè µ+ , ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíûì[1℄. Îïóñêàÿ èíäåêñ ��� ó ïîòåíöèàëà, èç ñîîòíîøåíèé (3) íåïîñðåäñòâåííî íàéäåìâèä óñëîâèé íà ñâîáîäíîé ãðàíèöåé Γ(t)

Γ(t) : ϕ = 0,
∂ϕ

∂n
= un (6)Ñîâîêóïíîñòü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (6), ê êîòîðûì ïðè íåîãðàíè÷åííîñòè îáëà-ñòè Ω−(t) íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèå â áåñêîíå÷íîñòè òèïà (4), ïðåäñòàâëÿåòñîáîé îäíî�àçíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è Õåëå-Øîó [1℄. Îòìåòèì, ÷òî òå÷åíèå ïðèýòîì îñòàåòñÿ äâóõ�àçíûì, îäíî�àçíîñòü ïîñòàíîâêè ëèøü ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî íåòíåîáõîäèìîñòè ðåøàòü çàäà÷ó â îáëàñòè, êîòîðóþ çàíèìàåò îäíà èç �àç.Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì: µ∗ = µ− = µ+ , k+ = k− = 1 . Òîãäà �àçû ñòàíîâÿòñÿ�èçè÷åñêè íåðàçëè÷èìûìè, òå÷åíèå ïî ñóòè áóäåò îäíî�àçíûì è èíäåêñû ó ïîòåí-öèàëîâ òå÷åíèÿ òàêæå ìîæíî îïóñòèòü. Êîíòóð Γ(t) áóäåò ðàçäåëÿòü âåñü ëîòîê íàäâå îáëàñòè Ω−(t) è Ω+(t) , æèäêîñòü â êîòîðûõ, ñêàæåì, îêðàøåíà ïî-ðàçíîìó.Â òåîðèè �èëüòðàöèè òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé âûòåñíåíèÿ ïî ñõåìå ðàç-íîöâåòíûõ æèäêîñòåé [12℄.
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�èñ. 1. Âèä �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z äëÿ çàäà÷è âûòåñíåíèÿ ïî ñõåìå ðàçíîöâåòíûõ æèä-êîñòåé (à) è äëÿ çàäà÷è Õåëå-Øîó â îäíî�àçíîé ïîñòàíîâêå (á)2. Ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé äâóõ�àçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó�àññìîòðèì äâå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è. Ïåðâàÿ � çàäà÷à âûòåñíåíèÿ â ëîòêåÕåëå-Øîó ïî ñõåìå ðàçíîöâåòíûõ æèäêîñòåé (ñì. ðèñ. 1, à). Âòîðàÿ � çàäà÷à Õåëå-Øîó â îäíî�àçíîé ïîñòàíîâêå (ñì. ðèñ. 1, á ).Â ïåðâîé çàäà÷å ëîòîê çàïîëíåí îäíîé æèäêîñòüþ è ïîëå ñêîðîñòåé åå äâèæåíèÿ
V1(z̄, t) = ∂W1/∂z îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñèñòåìîé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé[13℄. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ýòî áóäóò èñòî÷íèê ðàñõîäà Q(t) â òî÷êå z∗ è ñòîêòîãî æå ðàñõîäà â áåñêîíå÷íîñòè

z → z∗ : 2π(z − z∗)
∂W1

∂z
→ Q(t); z → ∞ : 2πz

∂W1

∂z
→ Q(t). (7)Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âûáðàí íåêîòîðûé çàìêíóòûé êîíòóð Γ(0) .×àñòèöû æèäêîñòè, ïîïàäàþùèå âíóòðü êîíòóðà è îáðàçóþùèå îáëàñòü Ω+(0) , ïî-ìå÷åíû áîëåå òåìíîé êðàñêîé, â îòëè÷èå îò ÷àñòèö æèäêîñòè, ëåæàùèõ âíå êîíòóðàè îáðàçóþùèõ îáëàñòü Ω−(0) . Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà îïðåäåëå-íà ýâîëþöèÿ ýòîãî êîíòóðà, òî åñòü ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî êîíòóðîâ Γ(t) , ãäå âðåìÿ

t ≥ 0 âûñòóïàåò ïàðàìåòðîì ñåìåéñòâà.Âòîðàÿ çàäà÷à îïèñûâàåò âûòåñíåíèå âÿçêîé æèäêîñòè âîçäóõîì. Ïóñòü â íà-÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âîçäóøíûé ïóçûðü çàíèìàåò âíóòðåííîñòü òîãî æåñàìîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà Γ(0) , ÷òî è â ïåðâîé çàäà÷å, òî åñòü îáëàñòü Ω+(0) ,à æèäêîñòü çàíèìàåò âíåøíîñòü êîíòóðà, òî åñòü îáëàñòü Ω−(0) , è îòáèðàåòñÿ íàáåñêîíå÷íîñòè ñ òåì æå ñàìûì ðàñõîäîì Q(t)

z → ∞ : 2πz
∂W2

∂z
→ Q(t). (8)Ñòîê íà áåñêîíå÷íîñòè è óñëîâèå ýêâèïîòåíöèàëüíîñòè ìåæ�àçíîé ãðàíèöû áóäóòîïðåäåëÿòü ïîëå ñêîðîñòåé V2(z̄, t) = ∂W2/∂z òå÷åíèÿ æèäêîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî,ýâîëþöèþ ýòîé ãðàíèöû. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ýâîëþöèÿ ìåæ�àçíîéãðàíèöû áûëà îïðåäåëåíà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåííàÿ ýâîëþöèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ýâîëþöèåé, íàé-äåííîé ïðè ðåøåíèè ïåðâîé çàäà÷è. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îáåèõ çàäà÷ áóäóò îäè-íàêîâû ñåìåéñòâî êîíòóðîâ Γ(t) , à òàêæå ïîëÿ un íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé ïðîäâè-æåíèÿ êîíòóðà Γ(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t .Êàæäûé èç ïîòåíöèàëîâ ϕ1,2(x, y, t) = ReW1,2(z, t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü íà ãðà-íèöå Γ(t) ñâîèì óñëîâèÿì. Äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ1(x, y, t) ýòî áóäóò, î÷åâèäíî, óñëîâèÿ
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z ∈ Γ(t) : ϕ1|z+0 = ϕ1|z−0 ,

∂ϕ1

∂n

∣

∣

∣

∣

z+0

=
∂ϕ1

∂n

∣

∣

∣

∣

z−0

= un, (9)ãäå ÷åðåç z ± 0 îáîçíà÷åíî ïðèáëèæåíèå ê ãðàíè÷íîé òî÷êå z ñî ñòîðîíû ñîîòâåò-ñòâóþùåé îáëàñòè Ω±(t) . �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ2(x, y, t) ìîæíîçàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå
z ∈ Γ(t) : ϕ2|z−0 = 0,

∂ϕ2

∂n

∣

∣

∣

∣

z−0

= un. (10)Ïîêàæåì, ÷òî ïðîñòàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ðåøåíèé ýòèõ äâóõ çàäà÷
z ∈ Ω+(t) : ϕ+(x, y, t) =

1

k+
ϕ1(x, y, t),

z ∈ Ω−(t) : ϕ−(x, y, t) =
1

k+
ϕ1(x, y, t) +

(

1

k−
−

1

k+

)

ϕ2(x, y, t)
(11)äàåò ðåøåíèå äâóõ�àçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó âûòåñíåíèÿ îäíîé âÿçêîé æèäêîñòèäðóãîé. Çäåñü k± � âû÷èñëÿåìûå ïî �îðìóëå (1) ïîäâèæíîñòè æèäêîñòåé âÿçêîñòè

µ± , çàíèìàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè Ω±(t) .�àðìîíè÷íîñòü �óíêöèé ϕ±(x, y, t) è èõ íåïðåðûâíîñòü íà ìåæ�àçíîé ãðàíèöåïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè Ω−(t) â îáëàñòü Ω+(t) î÷åâèäíû ïî ïîñòðîåíèþ. Îñòàåòñÿòîëüêî ïðîâåðèòü âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â (3)
Γ(t) : k−

∂ϕ−

∂n
= k+ ∂ϕ

+

∂n
= un, (12)ãäå un � èìåííî òî ïîëå íîðìàëüíûõ ñêîðîñòåé ïðîäâèæåíèÿ êîíòóðà Γ(t) , êîòîðîå�èãóðèðóåò â ñîîòíîøåíèÿõ (9), (10).Ñ ó÷åòîì ïåðâîé �îðìóëû (11) è óñëîâèÿ (9) íàéäåì

z ∈ Γ(t) : k+ ∂ϕ
+

∂n
=
∂ϕ1

∂n

∣

∣

∣

∣

z+0

= un. (13)Ñ ó÷åòîì âòîðîé �îðìóëû (11) è óñëîâèé (9), (10) ïîëó÷èì
z ∈ Γ(t) : k−

∂ϕ−

∂n
= k−

[

1

k+

∂ϕ1

∂n

∣

∣

∣

∣

z−0

+

(

1

k−
−

1

k+

)

∂ϕ2

∂n

∣

∣

∣

∣

z−0

]

= un. (14)Ñðàâíèâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (13), (14) ìåæäó ñîáîé, óáåäèìñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèÿ(12). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóïåðïîçèöèÿ (11) ðåøåíèé ϕ1,2(x, y, t) äâóõ ïðåäñòàâëåííûõçàäà÷ ñ îäèíàêîâîé ýâîëþöèåé ìåæ�àçíîé ãðàíèöû Γ(t) äàåò ðåøåíèå äâóõ�àç-íîé çàäà÷è Õåëå-Øîó âûòåñíåíèÿ îäíîé âÿçêîé æèäêîñòè äðóãîé ñ òîé æå ñàìîéýâîëþöèåé ìåæ�àçíîé ãðàíèöû Γ(t) .Â òåðìèíàõ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ ðåøåíèå (11) ïðèíèìàåò âèä
z ∈ Ω+(t) : W+(z, t) =

1

k+
W1(z, t),

z ∈ Ω−(t) : W−(z, t) =
1

k+
W1(z, t) +

(

1

k−
−

1

k+

)

W2(z, t).
(15)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñèñòåìà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, èíèöèèðóþùèõâûòåñíåíèå îäíîé âÿçêîé æèäêîñòè äðóãîé, áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóïåðïî-çèöèþ îñîáåííîñòåé îáåèõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Âû÷èñëÿÿ ñêîðîñòè òå÷åíèé
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V ±(z̄, t) ïî �îðìóëå (2) è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (7), (8), (15), óáåäèìñÿ, ÷òîýòî áóäåò èñòî÷íèê ðàñõîäà Q(t) â òî÷êå z∗ è ñòîê òîãî æå ðàñõîäà â áåñêîíå÷-íîñòè

z → z∗ : 2π(z − z∗)

(

k+ ∂W
+

∂z

)

→ Q(t);

z → ∞ : 2πz

(

k−
∂W −

∂z

)

→ Q(t) k−
[

1

k+
+

(

1

k−
−

1

k+

)]

= Q(t).Åñëè âûáðàòü çà íà÷àëüíóþ êîí�èãóðàöèþ êîíòóðà Γ(0) îêðóæíîñòü ðàäèóñà
R > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå z∗ , òî ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå äâóõ�àçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó äëÿ êîíêðåòíîé ñõåìû òå÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1. Î÷åâèäíî, ýòî áóäåòòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñ ðàäèàëüíîé ñèììåòðèåé, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü è áîëååïðîñòûì ïóòåì. Âìåñòå ñ òåì ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà íîñèò îáùèé õàðàêòåð èïðèìåíèìà äëÿ ëþáîé ñèñòåìû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé, à òàêæå â ñëó÷àåíàëè÷èÿ ó ëîòêà íåïðîíèöàåìûõ ãðàíèö. Åäèíñòâåííûì óñëîâèåì ý��åêòèâíîñòèýòîé ìåòîäèêè ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâàÿ ýâîëþöèÿ ìåæ�àçíîé ãðàíèöû Γ(t) äëÿ îáåèõçàäà÷.Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ ïåðâîé çàäà÷è, ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ñîâ-ïàäàåò ñ ìåòîäèêîé [8℄. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ â ÷àñòè, êàñàþùåéñÿâòîðîé çàäà÷è. Çäåñü Ñ. Õîâèñîí ïðåäëàãàåò ðåøàòü çàäà÷ó Õåëå-Øîó â îäíî�àç-íîé ïîñòàíîâêå ñ çàäàííîé ýâîëþöèåé ìåæ�àçíîé ãðàíèöû, à èìåííî ñ ýâîëþöèåé,íàéäåííîé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è. Ïðè ýòîì îñîáåííîñòè ïîòåíöè-àëà òå÷åíèÿ â îáëàñòè Ω−(t) èçâåñòíû, à îñîáåííîñòè â îáëàñòè Ω+(t) äîëæíûîïðåäåëÿòüñÿ çàäàííîé ýâîëþöèåé ìåæ�àçíîé ãðàíèöû. Îäíàêî îïðåäåëåíèå îñî-áåííîñòåé �óíêöèè â îáëàñòè ïî ëîêàëüíîìó óñëîâèþ íà åå ãðàíèöå, î÷åâèäíî,ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé ñ ñóùåñòâåííûìè ïðîáëåìàìè äàæå â âîïðîñàõ ååðàçðåøèìîñòè. 3. Òå÷åíèå îêîëî òî÷êè ñòàãíàöèèÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà â ðàáîòå [8℄ áûëî ïðèâåäåíî òå÷åíèå, âûçâàííîå êâàäðó-ïîëåì íà áåñêîíå÷íîñòè, òàêæå íàçûâàåìîå òå÷åíèåì îêîëî òî÷êè ñòàãíàöèè. Åãîêîìïëåêñíûé ïîòåíöèàë W1(z, t) èìååò âèä

W1(z, t) = m1(t)z
2. (16)Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ìîìåíò êâàäðóïîëÿ m1(t) âåùåñòâåííûì.Âû÷èñëÿÿ ïîëå ñêîðîñòåé V1(z̄, t) = ∂W1/∂z òå÷åíèÿ (16), óáåäèìñÿ, ÷òî ëþáàÿ÷àñòèöà æèäêîñòè G ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïåðåäâèãà-åòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì (îíè æå � ëèíèè òîêà), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëàìè (ñì.ðèñ. 2):

x = x0e
M1(t), y = y0e

−M1(t); M1(t) = 2

t
∫

0

m1(t) dt. (17)Òå÷åíèå (16) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ, ñîñòàâëåííàÿèç ÷àñòèö æèäêîñòè, îñòàåòñÿ ïðÿìîé âî âñå ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè [8℄.Ïðè ýòîì íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü ïðîäâèæåíèÿ òàêîé ïðÿìîé è óãîë åå íàêëîíà êãîðèçîíòó, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿþòñÿ, ÷òî ïîçâîëèëî àâòîðó [8℄ ïîñòðîèòü ðåøåíèåäâóõ�àçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó îá ýâîëþöèè ïðÿìîëèíåéíîé ìåæ�àçíîé ãðàíèöû âòå÷åíèè, âûçâàííîì êâàäðóïîëåì íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî òå÷åíèå (16)îáëàäàåò åùå îäíèì ñâîéñòâîì, êîòîðîå ñ�îðìóëèðóåì â âèäå óòâåðæäåíèÿ.
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z

(0)Γ

G

�èñ. 2. Ëèíèè òîêà òå÷åíèÿ âîçëå òî÷êè ñòàãíàöèèÓòâåðæäåíèå. Åñëè èç ëþáûõ ÷àñòèö æèäêîñòè, äâèãàþùåéñÿ ñ ïîòåíöèà-ëîì (16), â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñîñòàâèòü ýëëèïòè÷åñêèé êîíòóð Γ(0) íåíó-ëåâîãî ýêñöåíòðèñèòåòà, òî ñî âðåìåíåì îí áóäåò ýâîëþöèîíèðîâàòü, îñòàâàÿñüýëëèïñîì. Çà êîíå÷íîå âðåìÿ t∗ åãî ýêñöåíòðèñèòåò ìîæåò îáðàòèòüñÿ â íóëüòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M1(t∗) îáðàòèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ÷åðåç G ∈ Γ(0) ïðîèçâîëüíóþ ÷àñòèöó æèäêîñòè,ïðèíàäëåæàùóþ êîíòóðó Γ(0) , à ÷åðåç (x0, y0) � åå äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Ââè-äó ýëëèïòè÷íîñòè êîíòóðà êîîðäèíàòû (x0, y0) ÷àñòèöû G ∈ Γ(0) óäîâëåòâîðÿþòîáùåìó óðàâíåíèþ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé [14℄
a11(0)x2

0 + 2a12(0)x0y0 + a22(0)y2
0 + 2a13(0)x0 + 2a23(0)y0 + a33(0) = 0, (18)ãäå êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ aij(0) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì óñëî-âèÿì, êîòîðûå âûäåëÿþò äåéñòâèòåëüíûé ýëëèïñ èç âñåãî ìíîæåñòâà êðèâûõ âòî-ðîãî ïîðÿäêà.Îáðàçîâàííûé ÷àñòèöàìè æèäêîñòè G êîíòóð Γ(0) çà âðåìÿ t ïðèìåò â ïðî-ñòðàíñòâå íîâóþ êîí�èãóðàöèþ Γ(t) . Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùåé÷àñòèöû G ∈ Γ(t) îáîçíà÷èì ÷åðåç (x, y) . Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (17),âûðàçèì â óðàâíåíèè (18) íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû (x0, y0) ÷àñòèöû ÷åðåç òåêóùèå

(x, y) . Ïîëó÷èì óðàâíåíèå êîíòóðà Γ(t)

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0, (19)êîòîðîå, î÷åâèäíî, îñòàåòñÿ óðàâíåíèåì êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Åãî êîý��èöè-åíòû aij ñâÿçàíû ñ êîý��èöèåíòàìè aij(0) ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
a11 = a11(0)e−2M1(t); a12 = a12(0); a13 = a13(0)e−M1(t);

a22 = a22(0)e2M1(t); a23 = a23(0)eM1(t); a33 = a33(0).Ïðîàíàëèçèðîâàâ ñâîéñòâà êîý��èöèåíòîâ aij , ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî êîíòóð
Γ(t) òàêæå áóäåò ýëëèïñîì äëÿ ëþáîãî t > 0 . Îäíàêî ýòî ñâÿçàíî ñ ãðîìîçäêèìèâûêëàäêàìè. Èõ ìîæíî èçáåæàòü, îãðàíè÷èâøèñü ïðîñòûìè êà÷åñòâåííûìè ðàñ-ñóæäåíèÿìè. Ïîòåíöèàëüíîå òå÷åíèå (16) õàðàêòåðèçóåòñÿ íåñæèìàåìîñòüþ: åñëèêîíòóð Γ(0) îãðàíè÷èâàë îáëàñòü êîíå÷íîé ïëîùàäè S0 , òî êîíòóð Γ(t) äîëæåíîãðàíè÷èâàòü îáëàñòü òîé æå ïëîùàäè S0 . Èç âñåõ êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, îòâå÷à-þùèõ óðàâíåíèþ (19), òîëüêî ýëëèïñ îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü êîíå÷íîé ïëîùàäè.Ñëåäîâàòåëüíî, Γ(t) � ýëëèïñ.
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�èñ. 3. Âèä �èçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z (à) è âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîñòè ζ (á) äëÿ çàäà÷èÕåëå-Øîó îá ýâîëþöèè ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ âîçäóõàÇà êîíå÷íîå âðåìÿ t∗ ýëëèïñ êîíå÷íîé ïëîùàäè ìîæåò äîñòè÷ü íóëåâîãî ýêñöåí-òðèñèòåòà, òîëüêî åñëè îäíà èç ãëàâíûõ ïîëóîñåé îáðàòèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿýòîãî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ÷àñòèöà (x0, y0) êîíòóðà Γ(0) äîëæíà óéòè íà áåñêî-íå÷íîñòü. Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (17) ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà M1(t∗) îáðàòèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýòîãî, î÷åâèäíî,ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü è ñàìîãî ìîìåíòà êâàäðóïîëÿ m1(t∗) .Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà êîíòóð Γ(0) �îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò:
Γ(0) : x2

0 + y2
0 = R2. (20)Ñîîòâåòñòâóþùèé êîíòóð Γ(t) áóäåò, î÷åâèäíî, ýëëèïñîì ñ öåíòðîì â íà÷àëå êî-îðäèíàò è ãëàâíûìè îñÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Âåëè÷èíû åãî ïî-ëóîñåé a(t) , b(t) íàõîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèé (17)

Γ(t) :
x2

a2(t)
+

y2

b2(t)
= 1; a(t) = ReM1(t), b(t) = Re−M1(t). (21)Ïîñêîëüêó ïëîùàäü ýëëèïñà Γ(t) áóäåò îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé è ðàâíîé πR2 , ñàìýëëèïñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé
a(t)

b(t)
= e2M1(t). (22)4. Ýâîëþöèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ îäíîé æèäêîñòèâ îêðóæåíèè äðóãîé â áåçãðàíè÷íîì ëîòêå Õåëå-ØîóÂ ðàáîòå [15℄ áûëî ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå èäåàëèçèðîâàííîé çàäà÷è Õåëå-Øîó â îäíî�àçíîé ïîñòàíîâêå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ýëëèïòè÷åñêèé ïóçûðü âîçäóõàâ áåçãðàíè÷íîì ùåëåâîì ëîòêå, çàïîëíåííîì âÿçêîé æèäêîñòüþ, ýâîëþöèîíèðóåò,îñòàâàÿñü ýëëèïñîì, åñëè ïîëå òå÷åíèÿ æèäêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî êâàäðóïî-ëåì íà áåñêîíå÷íîñòè (ñì. ðèñ. 3, à). Ïîêàçàíî, ÷òî íåèçìåííûìè îñòàþòñÿ ïëîùàäüýëëèïñà è åãî öåíòð. Â ðåçóëüòàòå, âûáèðàÿ çà Γ(0) òó æå ñàìóþ îêðóæíîñòü (20) èïîäáèðàÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì âåëè÷èíó ìîìåíòà êâàäðóïîëÿ m2(t) , î÷åâèäíî,ìîæíî äîáèòüñÿ òîé æå ñàìîé ýâîëþöèè (21) êîíòóðà Γ(t) .Ñîãëàñíî [15℄ ðåøåíèå çàäà÷è ïàðàìåòðèçóåòñÿ ââåäåíèåì âñïîìîãàòåëüíîéïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ζ , â êîòîðîé îáëàñòè òå÷åíèÿ Ω−(t) îòâå-÷àåò, íàïðèìåð, âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà (ñì. ðèñ. 3, á ):

z(ζ, t) = A(t)ζ +
B(t)

ζ
, (23)
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W2(ζ, t) = m2(t)A

2(t)

[

ζ2 −
1

ζ2

]

. (24)Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåííîãî âûáîðà (20) íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè Γ(0) ïàðàìåòðû
A(t) , B(t) ïðåäñòàâëåíèÿ (23) óäîâëåòâîðÿþò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

A(0) = R, B(0) = 0 (25)è ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì ñîãëàñíî �îðìóëàì
A(t) =

R
√

1 −M2
2 (t)

, B(t) = A(t)M2(t); M2(t) = 4

t
∫

0

m2(t) dt. (26)Ñàìî ïðåäñòàâëåíèå (23) ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ãðàíèöå Γ(t) îáëàñòè Ω−(t) îòâå÷àåòýëëèïñ, ïîëóîñè êîòîðîãî a(t) , b(t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç A(t) , B(t)

a(t) = A(t) +B(t), (t) = A(t) −B(t). (27)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïëîùàäü ýëëèïñà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé è ðàâíîé πR2 , è, ñëå-äîâàòåëüíî, ñàì ýëëèïñ Γ(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì îòíîøåíèÿ ñâîèõïîëóîñåé
a(t)

b(t)
=

1 +M2(t)

1 −M2(t)
. (28)Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì óñëîâèåì ñîâïàäåíèÿ ýâîëþöèè ýëëèïñà (20), (21)è ýëëèïñà (23)�(27) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî îòíîøåíèÿ ïîëóîñåé a(t)/b(t) , òî åñòü ïðà-âûõ ÷àñòåé âûðàæåíèé (22) è (28). Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ýòî óñëî-âèå ïðèîáðåòàåò âèä

M2(t) = thM1(t). (29)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçä. 2, åñëè ìîìåíòû êâàäðóïîëåé m1,2(t) óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ (29), òî ðåøåíèåì äâóõ�àçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó áóäåò òå÷åíèå ñ êîì-ïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì, ïîëó÷åííûì ïðîñòîé ñóïåðïîçèöèåé (15):
Ω+(t) : W +(z, t) =

m1(t)

k+
z2,

Ω−(t) : W −(ζ, t) =
m1(t)

k+

[

A(t)ζ +
B(t)

ζ

]2

+m2(t)

(

1

k−
−

1

k+

)

A2(t)

[

ζ2 −
1

ζ2

]

.(30)Ïðè ýòîì ýâîëþöèÿ ìåæ�àçíîé ãðàíèöû Γ(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîîò-íîøåíèÿìè (20), (21), òàê è ñîîòíîøåíèÿìè (23), (25), (26).Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (23), ëåãêî îöåíèòü ìîìåíò êâàäðóïîëÿ íà áåñêîíå÷-íîñòè äëÿ ðåçóëüòèðóþùåãî òå÷åíèÿ (30)
m(t) =

m1(t)

k+
+

(

1

k−
−

1

k+

)

m2(t). (31)Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå îá ýâîëþöèè ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿîäíîé âÿçêîé æèäêîñòè â îêðóæåíèè äðóãîé â áåçãðàíè÷íîì ùåëåâîì ëîòêå, àíà-ëîãè÷íîå ðåøåíèþ [9℄. Â îòëè÷èå îò [9℄, ãäå áûë èñïîëüçîâàí äîñòàòî÷íî àáñòðàêò-íûé àïïàðàò �óíêöèè Øâàðöà, çäåñü âñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîâå-äåíà íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ ñêîðîñòåé è ïîòåíöèàëîâ òå÷åíèé. Êðîìå òîãî,åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé â îäíî�àçíîéïîñòàíîâêå, è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü ðåøåíèÿ çàäà÷



164 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂâ îáåèõ ïîñòàíîâêàõ è îöåíèòü ðåãóëÿðèçèðóþùåå âëèÿíèå ó÷åòà âòîðîé �àçû âïîñòàíîâêå çàäà÷è íà ýâîëþöèþ ìåæ�àçíîé ãðàíèöû. Èçâåñòíî, ÷òî ñ ïåðåõîäîì îòîäíî�àçíîé ïîñòàíîâêè ê äâóõ�àçíîé îñíîâíîå ïðîÿâëåíèå ýòîé íåêîððåêòíîñòè �íåóñòîé÷èâîñòü Ñý��ìåíà �Òåéëîðà � ñîõðàíÿåòñÿ [1℄. Îäíàêî òàêîé ïåðåõîä ìî-æåò îêàçàòü ¾ñëàáûé¿ ðåãóëÿðèçèðóþùèé ý��åêò, êîãäà â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõðåøåíèå îäíî�àçíîé çàäà÷è áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ êîíå÷íûì âðåìåíåì ñóùå-ñòâîâàíèÿ, à äâóõ�àçíîé � áåñêîíå÷íûì.5. Àíàëèç ðåøåíèÿÄëÿ �èêñèðîâàííîãî ìîìåíòà êâàäðóïîëÿ m2(t) ðåøåíèå (23)�(26) îäíî�àçíîéçàäà÷è Õåëå-Øîó ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå âðåìÿ t∗ [15℄. Äåéñòâèòåëüíî, áåç îãðàíè-÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü m2(t) = 1 . Òîãäà M2(t) = 4t è â ìîìåíò âðåìåíè
t∗ = 0.25 �óíêöèÿ M2(t∗) äîñòèãàåò 1, âåëè÷èíû A(t∗) , B(t∗) îáðàùàþòñÿ â áåñ-êîíå÷íîñòü, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå (23), (24) ïåðåñòàåò ñóùåñòâîâàòü.Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (29). Â ðåçóëüòàòå íàéäåì âèä �óíêöèè M1(t) ,à òàêæå âèä ìîìåíòà êâàäðóïîëÿ m1(t) , îáåñïå÷èâàþùèé ïîëíîå ñîâïàäåíèå ýâî-ëþöèè ìåæ�àçíîé ãðàíèöû Γ(t) â ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷àõ:

M1(t) = arth (4t) , m1(t) =
M ′

1(t)

2
=

2

1 − 16t2
. (32)�åøåíèå äâóõ�àçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó (29), (30) ïî ïîñòðîåíèþ áóäåò èìåòüòó æå ñàìóþ ýâîëþöèþ ìåæ�àçíîé ãðàíèöû Γ(t) , à çíà÷èò, è òî æå ñàìîå êîíå÷-íîå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ t∗ . Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû

m2(t) , âåëè÷èíà m(t) áóäåò ïåðåìåííîé, è â ìîìåíò âðåìåíè t∗ îíà îáðàòèòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü (ñì. �îðìóëû (31), (32)).×òîáû îöåíèòü ðåãóëÿðèçèðóþùåå âëèÿíèå ïåðåõîäà îò îäíî�àçíîé ïîñòàíîâêèçàäà÷è ê äâóõ�àçíîé, íåîáõîäèìî ñðàâíèòü ðåøåíèÿ çàäà÷ â îáåèõ ïîñòàíîâêàõ ïðèîäèíàêîâîé íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè Γ(0) è îäèíàêîâûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îñî-áåííîñòÿõ. Ïåðâîå óñëîâèå âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ äâóõ�àçíîé çàäà÷è.Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî óñëîâèÿ íàäî íàéòè òàêîé âèä âåëè÷èí m1,2(t) , êîòî-ðûå îáåñïå÷èâàþò ïîñòîÿíñòâî ìîìåíòà êâàäðóïîëÿ m(t) äâóõ�àçíîãî òå÷åíèÿ,îòâå÷àþùåãî ðåøåíèþ (29), (30).Ïîòðåáóåì ïîñòîÿíñòâà m(t) . Ïîäñòàâèì m(t) ≡ mo , ãäå mo � êîíñòàíòà, â ñî-îòíîøåíèå (31) è ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî âðåìåíè. Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçî-âàíèé è ó÷åòà îïðåäåëåíèé M1,2(t) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
(

2k+mo
)

t = M1(t) +
1

2

(

k+

k−
− 1

)

M2(t). (33)Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè êîíñòàíòó mo ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ìíîæèòåëüïðè t áûë ðàâåí ±1 . Ìíîæèòåëü ïðè M2(t) îáîçíà÷èì ÷åðåç α
α =

1

2

(

µ−

µ+
− 1

)

.Âåëè÷èíà α çàâèñèò òîëüêî îò îòíîøåíèÿ âÿçêîñòåé: åñëè µ− > µ+ , òî α > 0 ;åñëè µ− < µ+ , òî α ∈ (−0.5, 0) . Âîçìîæíû òðè ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: µ+/µ− → 0 ,
µ− = µ+ , µ−/µ+ → 0 , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò α→ ∞ , α = 0 , α→ −0.5 .Äàëåå, ïîëüçóÿñü óñëîâèåì (29), âûðàçèì âåëè÷èíó M2(t) ÷åðåç âåëè÷èíó
M1(t) , à ïîñëåäíþþ îáîçíà÷èì êàê íîâóþ ïåðåìåííóþ ξ ≡ M1(t) . Òîãäà ñîîò-íîøåíèå (33) äàåò óðàâíåíèå äëÿ îòûñêàíèÿ çàâèñèìîñòè ξ îò t

α th ξ = ± t− ξ. (34)
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thα ξ

t

ξ
0

| |α

t ξ−t ξ− −

thα ξ

| |α−

0α < 0α >

�èñ. 4. Âñïîìîãàòåëüíûå ãðà�èêè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (34)Òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå (34) ìîæåò áûòü ðàçðåøåíî ÷èñëåííî, íàïðèìåð,ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé. Âìåñòå ñ òåì äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïîëíîãî êà÷åñòâåííîãîàíàëèçà äîñòàòî÷íî ãðà�èêîâ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 4. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (34)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå äâóõ ãðà�èêîâ: ïðÿìîé F = ± t − ξ (ñïëîøíûåëèíèè) è êðèâîé F = α th ξ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ äëÿ α > 0 è øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ �äëÿ α < 0) .Åñëè mo � ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî), òî åñòü ñïðàâà â óðàâíåíèè (34) ïå-ðåä t íóæíî áðàòü çíàê ¾ïëþñ¿ (¾ìèíóñ¿), òî âíå çàâèñèìîñòè îò çíàêà α ðåøåíèåóðàâíåíèÿ ξ = M1(t) ïîëîæèòåëüíî (îòðèöàòåëüíî) òàê æå, êàê è th ξ = M2(t) .Ñëåäîâàòåëüíî, çíàêè ìîìåíòîâ êâàäðóïîëåé m(t) ≡ mo è m1,2(t) ñîâïàäàþò, ÷òîïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, íî íå âïîëíå î÷åâèäíûì, ââèäó íàëè÷èÿ ðàçíîñòèó ìíîæèòåëÿ ïåðåä m2(t) â �îðìóëå (31).Åñëè α îãðàíè÷åíî, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (34), î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò è åäèí-ñòâåííî äëÿ ëþáîãî t > 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå äâóõ�àçíîé çàäà÷èÕåëå-Øîó (29), (30) áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèìî ïî âðåìåíè. Åäèíñòâåííî âîçìîæ-íûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì ñóùåñòâîâàíèÿ t∗ � ýòî ïðåäåëüíûéñëó÷àé µ+/µ− → 0 , êîãäà k+ → ∞ , α→ ∞ , è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå äâóõ�àç-íîé çàäà÷è (20), (29), (30) âûðîæäàåòñÿ â ðåøåíèå îäíî�àçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó(23)�(27).Îòìåòèì òàêæå åùå îäèí ïðåäåëüíûé ñëó÷àé: µ−/µ+ → 0 , êîãäà k− → ∞è α → −0.5 . Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ µ+/µ− → 0 , ðåøåíèå äâóõ�àçíîé çàäà÷è íåâûðîæäàåòñÿ â ðåøåíèå îäíî�àçíîé çàäà÷è Õåëå-Øîó. Îáúÿñíÿåòñÿ ýòî òåì, ÷òîñàìîãî ïî ñåáå óñëîâèÿ µ−/µ+ → 0 íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëå äàâëåíèÿ â ñîîò-âåòñòâóþùåé îáëàñòè Ω−(t) ñòàëî îäíîðîäíûì. Íåîáõîäèìî òàêæå, ÷òîáû õîòÿ áûîäèí èç �àêòîðîâ, âûçûâàþùèõ òå÷åíèå, òî åñòü êàêàÿ-ëèáî ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿîñîáåííîñòü èëè ïåðåïàä äàâëåíèé íà ðàçíûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèöû, äåéñòâîâàë áû âîáëàñòè Ω+(t) . Òîëüêî òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûé ïåðåïàä äàâëåíèÿ, ïî ñðàâ-íåíèþ ñ êîòîðûì â ïðåäåëå µ−/µ+ → 0 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðåïàäàìè äàâëåíèÿâ îáëàñòè Ω−(t) . Â íàøåì ñëó÷àå ýòî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó òå÷åíèå âûçûâàåòñÿåäèíñòâåííîé îñîáåííîñòüþ � êâàäðóïîëåì, ëåæàùèì â çàìûêàíèè îáëàñòè Ω−(t) .Ïîýòîìó ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå µ−/µ+ → 0 îñòàåòñÿ äâóõ�àçíîé.Çàêëþ÷åíèåÏðåäëîæåíà ý��åêòèâíàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäèêè Ñ. Õîâèñîíà ïîñòðîåíèÿ òî÷-íûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ìàñêåòà, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè àïïàðàòà ïîëåé ñêî-ðîñòè è ïîòåíöèàëîâ òå÷åíèé. Ý��åêòèâíîñòü ìåòîäèêè ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïó-òåì âîñïðîèçâåäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ îá ýâîëþöèè ýëëèïòè÷åñêîãî ïóçûðÿ îäíîé



166 Ì.Ì. ÀËÈÌÎÂâÿçêîé æèäêîñòè â îêðóæåíèè äðóãîé â áåçãðàíè÷íîì ùåëåâîì ëîòêå, ïîñòðîåííîãîâ [9℄ ñ ïîìîùüþ àáñòðàêòíîãî àïïàðàòà �óíêöèé Øâàðöà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëü-íûé àíàëèç ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â äâóõ ïîñòàíîâêàõ: îäíî�àçíîé è äâóõ�àçíîé(â ðàáîòå [9℄ åãî íåò). Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä îò îäíî�àçíîé èäåàëèçèðîâàííîéïîñòàíîâêè çàäà÷è Õåëå-Øîó ê äâóõ�àçíîé (ïîñòàíîâêå Ìàñêåòà) îêàçûâàåò ¾ñëà-áûé¿ ðåãóëÿðèçèðóþùèé ý��åêò: äëÿ îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèèìåæ�àçíîé ãðàíèöû (îêðóæíîñòè), à òàêæå îäíîé è òîé æå ãèäðîäèíàìè÷åñêîéîñîáåííîñòè, îïðåäåëÿþùåé ïîëå òå÷åíèÿ, (êâàäðóïîëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ñ �èêñè-ðîâàííûì ìîìåíòîì) ðåøåíèå îäíî�àçíîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå âðåìÿ, àðåøåíèå äâóõ�àçíîé � áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêòû � 08-01-00548, 10-01-00629).SummaryM.M. Alimov. On the Constrution of Exat Solutions to the Muskat Problem.To onstrut exat solutions of the unsteady two-phase Hele-Shaw problem (Muskatproblem), a new modi�ation of the S. Howison's method has been proposed. The e�ienyof this modi�ation has been demonstrated through the reonstrution of the D. Crowdy'sexpliit solution for nonstationary ellipti bubble of one visous �uid surrounded by anothervisous �uid. This solution has been found to be in diret relation with the expliit solutionfor similar one-phase Hele-Shaw problem. Comparison of these solutions has shown that thereis a weak regularization when we take into aount the seond phase: the one-phase solutionexists for a �nite time while the two-phase solution exists for an in�nite time under the sameinitial onditions.Key words: unsteady two-phase Hele-Shaw problem, Muskat problem, ellipti bubble.Ëèòåðàòóðà1. Sa�man P.G., Taylor G.I. The penetration of a �uid into a porous medium or Hele-Shawell ontaining a more visous liquid // Pro. Roy. So. London. Ser. A. � 1958. � V. 245,No 1242. � P. 312�329.2. Îêåíäîí Äæ.�., Õîâèñîí Ñ.Ä. Ï.ß. Êî÷èíà è Õåëå-Øîó â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêå,åñòåñòâåííûõ íàóêàõ è òåõíèêå // Ïðèêë. ìàòåì. è ìåõ. � 2002. � Ò. 66, Âûï. 3. �Ñ. 515�524.3. Howison S.D. Complex variable methods in Hele-Shaw moving boundary problems //Eur. J. Appl. Math. � 1992. � V. 3, No 3. � P. 209�224.4. Howison S.D. Fingering in Hele-Shaw ells // J. Fluid Meh. � 1986. � V. 167. � P. 439�453.5. Àëèìîâ Ì.Ì. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è Õåëå-Øîó äëÿ òå÷åíèé â êàíàëå // Ïðèêë.ìàòåì. è ìåõ. � 2006. � Ò. 70, âûï. 3. � Ñ. 384�399.6. Sa�man P.G. Exat solutions for the growth of �ngers from a �at interfae between two�uids in a porous medium or Hele-Shaw ell // Quart. J. Meh. Appl. Math. � 1959. �V. 12, Pt. 2. � P. 146�150.7. Jaquard P., Seguier P. Mouvement de deux �uides en ontat dans un milieu poreux //J. de Meanique. � 1962. � T. 1, F. 4. � P. 367�394.8. Howison S.D. A note on the two-phase Hele-Shaw problem // J. Fluid Meh. � 2000. �V. 409. � P. 243�249.
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