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Аннотация

Проведен анализ геометрии преобразований при простом сдвиге. Для этого использо-
ван матричный анализ и математический аппарат нелинейной теории упругости. Иссле-
дована последовательность преобразований при простом сдвиге и дано сравнение с поляр-
ным разложением. Показано, что простой сдвиг может быть представлен в виде после-
довательных действий поворота, деформации и поворота. Получены явные выражения
для соответствующих тензоров, зависящих от параметра величины сдвига. Осуществ-
лена расчетная проверка полученных соотношений. Получены разложения тензоров мер
деформаций Коши–Грина, Фингера, Пиолы и Альманси.

Ключевые слова: простой сдвиг, эллипс деформации, градиент деформации, тензор
Коши–Грина, полярное разложение, тензор меры деформации

Введение

Наряду с растяжением и сжатием сдвиг является одним из видов деформации,
который определяет кинематику и разрушение в природе и технике. Срезание слоя
металла в стружку, течение ньютоновской жидкости в канале, сдвиговые меха-
низмы пластической деформации и многие другие явления описываются сдвиговой
деформацией. В слоистых волокнистых композитах различают внутри- и межслой-
ный сдвиг. Известно также, что внутрислойный сдвиг является основным источни-
ком нелинейных и реологических свойств [1, 2]. Простой сдвиг является важным
случаем конечных деформаций, имеющим важное прикладное значение. Стимулом
для его изучения явились комплексные экспериментальные и теоретические иссле-
дования в связи с обеспечением работоспособности клеевых соединений элементов
конструкций в авиационно-космической техники [3–5]. В центре внимания авто-
ров стояли вопросы корреляции результатов испытаний эластомерного герметика
при растяжении и при сдвиге, а также объяснения складчатой формы поверхности
разрушения при когезионном механизме разрушения в клеевом слое [3]. Оказалось,
что понятие сдвига широко используется в геологии, в частности при исследова-
нии тектонических явлений в земной коре. Исследование геометрии зон сдвигания
и характера разрушения в структурной геологии и тектонофизике является об-
щепринятым и детально рассмотрено в [6–8]. В вышеприведенных работах указы-
вается на образование S-образных трещин отрыва в зоне сдвиговой деформации.
В работе [6] говорится, что при развитии деформации простого сдвига ось мак-
симального удлинения испытывает вращение к плоскости сдвига. Наличие подоб-
ных трещин отмечается при разрушении связующего при сдвиге вдоль волокна [9].
Таким образом, изучение геометрии деформирования при простом сдвиге имеет
важное прикладное значение.
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Рис. 1. Деформирование по схеме простого сдвига

1. Анализ кинематики деформирования при простом сдвиге

Сдвигом называется деформация, при которой происходит смещение слоев тела
друг относительно друга. Например, пластическая деформация происходит путем
смещения слоев металла под влиянием внешних механических усилий. Кинематика
деформирования при чистом и простом сдвигах в условиях конечных деформаций
различна. Для сравнения можно рассмотреть изменение формы сферы или круга
в процессе деформации. При чистом сдвиге имеет место соосная или коаксиальная
деформация в направлениях, не меняющих ориентацию осей деформации эллип-
са, вызванная растяжением и сжатием вдоль осей. При простом сдвиге наряду с
деформацией осей имеет место еще и поворот осей. При таком сдвиге прямоуголь-
ник, расположенный в плоскости сдвига, в результате деформации превращается в
параллелограмм и угол наклона, характеризуемый тангенсом угла поворота боко-
вой грани, полностью определяет деформацию. Тангенс угла наклона боковой сто-
роны к оси Ox2 называется величиной сдвига и обозначается k = tg θ [10] (рис. 1).
В соответствии со схемой, представленной на рисунке, аффинное преобразование
исходной конфигурации определяется следующими соотношениями [10–12]:

x′1 = x1 + kx2,

x′2 = x2,

x′3 = x3.

(1)

При простом сдвиге площадь параллелограмма равна площади исходного прямо-
угольника, что свидетельствует о несжимаемости материала. Начало системы ко-
ординат помещено в середину прямоугольника. Путем решения системы (1) можно
определить неподвижные точки преобразования. Из первого уравнения системы
следует соотношение x1 = x1 + kx2 , которое удовлетворяется при x2 = 0 , непо-
движными остаются точки, лежащие на плоскости Ox2x3 . Изменение геометрии
слоя определяется тензором градиента деформации

F =
(

∂x′i
∂xj

)
=




1 k 0
0 1 0
0 0 1


 .

Рассмотрим сечение слоя по толщине, что позволит свести анализ к рассмотре-
нию двумерной задачи. Координаты любой точки сечения x = (x1, x2)T исходной
конфигурации переходят в новую точку с координатами

x̃ = Fx,

где x̃ = (x̃1, x̃2)T , индекс T означает транспонирование. Тензор градиента дефор-
мации в двумерном случае определяется формулой

F

(
r cos t
r sin t

)
=

(
r (cos t + k sin t)

r sin t

)
, (2)
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Рис. 2. Трансформация окружности при простом сдвиге, k = 1, 3

где r = h/2 – полутолщина слоя. Из соотношений (2) можно получить параметри-
ческое выражение кривой

x1 = r cos t + kr sin t,

x2 = r sin t,

откуда x1 − kx2 = r cos t . После простых преобразований, исключающих пара-
метр t , получим уравнение кривой в виде неявной функции

(x1 − kx2)
2 + x2

2 = x2
1 − 2kx1x2 + (1 + k2)x2

2 = r2. (3)

Квадратичная форма (3) описывает эллипс, соответствующий левому тензору
Коши–Грина B−1 [12]:

B−1 =
(

1 −k
−k 1 + k2

)
.

Уравнение (3) описывает эллипс, и угол наклона его главной оси к оси Ox нахо-
дится из выражения для квадратичной формы и определяется выражением

tg 2ϕ =
2
k

. (4)

Из этого соотношения вытекает, что т тангенсы углов наклона главных осей эл-
липса вычисляются по формулам (4)

tg ϕ1,2 = −k

2
±
√

k2 + 4
2

. (5)

Отметим, что выражение (5) определяет тангенсы углов наклона взаимно перпен-
дикулярных осей эллипса, то есть ϕ2 = ϕ1+π/2 . На рис. 2 показана трансформация
окружности при простом сдвиге.

Следует отметить, что расстояние от точек касания окружности и эллипса
с прямыми x2 = ±r будет равно k · r . Приводя квадратичную форму (3) к ка-
ноническому виду, получаем что уравнение эллипса есть

x̃2
1

r2

(
1 +

k2

2
+

k

2
√

k2 + 4
) +

x̃2
2

r2

(
1 +

k2

2
− k

2
√

k2 + 4
) = 1. (6)

Выражения в скобках знаменателей (6) представляют собой квадраты собственных
значений тензора Коши–Грина. Можно показать, что для любого значения вели-
чины сдвига площади круга и эллипсов будут конгруэнтны в связи с равенством их
площадей: S = πr2 = πab . Отметим также, что, поскольку точки оси неподвижны,
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Рис. 3. Области растяжения и сжатия в эллипсе деформации

на ней в одной точке будут пересекаться окружность и эллипсы, и указанные ра-
диусы будут разделять области растяжения и сжатия. Для определения отрезков
разделяющих области растяжения и сжатия нужно решить уравнение

√
(r (cos t + k sin t))2 + (r sin t)2 = r. (7)

Решение (7) приводит к уже описанному из геометрических соображений урав-
нению sin t = 0 , решения которого и определяют отрезки, лежащие на оси Ox .
Другой способ определения границ зон растяжения и сжатия может быть получен
из условия равенства длин исходного и преобразованного отрезков

x̃1 = x1 + kx2,

x̃2 = x2.

Квадраты длин отрезков приравниваются с помощью соотношения

(x1 + kx2)
2 + x2

2 = x2
1 + x2

2. (8)

Решение уравнения (8) эквивалентно выполнению двух условий: x2 = 0 и x2 =

= −2
k

x1 . Второе условие означает, что угол наклона отрезка равен tg ψ = −2
k
,

откуда ψ = −arctg
2
k
. На рис. 3 представлены области растяжения и сжатия при

простом сдвиге.

2. Полярное разложение

Известно, что, в отличие от чистого сдвига, простой сдвиг наряду с деформа-
цией характеризуется поворотом среды как жесткого целого. В частности, указан-
ные преобразования можно записать с помощью полярного разложения [6, 7]:

F = V R = RU (9)

где R – тензор поворота, характеризующий вращение тела как твердого целого,
V, U – положительные симметричные тензоры, называемые левым и правым тен-
зорами коэффициентов длины [14]. Используя выражение для тензора поворота

R =
(

cosϕ sin ϕ
− sin ϕ co s ϕ

)
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Рис. 4. Трансформация сечения с помощью полярного разложения F = V R, k = 3

при повороте по часовой стрелке, можно найти тензоры коэффициентов длины

V = FRT , U = RT F. (10)

Для разделения деформации и поворота можно воспользоваться известными вы-
ражениями для тензоров Коши–Грина. Например, для левого тензора после ряда
преобразований имеем

B = FFT = V R(V R)T = V 2. (11)

Для нахождения матрицы V нужно извлечь корень из матрицы левого тензора
Коши–Грина. Однако вычисление матриц перемещений можно провести и непо-
средственно путем умножением матриц, в частности, из выражения (10) следует

V = F ·RT =
(

cos ϕ + k sin ϕ − sin ϕ + k cosϕ
sin ϕ cosϕ

)
.

Учитывая симметрию тензора V , получим уравнение для определения угла пово-

рота sinϕ = − sinϕ+k cos ϕ , отсюда для тангенса угла поворота получаем tg ϕ =
k

2
.

Учитывая это обстоятельство, получим последовательно выражения для тензоров
коэффициентов длины и вращения

V =




2 + k2

√
k2 + 4

k√
k2 + 4

k√
k2 + 4

2√
k2 + 4


 , R =




2√
k2 + 4

k√
k2 + 4

− k√
k2 + 4

2√
k2 + 4


 . (12)

С помощью представления (9) можно получить выражение для правого тензора
коэффициентов длины

U = RT V R =




2√
k2 + 4

k√
k2 + 4

k√
k2 + 4

2 + k2

√
k2 + 4


 . (13)

Рассмотрим трансформацию преобразования некоторых конфигураций при
простом сдвиге. В частности, разложение по схеме поворот и деформация, соот-
ветствующей первому соотношению в (11), представлено на рис. 4.

Полярное разложение по схеме F = V R осуществляется с помощью поворота

тела как твердого целого на угол α = arctg
(

k

2

)
, который для величины сдвига
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Рис. 5. Трансформация сечения с помощью полярного разложения F = RU, k = 3

k = 3 соответствует углу ≈ 56◦ по часовой стрелке, затем с помощью тензора
коэффициентов длин сечение укладывается в параллелограмм, соответствующий
непосредственному воздействию тензора градиента деформации. На рис. 5 пред-
ставлено разложение по схеме F = RU . Сначала выполняется преобразование с по-
мощью тензора, затем поворот на тот же угол ≈ 56◦ по часовой стрелке.

С помощью полярного разложения может быть выполнено также преобразо-
вание окружности при простом сдвиге. В результате сдвига наблюдается сплю-
щивание окружности в эллипсы с поворотом главных осей. Последовательность
преобразования окружности в эллипсы деформации показана на рис. 2.

3. Разложение при простом сдвиге

В то время как поворот представляет собой ясное геометрическое преобразо-
вание, тензоры деформации, которым соответствуют симметричные матрицы, не
очевидным образом описывают геометрическое преобразование, происходящее при
простом сдвиге. В [15] показано, что любое собственное преобразование с определи-
телем, бо́льшим нуля, может быть представлено как последовательное выполнение
вращения, растяжения по координатным осям и еще одного вращения. Исполь-
зуя выражения для тензоров коэффициентов удлинений (12), (13), проведем их
разложение. Тензор V может быть записан в виде

V = RθDRθ
T , (14)

где Rθ – матрица поворота на угол θ , D – диагональная матрица из собственных

значений V . Собственные значения V равны соответственно λ1 = −k

2
+
√

k2 + 4
2

,

λ2 =
k

2
+
√

k2 + 4
2

, то есть D = diag (λ1, λ2) . Из условия (14) следует, что V Rθ =

= RθD , где Rθ =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
. Перемножив вышеприведенные матрицы, со-

гласно (14) получим условия для определения компонентов матрицы поворота:

tg θ =
k

2
+
√

k2 + 4
2

.
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Рис. 6. Преобразование сечения слоя с помощью поворота, вращения и поворота, k = 3

Тогда для тензора поворота, выраженного через величину сдвига, имеем

Rθ =




√
2√

k
√

k2 + 4 + k2 + 4

√
2

2
√

k
√

k2 + 4 + k2 + 4

−
√

2

2
√

k
√

k2 + 4 + k2 + 4

√
2√

k
√

k2 + 4 + k2 + 4




.

Учитывая представление (9), тензор градиента деформации можно представить по
формуле

F = RθDRT
θ Rϕ = RθDRϕ−θ, (15)

полученной с использованием ортогональных тензоров RT
θ Rϕ = Rϕ−θ , где

tg (ϕ− θ) = −k

2
+
√

k2 + 4
2

. При этом

Rϕ−θ =




√
2√

k2 + 4− k
√

k2 + 4

√
2

(
k −√k2 + 4

)

2
(
k2 + 4− k

√
k2 + 4

)

−
√

2
(
k −√k2 + 4

)

2
(
k2 + 4− k

√
k2 + 4

)
√

2√
k2 + 4− k

√
k2 + 4




.

Таким образом, преобразование простого сдвига можно представить в виде по-
следовательного действия поворота, растяжений вдоль координатных осей и по-
вторного поворота. С помощью полученных соотношений преобразование простого
сдвига сведем к последовательности поворотов и деформации. Очевидно, что нера-
венство tg (ϕ− θ) < 0 означает поворот на угол ∆ = ϕ−θ против часовой стрелки,
далее с помощью диагональной матрицы D = diag (λ1, λ2) осуществим сжатие по
координате x1 и растяжение по координате x2 , последующий поворот на угол θ
по часовой стрелке приводит к требуемой конфигурации простого сдвига. Соответ-
ствующая геометрическая интерпретация приведена на рис. 6.

Преобразование окружности представлено на рис. 7. Отметим, что окружность
индифферентна к повороту относительно ее центра, однако при этом имеет место
поворот точек окружности. В результате первым, меняющим геометрию окружно-
сти, оказывается воздействие тензора растяжения, который преобразует ее в эл-
липс, затем производится поворот эллипса по часовой стрелке на угол θ .

Выполнив ряд матричных преобразований с тензором градиента деформации,
можно легко получить выражения, необходимые для представления тензора, об-
ратного тензору градиента, а также прямые и обратные выражения для правого
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Рис. 7. Преобразование окружности при помощи поворота, вращения и поворота, k = 3

(мера деформации Коши–Грина) и левого тензоров Коши–Грина (мера деформа-
ции Фингера) соответственно [13]:

F = R∆DRθ, C = RT
∆DR∆, B = RθDRT

θ . (16)

Используя (16), получаем формулы для правого тензора Пиолы и левого тензора
Пиолы (мера деформации Альманси)

B−1 = RθD
−1RT

θ , C−1 = RT
∆D−1R∆.

При этом было использовано соотношение

D−1 =
(

λ1 0
0 λ2

)−1

=
(

λ2 0
0 λ1

)
,

справедливость которого следует из условия λ2 = 1/λ1 .
Отметим, что, поскольку λ1 = tg ∆ и λ2 = tg θ, можно получить выражение

для связи углов: tg θ tg ∆ = 1 , откуда следует ∆ = π/2− θ.
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Abstract

Transformation geometry under simple shear has been analyzed. For this purpose,
the mathematical apparatus of the nonlinear theory of elasticity has been used. The sequ-
ence of transformations under simple shear has been investigated. Comparison with polar
decomposition has been performed. The regions of compression and extension in the deforma-
tion ellipse have been determined. It has been shown that a simple shift can be represented in
the form of successive actions of rotation, deformation and rotation.

Keywords: simple shear, deformation ellipse, tensor of deformation gradient, Cauchy–
Green tensor, polar decomposition.

Figure Captions

Fig. 1. Deformation on simple shear scheme.

Fig. 2. Circle transformation under simple shear.

Fig. 3. Areas of tension and compression in strain-ellipse.

Fig. 4. Cross-section transformation with the help of polar decomposition.

Fig. 5. Cross-section transformation with the help of polar decomposition.

Fig. 6. Cross-section transformation with the help of rotation, tension and rotation.

Fig. 7. Circle transformation with the help of rotation, tension and rotation.
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