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ÓÄÊ 519.718ÈÍÄÈÂÈÄÓÀËÜÍÎÅ ÒÅÑÒÈ�ÎÂÀÍÈÅÁÅÑÏÎÂÒÎ�ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÀ.À. Âîðîíåíêî, Ä.Â. ×èñòèêîâÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà ãðà�îâ, ñâÿçàííûõ ñ áåñïîâòîðíûìè�óíêöèÿìè è èõ èíäèâèäóàëüíûì òåñòèðîâàíèåì. Äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà, õàðàê-òåðèçóþùàÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðîâåðÿþùèõ òåñòîâ, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî åå ïðè-ìåíåíèå ê çàäà÷å òåñòèðîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíàòèâû â áàçèñå âñåõ�óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ: ïîëó÷åíû èíäèâèäóàëüíûå âåðõíèå îöåíêè ìèíèìàëüíîé äëè-íû òåñòîâ, ïðèâåäåí ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåãêî òåñòèðóåìûõ �óíêöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: áåñïîâòîðíàÿ �óíêöèÿ, òåñò, áåñïîâòîðíàÿ àëüòåðíàòèâà, èíäè-âèäóàëüíîå òåñòèðîâàíèå, íåñâÿçíûé ãðà�.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òåñòèðîâàíèÿîòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíàòèâûÏóñòü B � �óíêöèîíàëüíûé áàçèñ â P2 . Ôîðìóëà F íàä B íàçûâàåòñÿáåñïîâòîðíîé , åñëè ñèìâîëû ïåðåìåííûõ â F íå ïîâòîðÿþòñÿ. Áóëåâà �óíêöèÿíàçûâàåòñÿ áåñïîâòîðíîé â áàçèñå B , åñëè îíà ïðåäñòàâèìà áåñïîâòîðíîé �îðìó-ëîé íàä B .�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó òåñòèðîâàíèÿ. Äëÿ áåñïîâòîðíîé â B è ñóùå-ñòâåííî çàâèñÿùåé îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè f(x1, . . . , xn) òðåáóåòñÿ ïî-ñòðîèòü ïðîâåðÿþùèé òåñò íà ìíîæåñòâå âñåõ áåñïîâòîðíûõ â B �óíêöèé, çàâè-ñÿùèõ, íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâåííûì îáðàçîì, îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn . Äàííàÿçàäà÷à áûëà íàçâàíà â [1℄ òåñòèðîâàíèåì îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíà-òèâû.Òåñòîì äëÿ áåñïîâòîðíîé â B �óíêöèè f(x1, . . . , xn) , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåéîò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, åñòåñòâåííî â ýòîé ïîñòàíîâêå íàçûâàòü ìíîæåñòâî íà-áîðîâ, íà êîòîðîì f îòëè÷àåòñÿ îò âñåâîçìîæíûõ áåñïîâòîðíûõ â B �óíêöèé,çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.2. ν -ãðà�û è èõ òåñòèðîâàíèå�àññìîòðèì íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà�û áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð ñ ìíîæå-ñòâîì âåðøèí X = {x1, . . . , xn} è ìíîæåñòâîì ðåáåð E . Íàïîìíèì, ÷òî ïîðîæäåí-íûì ïîäãðà�îì (èëè, òî÷íåå, ïîäãðà�îì, ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí X ′ )íàçûâàåòñÿ ïîäãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí X ′ è ìíîæåñòâîì ðåáåð E′ � âñåìè ðåá-ðàìè èñõîäíîãî ãðà�à, èíöèäåíòíûìè â òî÷íîñòè äâóì âåðøèíàì ìíîæåñòâà X ′ .Ïîäãðà� ãðà�à G , ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì âåðøèí X ′ , îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâî-ëîì G[X ′] .�ðà� G = (X, E) íàçîâåì íàñëåäñòâåííî íåñâÿçíûì ïî äîïîëíåíèþ, èëè
ν -ãðà�îì (ðàíåå [1℄ èñïîëüçîâàëñÿ òåðìèí ¾ñâÿçíî-íåñâÿçíûé¿), åñëè ëþáîé åãîïîäãðà�, ïîðîæäåííûé ïðîèçâîëüíûì ïîäìíîæåñòâîì èç íå ìåíåå ÷åì äâóõ âåð-øèí, ëèáî íåñâÿçåí, ëèáî èìååò íåñâÿçíîå äîïîëíåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ãðà� ÿâëÿåòñÿ
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ν -ãðà�îì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì îòñóòñòâóåò ïîðîæäåííûé ïîäãðà�,èçîìîð�íûé ãðà�ó P4 =

(
{a, b, c, d}, {(a, b), (b, c), (c, d)}

). Äàííûé êðèòåðèé àêòèâ-íî èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ [2�6℄.�àññìîòðèì êîðíåâîå äåðåâî D , âíóòðåííèå âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò íå ìå-íåå äâóõ ñûíîâåé è ðàñêðàøåíû ïðàâèëüíûì îáðàçîì â äâà öâåòà: 0 è 1 , à ëè-ñòüÿì ïðèïèñàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà âåðøèí V (ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííîå äåðåâî). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ , äåéñòâóþùåå ïî ñëåäóþùåìóïðàâèëó. Äëÿ çàäàííîãî äåðåâà D îáðàç ϕ(D) � ýòî ãðà� ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
V ; ðåáðî (u, v) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðåáåð ϕ(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàïîñëåäíÿÿ îáùàÿ âåðøèíà íà ïóòè èç êîðíÿ äåðåâà â âåðøèíû u è v ïîìå÷åíàåäèíèöåé.Ïðåäëîæåíèå 1 (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Îòîáðàæåíèå ϕ ìíîæåñòâàïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííûõ äåðåâüåâ ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ V íà ìíîæåñòâî ν -ãðà�îâ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì.Íà ÷àñòè ìíîæåñòâ ëèñòüåâ äåðåâà D ââåäåì ñëåäóþùåå áèíàðíîå îòíîøåíèå:íàçîâåì ïàðó ìíîæåñòâ ëèñòüåâ W1, W2 äîïóñòèìîé, åñëè W1 è W2 ÿâëÿþòñÿìíîæåñòâàìè âñåõ ëèñòüåâ äâóõ ïîääåðåâüåâ, êîðíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìèñûíîâüÿìè îäíîé âíóòðåííåé âåðøèíû äåðåâà.Ïóñòü ïàðà ìíîæåñòâ W1, W2 äîïóñòèìà, ïîääåðåâî ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ W1èìååò íàáîð êîðíåâûõ ïîääåðåâüåâ ñ ìíîæåñòâàìè ëèñòüåâ W 1

1 , . . . , W
p
1 , à ïîääåðå-âî ñ ìíîæåñòâîì ëèñòüåâ W2 � íàáîð êîðíåâûõ ïîääåðåâüåâ ñ ìíîæåñòâàìè ëèñòüåâ
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2 . Åñëè ïðè ýòîì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Wi � ëèñò, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî W 1

iñîñòîèò èç ýòîãî ëèñòà.Ïóñòü, äàëåå, T � ïðîèçâîëüíûé ãðà� íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðà�à G =
= ϕ(D) . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ãðà� 〈T, W1, W2〉 : ìíîæåñòâîì åãî âåðøèí
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2 , äëÿ êîòîðûõ â ãðà�å Tåñòü õîòÿ áû îäíî ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè ìíîæåñòâ W i
1 è W

j
2 ñîîòâåòñòâåííî, èòîëüêî ìåæäó íèìè. Îáðàçîì ïàðû ëèñòüåâ äåðåâà D (ïàðû âåðøèí ãðà�à ϕ(D))â ãðà�å 〈T, W1, W2〉 íàçîâåì ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî ýòîãî ãðà�à.�ðà� T íàçûâàåòñÿ ïîêðûâàþùèì äëÿ äåðåâà D (ãðà�à ϕ(D)), åñëè äëÿ ëþáûõäîïóñòèìûõ ïàð W1, W2 ãðà� 〈T, W1, W2〉 ñâÿçåí. Ïîêðûâàþùèé ãðà� T íàçûâà-åòñÿ òóïèêîâûì, åñëè íèêàêîé åãî ñîáñòâåííûé ïîäãðà� íà òåõ æå âåðøèíàõ íåÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì. Îòìåòèì, ÷òî âñÿêèé ïîêðûâàþùèé ãðà� ÿâëÿåòñÿ ñâÿç-íûì ïî îïðåäåëåíèþ.Ïóñòü intD � ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ âåðøèí ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííîãî äåðåâà

D , à deg v � êîëè÷åñòâî ñûíîâåé âåðøèíû v (äëÿ ëèñòà ïîëàãàåì deg v = 1).Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì v↑ ìíîæåñòâî âåðøèí � ñûíîâåé v è ïîëîæèì
ν(D) =

∑

v∈int D

(
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(
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∑

vi∈v↑
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)
.Ëåììà 1. Ëþáîé òóïèêîâûé ïîêðûâàþùèé ãðà� äëÿ ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííîãîäåðåâà D ñîäåðæèò ðîâíî ν(D) ðåáåð.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � òóïèêîâûé ïîêðûâàþùèé ãðà�. Äëÿ êàæäîéïàðû äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ W1, W2 òóïèêîâûì ñâÿçíûì ïîäãðà�îì â ãðà�å

〈T, W1, W2〉 ÿâëÿåòñÿ äåðåâî, ñîäåðæàùåå deg v1 + deg v2 − 1 ðåáðî, ãäå v1, v2 �êîðíè ïîääåðåâüåâ ñ ìíîæåñòâàìè ëèñòüåâ W1, W2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáùåå ÷èñëî



38 À.À. ÂÎ�ÎÍÅÍÊÎ, Ä.Â. ×ÈÑÒÈÊÎÂðåáåð òóïèêîâîãî ïîêðûâàþùåãî ãðà�à T äëÿ âñåõ ïàð âåðøèí v1 , v2 � ñûíîâåéîäíîé âíóòðåííåé âåðøèíû v ðàâíî
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(
deg v
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)
+ (deg v − 1)

∑

vi∈v↑

deg vi.Ïóñòü xi, xj � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ëèñòüåâ, v � ïîñëåäíÿÿ îáùàÿ âåðøèíà íàïóòè èç êîðíÿ D â xi è xj . Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè âñåõ ïàð ïîääåðåâüåâ, èìåþùèõïî îäíîìó ëèñòó èç ìíîæåñòâà {xi, xj} , ìíîæåñòâà ëèñòüåâ ëèøü îäíîé îáðàçóþòäîïóñòèìóþ ïàðó (êîðíè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîääåðåâüåâ ÿâëÿþòñÿ ñûíîâüÿìè v ).Ïîýòîìó, ïðîñóììèðîâàâ ïîëó÷åííóþ âåëè÷èíó ïî âñåì âíóòðåííèì âåðøèíàì äå-ðåâà D , ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû.Òåñò-ãðà�îì äëÿ ν -ãðà�à G íàçîâåì ãðà� T ñ òåì æå ìíîæåñòâîì âåðøèí òà-êîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòëè÷íîãî îò G ν -ãðà�à G′ íà òåõ æå âåðøèíàõ â T íàéäåòñÿðåáðî e , ïðèñóòñòâóþùåå ðîâíî â îäíîì èç ãðà�îâ G è G′ . Òåñò-ãðà� áóäåì íàçû-âàòü òóïèêîâûì, åñëè ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà îí ïåðåñòàåò áûòü òåñò-ãðà�îì.Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííîãî äåðåâà D ëþáîé ïîêðûâàþùèéãðà� ÿâëÿåòñÿ òåñò-ãðà�îì äëÿ ν -ãðà�à ϕ(D) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî ãëóáèíå äåðåâà. Äëÿ äåðåâüåâ ãëó-áèíû 1 ïîêðûâàþùèì ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïîëíûé ãðà�.Ïóñòü óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî äëÿ âñåõ äåðåâüåâ ãëóáèíû íå áîëåå t− 1 . Äîêà-æåì åãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåðåâà ãëóáèíû t . Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè êîðåíüäåðåâà D ïîìå÷åí åäèíèöåé. Ïóñòü T � ïîêðûâàþùèé ãðà�. Ïî ïðåäïîëîæåíèþèíäóêöèè èí�îðìàöèè î íàëè÷èè ðåáåð ìåæäó ïàðàìè âåðøèí, ñâÿçàííûõ ðåáðà-ìè â T , äîñòàòî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âñåõ ðåáåð ãðà�à ϕ(D) ìåæäó âåðøèíàìèèç ëþáîãî îäíîãî êîðíåâîãî ïîääåðåâà äåðåâà D . Ïóñòü W1, W2 � ïðîèçâîëü-íàÿ äîïóñòèìàÿ ïàðà ìíîæåñòâ ëèñòüåâ äâóõ êîðíåâûõ ïîääåðåâüåâ äåðåâà D .Ïî óñëîâèþ ãðà� 〈T, W1, W2〉 ñâÿçåí. Äëÿ âñåõ ïàð âåðøèí, îáðàç êîòîðûõ ÿâ-ëÿåòñÿ ðåáðîì ãðà�à 〈T, W1, W2〉 , â ãðà�å ϕ(D) èìååòñÿ ðåáðî. �ðà�û ϕ(D)[W1]è ϕ(D)[W2] èìåþò ñâÿçíîå äîïîëíåíèå, à ãðà� ϕ(D)[W1 ∪W2] ñâÿçåí. Íàëè÷èå ðå-áåð ìåæäó âåðøèíàìè ïðîîáðàçîâ ðåáåð ãðà�à 〈T, W1, W2〉 äîêàçûâàåò ñâÿçíîñòüòåñòèðóåìîãî ïîäãðà�à. Â ñèëó òîãî ÷òî ϕ(D) � ν -ãðà�, â íåì èìåþòñÿ ðåáðà, ñî-åäèíÿþùèå êàæäóþ âåðøèíó ìíîæåñòâà W1 ñî âñåìè âåðøèíàìè ìíîæåñòâà W2 .Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 3. Åñëè D � ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííîå äåðåâî, òî ëþáîé òåñò-ãðà� äëÿ
ν -ãðà�à ϕ(D) ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì äëÿ D .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðûé ãðà� 〈T, W1, W2〉 íåñâÿçåí. Èçìåíèì íî-ìåðà åãî âåðøèí, äîáàâèâ ê íèì äîïîëíèòåëüíûé èíäåêñ èç ìíîæåñòâà {1, 2} òàê,÷òî âåðøèíû, ïîìå÷åííûå ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè, íå ñîåäèíåíû ðåáðàìè, ïðè÷åìêàæäûé èíäåêñ ïðèïèñàí õîòÿ áû îäíîé âåðøèíå. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ïðåäïîëî-æèòü, ÷òî âåðøèíû, ïîìå÷åííûå îáùèì äîïîëíèòåëüíûì èíäåêñîì, èäóò ïîäðÿä,òî åñòü íîâàÿ íóìåðàöèÿ èìååò âèä

{w1
1,1, . . . , w
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1,1, w
p′+1
1,2 , . . . , w

p
1,2, w

1
2,1, . . . , w

q′

2,1, w
q′+1
2,2 , . . . , w

q
2,2}.Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà ðàññìîòðèì âåëè÷èíû P = p′(p − p′) è Q = q′(q − q′) èïðåäïîëîæèì, ÷òî P > Q . Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

1) P = 0; 2) P > 0, Q = 0; 3) Q > 0.



ÈÍÄÈÂÈÄÓÀËÜÍÎÅ ÒÅÑÒÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÁÅÑÏÎÂÒÎ�ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 39�àññìîòðèì ãðà� G′ , ïîëó÷àåìûé èç ãðà�à ϕ(D) èíâåðñèåé âñåõ ðåáåð âèäà
(w−

1,1, w
−
2,2) è (w−

1,2, w
−
2,1) . Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ãðà� G′ îòëè÷åí îò ϕ(D) . Ïóñòüâ äåðåâå D âåðøèíû w1 è w2 � ñûíîâüÿ âåðøèíû w � ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîääåðå-âüåâ ñ ìíîæåñòâàìè ëèñòüåâ W1 è W2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü îíè ñîåäèíåíû ñ âåð-øèíàìè {w1

1,1, . . . , w
p′

1,1, w
p′+1
1,2 , . . . , w

p
1,2} è {w1

2,1, . . . , w
q′

2,1, w
q′+1
2,2 , . . . , w

q
2,2} ñîîòâåò-ñòâåííî, ÿâëÿþùèìèñÿ êîðíÿìè ïîääåðåâüåâ ñ ìíîæåñòâàìè ëèñòüåâ W 1

1 , . . . , W
p
1è W 1

2 , . . . , W
q
2 .Ïåðåñòðîèì äåðåâî D â íàèáîëåå îáùåì òðåòüåì ñëó÷àå (ïåðâûå äâà ñëó÷àÿðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñ íåêîòîðûìè óïðîùåíèÿìè). �àñùåïèì âåðøèíó wíà äâå: w è w′ , ãäå w′ � ñûí w . Ïðèñîåäèíèì ê w′ â êà÷åñòâå ñûíîâåé v1 è v2 ,à ê íèì � v1,1 , v2,1 è v1,2 , v2,2 ñîîòâåòñòâåííî (âñå � íîâûå). Ê ïîñëåäíèì âåðøè-íàì ïðèñîåäèíèì â êà÷åñòâå ñûíîâåé âñå êîðíè ïîääåðåâüåâ äåðåâà D ñ òàêèìèæå íèæíèìè èíäåêñàìè. �àñêðàñèì íîâîå äåðåâî â äâà öâåòà, ñîõðàíèâ öâåò âåð-øèíû w . Íîâîå äåðåâî íå áóäåò ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííûì, ëèøü åñëè âåðøèíà wâ èñõîäíîì äåðåâå èìåëà ðîâíî äâóõ ñûíîâåé. Â ýòîì ñëó÷àå óäàëèì âåðøèíó wèç äåðåâà, ñêëåèâ âåðøèíó w′ ñ åå îòöîì, åñëè òàêîâîé èìåëñÿ â èñõîäíîì äåðåâå.Ïîëó÷åíî äåðåâî D′ . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî G′ = ϕ(D′) . Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà 1. Ïóñòü D � ïðîèçâîëüíîå ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííîå äåðåâî. Òîãäà:(1) ãðà� G ÿâëÿåòñÿ ïîêðûâàþùèì äëÿ D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíÿâëÿåòñÿ òåñò-ãðà�îì äëÿ ν -ãðà�à ϕ(D) ;(2) âñÿêèé ïîêðûâàþùèé (óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1)) ãðà� ÿâëÿåòñÿ òó-ïèêîâûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâûì òåñò-ãðà�îì;(3) ëþáîé óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (2) ãðà� ñîäåðæèò ðîâíî ν(D) ðåáåð.Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ëåìì 1�3.3. Òåñòèðîâàíèå â áàçèñå âñåõ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõÎáîçíà÷èì ñèìâîëîì B2 áàçèñ âñåõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò íå áîëåå ÷åì äâóõïåðåìåííûõ. Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé áåñïîâòîðíîé â B2 è ñóùåñòâåííî çàâè-ñÿùåé îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè f(x1, . . . , xn) íàéäåòñÿ òåñò, ñîñòîÿùèéèç íå áîëåå ÷åì 4

(
n

2

) íàáîðîâ; â [7℄ ýòà îöåíêà ïîíèæåíà äî (n

2

)
+n+1 , ÷òî ñîñòàâ-ëÿåò òî÷íîå çíà÷åíèå äëèíû òåñòà äëÿ äèçúþíêöèè x1 ∨ . . .∨ xn è, ñëåäîâàòåëüíî,ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè Øåííîíà. Íàñòîÿùèé ðàçäåë ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ èí-äèâèäóàëüíûõ òåñòîâ îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíàòèâû â ýòîì áàçèñå.Íàïîìíèì íåêîòîðûå ââåäåííûå â [1℄ ïîíÿòèÿ.Êàíîíè÷åñêèì äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü âñÿêîå ïîìå÷åííîå êîðíåâîå äåðåâî, óäî-âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) êîíñòàíòîé (0 èëè 1) ìîæåò áûòü ïîìå÷åíà ëèøü âåðøèíà, ÿâëÿþùàÿñÿ åäèí-ñòâåííîé â äåðåâå;2) ëèñòüÿ äåðåâà ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè èëè èõ îòðèöàíèÿìè (ëèòåðàëàìè),ïðè÷åì ðàçëè÷íûå ëèñòüÿ � ëèòåðàëàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçëè÷íûì ïåðåìåí-íûì;3) âíóòðåííèå âåðøèíû ïîìå÷åíû ëèáî ëèíåéíûìè (⊕ , ⊕), ëèáî íåëèíåéíûìè(& , ∨) ñèìâîëàìè;4) ñìåæíûå âåðøèíû íå ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû îäèíàêîâûìè ñèìâîëàìè, à òàêæåðàçëè÷íûìè ëèíåéíûìè ñèìâîëàìè;5) âåðøèíà, ëåæàùàÿ íàä ïîìå÷åííîé ëèíåéíûì ñèìâîëîì âåðøèíîé è ñìåæíàÿñ íåé, íå ìîæåò áûòü ïîìå÷åíà ñèìâîëîì & èëè îòðèöàíèåì ïåðåìåííîé.



40 À.À. ÂÎ�ÎÍÅÍÊÎ, Ä.Â. ×ÈÑÒÈÊÎÂÔóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ êàíîíè÷åñêèì äåðåâîì, îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî îò ëè-ñòüåâ ê êîðíþ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîéáåñïîâòîðíîé â B2 �óíêöèè f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùåå åå êàíîíè÷å-ñêîå äåðåâî.Ñêëåéêîé êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà áóäåì íàçûâàòü êîðíåâîå äåðåâî, ïîëó÷àåìîå èçêàíîíè÷åñêîãî ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ òðåõ îïåðàöèé:1) çàìåíà âñåõ ëèíåéíûõ ñèìâîëîâ íà 0, à âñåõ íåëèíåéíûõ � íà 1;2) ñòÿãèâàíèå ñìåæíûõ âíóòðåííèõ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ ñèìâîëîì 1;3) çàìåíà âñåõ ëèòåðàëîâ âèäà xi íà ëèòåðàëû xi .Ìíîæåñòâî èç ÷åòûðåõ íàáîðîâ àðãóìåíòîâ, ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî â êîìïî-íåíòàõ ñ íîìåðàìè i è j , íàçîâåì êâàäðàòîì ñóùåñòâåííîñòè ïåðåìåííûõ xi è
xj �óíêöèè f(x1, . . . , xn) , åñëè îñòàòî÷íàÿ ïîä�óíêöèÿ íà ýòîì ìíîæåñòâå ñóùå-ñòâåííî çàâèñèò îò îáåèõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ âñÿêîãî æå ãðà�à G = (X, E)íà ìíîæåñòâå âåðøèí X = {x1, . . . , xn} ðåäóöèðîâàííûì íà ãðà� G ìíîæåñòâîìêâàäðàòîâ ñóùåñòâåííîñòè �óíêöèè f íàçîâåì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî íàáîðîâ,êîòîðîå äëÿ êàæäîé ïàðû ïåðåìåííûõ (xi, xj) èç E ñîäåðæèò íåêîòîðûé êâàäðàòèõ ñóùåñòâåííîñòè.Ïóñòü òåïåðü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áåñïîâòîðíàÿ â B2 �óíêöèÿ, ñóùå-ñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Çàéìåìñÿ ïîñòðîåíèåì èíäèâèäó-àëüíîãî òåñòà îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíàòèâû äëÿ f , âîñïîëüçîâàâøèñüñõåìîé ðàññóæäåíèé èç [1℄. Äîêàæåì ñëåäóþùèé �àêò:Ëåììà 4 (î ñêëåéêå). Ñêëåéêà D̈ ïðîèçâîëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà ëþáîéáåñïîâòîðíîé â B2 �óíêöèè f(x1, . . . , xn) åäèíñòâåííà è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-åòñÿ çíà÷åíèÿìè f íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå åå êâàäðàòîâ ñóùåñòâåííîñòè,ðåäóöèðîâàííîì íà ëþáîé òåñò-ãðà� äëÿ ϕ(D̈) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêëåéêà ëþáîãî êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà åäèíñòâåííà è ïîàëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííûì äåðåâîì. Ïóñòü D1 �ïðîèçâîëüíîå êàíîíè÷åñêîå äåðåâî f , à D̈1 � åãî ñêëåéêà. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì �àê-òîì, ÷òî äëÿ âñåâîçìîæíûõ σi, σj , σ ∈ {0, 1} ëèíåéíîñòü ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îòäâóõ ïåðåìåííûõ �óíêöèè (xσi

i ◦ x
σj

j

)σ , ãäå ◦ ∈ {&,∨,⊕,⊕} , ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíî-ñòüþ �óíêöèè xi ◦ xj (ñèìâîëà ◦). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåáðî (xi, xj) ïðèíàäëåæèòìíîæåñòâó ðåáåð ãðà�à ϕ(D̈1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà âñÿêîì êâàäðàòåñóùåñòâåííîñòè ïåðåìåííûõ xi è xj ðåàëèçóåòñÿ íåëèíåéíàÿ ïîä�óíêöèÿ, ÷òî èäîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ñêëåéêè. Òåì ñàìûì D̈ = D̈1 , ãðà�û ϕ(D̈) è ϕ(D̈1) ñîâ-ïàäàþò, ïîýòîìó çíà÷åíèÿ f íà âñÿêîì ìíîæåñòâå åå êâàäðàòîâ ñóùåñòâåííîñòè,ðåäóöèðîâàííîì íà ëþáîé òåñò-ãðà� äëÿ ν -ãðà�à ϕ(D̈) , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòãðà� ϕ(D̈) è, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1, ñàìó ñêëåéêó D̈ . Ëåììà äîêàçàíà.Ïóñòü êîðíåâîå ïîääåðåâî D′ êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà D óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-ùèì óñëîâèÿì:1) D′ èìååò õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ âåðøèíó;2) ëèáî êîðåíü D′ ñîâïàäàåò ñ êîðíåì D , ëèáî ñìåæíàÿ ñ êîðíåì D′ è ëåæàùàÿïîä íèì âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé;3) âñå âåðøèíû D′ ëåæàò â D íàä êîðíåì ïîääåðåâà D′ ;4) âñå ïðèíàäëåæàùèå D′ ëèíåéíûå âåðøèíû D ÿâëÿþòñÿ â D′ ëèñòüÿìè;5) âñå ïðèíàäëåæàùèå D′ íåëèíåéíûå âåðøèíû D ÿâëÿþòñÿ â D′ âíóòðåííèìèâåðøèíàìè.Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü D′ �ðàãìåíòîì êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà.Ëåììà 5 (î �ðàãìåíòå). Ïóñòü èçâåñòíà D̈ � ñêëåéêà êàíîíè÷åñêîãî äåðå-âà D ïðîèçâîëüíîé áåñïîâòîðíîé â B2 �óíêöèè f . Ïóñòü ïîìå÷åííàÿ åäèíèöåé



ÈÍÄÈÂÈÄÓÀËÜÍÎÅ ÒÅÑÒÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÁÅÑÏÎÂÒÎ�ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 41âåðøèíà v ñêëåéêè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåèçâåñòíîìó �ðàãìåíòó D′ äåðåâà D ,íå èìååò ïîòîìêîâ � âíóòðåííèõ âåðøèí D̈ . Òîãäà íåèçâåñòíûé �ðàãìåíò D′îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè f íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå åå êâàäðà-òîâ ñóùåñòâåííîñòè, ðåäóöèðîâàííîì íà ëþáîé òåñò-ãðà� äëÿ ν -ãðà�à ϕ(D̂′) ,åñëè äåðåâî D̂′ ïîëó÷àåòñÿ èç D′ çàìåíîé âñåõ ïîìåòîê & íà 0 è ∨ íà 1 .Äîêàçàòåëüñòâî. Âîññòàíîâëåíèå íåèçâåñòíîãî �ðàãìåíòà áóäåì ïðîâîäèòüïîýòàïíî. Âíà÷àëå âîññòàíîâèì, ñ òî÷íîñòüþ äî äâóõ âàðèàíòîâ, ïîìåòêè ëèñòüåâ
D′ . �àññìîòðèì ëèñòüÿ, ïîìå÷åííûå ëèòåðàëàìè x

σi

i è x
σj

j (ñòåïåíè σi è σj ñ÷è-òàåì íåèçâåñòíûìè). Â ñèëó ìîíîòîííîñòè áóëåâûõ êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè íàëþáîì êâàäðàòå ñóùåñòâåííîñòè ïåðåìåííûõ xi è xj â êîðíå �ðàãìåíòà D′ ðåà-ëèçóåòñÿ �óíêöèÿ x
σi

i ◦ x
σj

j , ãäå ◦ ∈ {&,∨} , à â êîðíå äåðåâà D � îíà æå ëèáî ååîòðèöàíèå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îñòàòî÷íàÿ ïîä�óíêöèÿ �óíêöèè f íà êâàäðàòåñóùåñòâåííîñòè xi è xj ìîíîòîííà ëèáî àíòèìîíîòîííà ïî îáåèì ñâîèì ñóùå-ñòâåííûì ïåðåìåííûì, òî íåîáõîäèìî σi = σj , â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå σi = σj .Â ñèëó ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî òåñò-ãðà�à äëÿ ϕ(D̂′) ïîëó÷èì, ðàññóæäàÿ òàêèìîáðàçîì, äâà íåïðîòèâîðå÷èâûõ âàðèàíòà ïîìåòîê ëèñòüåâ D′ .Âûáåðåì îäèí èç ïîëó÷åííûõ âàðèàíòîâ è âîññòàíîâèì, ïðåäïîëàãàÿ åãî ñïðà-âåäëèâîñòü, âåñü íåèçâåñòíûé �ðàãìåíò. Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðûå äâà ëèñòà D′ïîìå÷åíû ëèòåðàëàìè x
σi

i è x
σj

j ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì ïîìåòêó ◦ ∈ {&,∨}ïåðâîé îáùåé âåðøèíû íà ïóòè èç ýòèõ ëèñòüåâ â êîðåíü D (D′ ). Îñòàòî÷íàÿ ïîä-�óíêöèÿ �óíêöèè f íà ëþáîì êâàäðàòå ñóùåñòâåííîñòè ïåðåìåííûõ xi è xj âñëó÷àå ◦ = & âûäåëÿåò íàáîð (σi, σj) , à â ñëó÷àå ◦ = ∨ � íàáîð (σi, σj) , ÷òî è ïîç-âîëÿåò âîññòàíîâèòü ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âåñü íåèçâåñòíûé �ðàãìåíò.Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîòèâîïîëîæíûé íàáîð ñòåïåíåé ïîìåòîêëèñòüåâ âîññòàíàâëèâàåò òàêîå æå äåðåâî �ðàãìåíòà ñ äâîéñòâåííûìè ïîìåòêàìè.Â ñèëó ïðàâèë äå Ìîðãàíà ðåàëèçóåìûå â êîðíå äâóõ âàðèàíòîâ íåèçâåñòíîãî �ðàã-ìåíòà �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ îòðèöàíèÿìè äðóã äðóãà. Åñëè êîðåíü D′ ÿâëÿåòñÿ òàêæåêîðíåì (åäèíñòâåííîé âíóòðåííåé âåðøèíîé) D , òî âûáîð ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âà-ðèàíòàìè îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì f íà ëþáîì íàáîðå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîðåíü
D′ , ñîãëàñíî óñëîâèþ 5 èç îïðåäåëåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà, íå ìîæåò áûòü ïî-ìå÷åí ñèìâîëîì & , à ïîòîìó îäèí èç ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ èñêëþ÷àåòñÿ.Ëåììà äîêàçàíà.Ïóñòü D′ � �ðàãìåíò êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà D áåñïîâòîðíîé â B2 �óíêöèè
f(x1, . . . , xn) , X ′ è X � ìíîæåñòâà ëèñòüåâ D′ è D ñîîòâåòñòâåííî, X0 � ìíî-æåñòâî ëèñòüåâ D , ëåæàùèõ â D íàä êîðíåì D′ . Îïðåäåëèì íà X0 îïåðàòîðïðîåêòèðîâàíèÿ ρ , ïåðåâîäÿùèé êàæäûé ëèñò x ∈ X0 äåðåâà D â ëèñò ρ(x)�ðàãìåíòà D′ , ëåæàùèé íà ïóòè èç x â êîðåíü D . Ïóñòü òåïåðü E � ïðîèç-âîëüíîå ìíîæåñòâî ïàð âèäà (xi, xj) , ãäå xi, xj ∈ X , à ìíîæåñòâî ρ(E) ñîñòîèòèç âñåâîçìîæíûõ ïàð âèäà (ρ(xi), ρ(xj)) òàêèõ, ÷òî xi, xj ∈ X0 , (xi, xj) ∈ E è
ρ(xi) 6= ρ(xj) . Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, äåðåâî D̂′ ïîëó÷àåòñÿ èç D′ çàìåíîé ïî-ìåòîê & íà 0 è ∨ íà 1 . Òîãäà, â ñëó÷àå åñëè ãðà� G′ = (X ′, ρ(E)) ÿâëÿåòñÿòåñò-ãðà�îì äëÿ ν -ãðà�à ϕ(D̂′) , áóäåì íàçûâàòü ãðà� G = (X, E) òåñò-ãðà�îìäëÿ �ðàãìåíòà D′ .Ëåììà 6. Åñëè �óíêöèÿ f(x1, . . . , xn) áåñïîâòîðíà â B2 , D � (íåêîòîðîå) ååêàíîíè÷åñêîå äåðåâî, à D̈ � åãî ñêëåéêà, òî âñÿêèé òåñò-ãðà� äëÿ ν -ãðà�à ϕ(D̈)ÿâëÿåòñÿ òåñò-ãðà�îì äëÿ êàæäîãî �ðàãìåíòà D′ äåðåâà D .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T = (X, E) � êàêîé-ëèáî òåñò-ãðà� äëÿ ν -ãðà�à
ϕ(D̈) , D′ � íåêîòîðûé �ðàãìåíò D , X ′ � ìíîæåñòâî ëèñòüåâ D′ , ρ � îïðåäåëåí-íûé âûøå îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî T ′ = (X ′, ρ(E)) � ïîëíûé ãðà�



42 À.À. ÂÎ�ÎÍÅÍÊÎ, Ä.Â. ×ÈÑÒÈÊÎÂíà ìíîæåñòâå âåðøèí X ′ , òîãäà óñëîâèå èç îïðåäåëåíèÿ òåñò-ãðà�à äëÿ �ðàãìåí-òà áóäåò âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Ïóñòü v � ñîîòâåòñòâóþùàÿ �ðàãìåíòó D′âåðøèíà ñêëåéêè. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ëèñò D′ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé D̈ ñ ðîäè-òåëåì v . Ïîñêîëüêó ãðà� T ÿâëÿåòñÿ, ïî ëåììå 3, ïîêðûâàþùèì äëÿ äåðåâà D̈ ,òî äëÿ êàæäîé ïàðû v1, v2 ∈ X ′ â E íàéäåòñÿ ðåáðî ìåæäó ìíîæåñòâàìè ëèñòüåâïîääåðåâüåâ D̈ ñ êîðíÿìè v1 è v2 , ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà:Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áåñïîâòîðíàÿ â B2 �óíê-öèÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, D � (íåêîòîðîå) ååêàíîíè÷åñêîå äåðåâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî íàáîðîâ M ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíî-æåñòâî êâàäðàòîâ ñóùåñòâåííîñòè f , ðåäóöèðîâàííîå íà êàêîé-ëèáî òåñò-ãðà�äëÿ ν -ãðà�à ϕ(D̈) , ãäå D̈ � ñêëåéêà D . Òîãäà çíà÷åíèÿ f íà íàáîðàõ èç M îäíî-çíà÷íî îïðåäåëÿþò êàíîíè÷åñêîå äåðåâî D .Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïî ëåììå î ñêëåéêå âîññòàíàâëèâàåòñÿ äåðåâî D̈ .Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîé ïîìå÷åííîé åäèíèöåé âíóòðåííåé âåðøèíû ñêëåéêè, íåèìåþùåé ïîòîìêîâ � âíóòðåííèõ âåðøèí D̈ , ïðèìåíÿåòñÿ ëåììà î �ðàãìåíòå (âû-ïîëíåíèå åå ïîñûëîê ãàðàíòèðóåòñÿ óòâåðæäåíèåì ïðåäûäóùåé ëåììû). Åñëè ïî-ñëå ýòîãî â ñêëåéêå îñòàþòñÿ íåðàññìîòðåííûå ëèíåéíûå âåðøèíû, òî äëÿ êàæäîéòàêîé âåðøèíû v , â ñëó÷àå åñëè âñå åå ñûíîâüÿ � ëèñòüÿ xi1 , . . . , xip
è (èëè) óæåâîññòàíîâëåííûå �ðàãìåíòû, ðåàëèçóþùèå �óíêöèè fj1 , . . . , fjq

, âûïîëíÿåòñÿ çà-ìåíà ïåðåìåííûõ xt = xi1 ⊕ . . .⊕ xip
⊕ fj1 ⊕ . . .⊕ fjq

(çäåñü t � íîâûé äëÿ êàæäîéòàêîé âåðøèíû íîìåð) è ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ëåììû î �ðàã-ìåíòå ïðîäîëæàåòñÿ. Âñÿêèé êâàäðàò ñóùåñòâåííîñòè ïðîèçâîëüíûõ ïåðåìåííûõ
xi è xj ëèáî ¾ñõëîïûâàåòñÿ¿ â îòðåçîê è âûâîäèòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ, ëèáî, â ñè-ëó ÿâíîãî âèäà çàäàíèÿ �óíêöèè xt, èíäóöèðóåò íîâûé êâàäðàò ñóùåñòâåííîñòèäëÿ ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå çàìåíû �óíêöèè. Åñëè ïðè äàëüíåéøåì ïðèìåíåíèèëåììû î �ðàãìåíòå âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ëèñò xt äîëæåí áûòü ïîìå÷åí îòðèöàíèåìïåðåìåííîé, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ v âåðøèíà â D ïîëó÷àåò ïîìåòêó ⊕ , èíà÷å �ïîìåòêó ⊕ . Åñëè æå âåðøèíà v � êîðåíü äåðåâà D̈ , òî âûáîð ïîìåòêè êîðíÿ Dîïðåäåëÿåòñÿ, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû î �ðàãìåíòå, çíà÷åíèåì �óíêöèè fíà ëþáîì íàáîðå. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 1 (ñì. òàêæå [1℄). Êàíîíè÷åñêîå äåðåâî âñÿêîé áåñïîâòîðíîé â B2�óíêöèè f åäèíñòâåííî.Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ìèíèìàëüíîé äëèíû TB2

(f) èíäèâèäóàëüíîãî òåñòà îò-íîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíàòèâû â áàçèñå âñåõ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõñïðàâåäëèâà îöåíêà
TB2

(f) 6 4 ν(D̈),ãäå D̈ � ñêëåéêà êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà f .4. Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëåãêî òåñòèðóåìûõ�óíêöèé, áåñïîâòîðíûõ â áàçèñå {⊕,∨}Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â [5℄. Ôóíêöèè, âû-ðàçèìûå áåñïîâòîðíûìè �îðìóëàìè â áàçèñå {⊕,∨} , íàçîâåì �óíêöèÿìè òèïà Σ .Êàíîíè÷åñêîå äåðåâî âñÿêîé �óíêöèè òèïà Σ íå èìååò ëèñòüåâ, ïîìå÷åííûõ îòðè-öàíèÿìè ïåðåìåííûõ, à åãî âíóòðåííèå âåðøèíû ïîìå÷åíû ÷åðåäóþùèìèñÿ ñèì-âîëàìè ⊕ è ∨ .



ÈÍÄÈÂÈÄÓÀËÜÍÎÅ ÒÅÑÒÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÁÅÑÏÎÂÒÎ�ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 43Â [5, 6℄ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êàíîíè÷åñêîå äåðåâî �óíêöèè f(x1, . . . , xn) òèïà Σÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì, òî äëÿ f ñóùåñòâóåò òåñò îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåð-íàòèâû â áàçèñå B2 , èìåþùèé äëèíó 3n−2 . Ïðèâåäåì ñóùåñòâåííî áîëåå êîðîòêîåäîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà, èñïîëüçóþùåå òåõíèêó íàñòîÿùåé ðàáîòû.Êàê è â [5℄, ñèìâîëîì ei îáîçíà÷èì íàáîð ñ åäèíñòâåííîé åäèíèöåé â i-é êîì-ïîíåíòå, à ñèìâîëîì 0 � íóëåâîé íàáîð. Íàáîð α íàçîâåì 0-èçîëèðîâàííûì äëÿ�óíêöèè f , åñëè f(α) = 0 è ïðè ýòîì f(α ⊕ ei) = 1 äëÿ âñÿêîãî äîïóñòèìîãî i .Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé �àêò:Ïðåäëîæåíèå 2 (Ëåììà 1 â [5℄). Íóëåâîé íàáîð ÿâëÿåòñÿ 0-èçîëèðîâàííûìäëÿ áåñïîâòîðíîé â B2 �óíêöèè, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåí-íûõ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �óíêöèÿ èìååò òèï Σ .Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ �óíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òèïà Σ , òî äëÿ ëþáîé ïàðû åå ïåðåìåííûõ xi è
xj ÷åòâåðêà íàáîðîâ 0 , ei , ej è ei ⊕ ej îáðàçóåò êâàäðàò ñóùåñòâåííîñòè. Ýòîäàåò ñïîñîá òåñòèðîâàíèÿ �óíêöèé òèïà Σ â áàçèñå B2 : ñíà÷àëà óáåäèòüñÿ ïðèïîìîùè çíà÷åíèé íà íàáîðàõ âåñà íîëü è îäèí, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåò-ñÿ �óíêöèåé òèïà Σ , à ïîòîì äîáàâèòü ê ýòèì íàáîðàì ìíîæåñòâî íàáîðîâ âåñàäâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì êàêîãî-íèáóäü òåñò-ãðà�à äëÿ ν -ãðà�à ϕ(D) , åñ-ëè ïîìå÷åííî-ðàñêðàøåííîå äåðåâî D ïîëó÷àåòñÿ èç êàíîíè÷åñêîãî çàìåíîé âñåõïîìåòîê ⊕ íà 0 è ∨ íà 1 .Òåîðåìà 3. Ïóñòü ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ �óíê-öèÿ f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé òèïà Σ , à åå êàíîíè÷åñêîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿáèíàðíûì. Òîãäà äëÿ f ñóùåñòâóåò òåñò îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåð-íàòèâû â áàçèñå B2 , èìåþùèé äëèíó 3n − 2 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x1, . . . , xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-ðåìû. Ïîñòðîèì äëÿ íåå ïðîâåðÿþùèé òåñò îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíà-òèâû â áàçèñå {⊕,∨} , èìåþùèé äëèíó 2n − 3 , òîãäà óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòå-êàåò èç óêàçàííîãî âûøå ñïîñîáà òåñòèðîâàíèÿ â B2 . Ïóñòü äåðåâî D ïîëó÷àåòñÿèç êàíîíè÷åñêîãî äëÿ f çàìåíîé âñåõ ïîìåòîê ⊕ íà 0 è ∨ íà 1 . Îãðàíè÷èâøèñüðàññìîòðåíèåì íàáîðîâ âòîðîãî ñëîÿ, ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó T{⊕,∨}(f) 6 ν(D)äëÿ ìèíèìàëüíîé äëèíû èñêîìîãî òåñòà. Ïîñêîëüêó áèíàðíîå äåðåâî ñ n ëèñòüÿìèèìååò n − 1 âíóòðåííþþ âåðøèíó, òî
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