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1. Дифференциальные спутниковые измерения 

и методы их обработки 

 

 

       Детальная и достоверная информация о гравитационных полях 

Земли и других тел Солнечной системы необходима для решения 

различных научных и прикладных задач. В их числе прежде всего 

следует назвать фундаментальную проблему изучения внутреннего 

строения небесных тел, геологической истории их формирования и 

эволюции на различных временных  интервалах. Весьма важными 

являются астрометрические и геодезические вопросы установления 

основных направлений и отсчетных поверхностей, используемых 

для координатно-временного обеспечения (КВО) потребителей. 

Наконец, движение искусственных спутников и космических 

аппаратов (КА) в сфере гравитационного действия исследуемого 

небесного тела не может быть удовлетворительным образом описано 

и предсказано в отсутствии сведений о действующих на них силах, в 

ряду которых сила притяжения играет доминирующую роль. Задача 

определения параметров гравитационного поля приобретает в 

указанном контексте небесно-механический смысл, поскольку 

решение ее обеспечивает баллистические и навигационные 

потребности управления движением КА. 

       Таким образом, составляющая основу динамической 

космической геодезии и планетной гравиметрии проблема 

исследования гравитационных полей Земли и других небесных тел 

носит комплексный характер и представляет собой сферу 

приложения интересов различных областей науки и техники. 

       Наиболее эффективными экспериментальными методами 

решения этой проблемы являются методы, основанные на анализе  
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динамики движения космических аппаратов в зоне притяжения 

исследуемых небесных тел.    

        Как известно, классическая схема оценивания параметров 

модели гравитационного поля опирается на интегрирование 

дифференциальных уравнений возмущенного движения 

искусственного спутника, связывающих изменения элементов 

эволюционирующей спутниковой орбиты с характеристиками 

возмущающих сил. Однако, опыт показывает, что, следуя этой 

методике, не удается построить достаточно точные и подробные 

модели гравитационного потенциала, что вынуждает обратиться к 

иным методам, не связанным со сглаживающей процедурой 

интегрирования на значительных временных интервалах. 

         Перспективы достижения качественно новых результатов 

решения задачи определения гравитационных полей Земли и планет 

в настоящее время связываются с так называемыми 

дифференциальными методами, использующими искусственный 

спутник (или систему спутников) в качестве пробной 

гравиметрической массы, слежение за движением которой 

доставляет необходимые детальные сведения о структуре внешнего 

гравитационного поля исследуемого небесного тела. Речь идет о 

методе  межспутникового слежения (Satellite-to-Satellite Tracking - 

SST), предполагающего выполнение бортовых  измерений 

характеристик относительного движения в системе двух или более 

аппаратов, и методе спутниковой градиентометрии (Satellite Gravity 

Gradiometry - SGG), основанного на бортовых измерениях вторых 

производных гравитационного потенциала. 

    В ряде публикаций перечисленные выше методы объединяют под 

общим названием методов дифференциальных измерений в 

системах с изменяемой геометрией расположения элементов. Эти 
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системы могут быть реализованы как в виде образующей некоторую 

орбитальную конфигурацию группы искусственных спутников 

(метод SST), так и в виде нескольких пробных масс, находящихся на 

борту одного космического аппарата (метод SGG). 

    Указанные виды измерений отличаются беспрецедентной 

точностью и высокой чувствительностью к региональным и 

локальным аномалиям поля, что, в сочетании с оперативностью 

определения параметров потенциала, открывает возможности 

исследования изменений гравитационного поля отдельных 

территорий  на  относительно  небольших  временных   интервалах.     

    Решение задачи построения модели  гравитационного потенциала 

по спутниковым наблюдениям обычно достигается путем отыскания 

улучшающих спутниковую орбиту поправок в априорно принятые 

значения параметров референцной модели поля силы  притяжения  и  

моделей  других  возмущающих  сил. 

    Заметим в этой связи, что в современной литературе принято 

выделять два подхода к оцениванию параметров гравитационного 

потенциала исследуемого небесного тела по спутниковым данным: 

пространственный – space-wise (SW)  и временной – time-wise (TW). 

    Представим потенциал силы притяжения )P(V  в точке P  

внешнего пространства  в  виде  суммы 

 

)1()P(T
GM

)P(V 


  

потенциала  однородной  сферической Земли и возмущающего 

потенциала )P(T , моделируемого суммой ряда по объемным 

сферическим  функциям  до  степени N̂ :  
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Согласно идеологии SW-подхода запишем результат L  некоторого 

измерения, выполненного в околоземном пространстве в виде 

функционала 

                        )3(,nmnm )S,CT,X(FL  

зависящего от X – геоцентрического вектора положения и скорости 

одного (или нескольких) ИСЗ, участвующих в измерении L , и 

 S,CT nmnm  – возмущающего потенциала, описываемого 

набором гармонических коэффициентов ряда (2).  Вектор состояния 

EX p , где Ep
– эвклидовое пространство размерности p, 

возмущающий потенциал T , в реальной ситуации описываемый 

конечным числом гармонических коэффициентов, qET , где Eq
 

– эвклидовое пространство размерности q. Тогда функционал F  

отображает произведение пространств Ep
и Eq

в пространство E1
 

действительных чисел (т.е. на числовую ось):                                                                     

1qp ELEE:F   

    Выражение (3) называется уравнением наблюдений, 

устанавливающим функциональную связь измеряемой величины с 

набором оцениваемых параметров гравитационного потенциала. 
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Линеаризуя   (3),  приходим к  уравнению поправок: 

 

где })SC{VX(F *
nm

,
*

nm
,

*
есть референцное (априорно 

приближенно известное) значение измеряемой величины, 

вычисляемое по референцному значению X
*  вектора X  и набору 

приближенно известных значений }SC{ *
nm

,
*

nm
параметров 

гравитационного поля Земли.  

    В рамках TW-подхода, который вернее было бы назвать 

орбитальным, возмущающий потенциал (2) или непосредственно 

измеряемая его трансформанта представляются функцией времени 

t , играющего в данном контексте роль углового расстояния ИСЗ (в 

плоскости спутниковой орбиты) от его положения в начальный 

момент времени 0t : 
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)i(Fk
nm

 - функция  наклонения i  орбиты ИСЗ,   – долгота ее 

восходящего узла, u  – аргумент широты. 

     Коэффициенты }BA{ km
,

km
 ряда (5), получившие название 

«связанных» (lumped) коэффициентов, представляют собой 

линейную комбинацию гармонических коэффициентов 

}SC{
nm

,
nm

  модели геопотенциала того же порядка m , но 

различных степеней n . При вычислении коэффициентов 

}BA{ km
,

km
 по формулам (5) суммирование по индексу n  при 

2m начинается со значения mn , поскольку для ряда (2) имеем 

mn .  Кроме того, суммирование по n  производится при этом с 

шагом равным 2, то есть так, чтобы четность значения индекса n   

всегда совпадала с четностью значения индекса m  (если m  

четное, суммирование по n  ведется только по четным индексам и 

наоборот). Параметры THk
nm

 при фиксированном значении 

наклонения орбиты i  являются лишь функциями  времени (в силу 
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)t( ) и иногда называются коэффициентами чувствительности. 

Для различных трансформант гравитационного потенциала 

разложение (5) сохраняет свой вид, меняется только вид 

коэффициентов чувствительности.  

    Разложение (5) есть ни что иное, как  ряд Фурье с 

коэффициентами }BA{ km
,

km
, представляющих собой амплитуды 

тригонометрических функций угловых параметров. Числовые 

значения «связанных» коэффициентов могут быть найдены по 

данным бортовых измерений с помощью соответствующих 

стандартных вычислительных процедур. На следующем этапе 

полученные значения коэффициентов }BA{ km
,

km
  

рассматриваются как результат псевдоизмерений, позволяющих 

сформировать вектор свободных членов уравнений поправок, 

линейных относительно искомых поправок в параметры модели 

гравитационного поля  Земли.  

    Концептуальное различие обсуждаемых подходов заключается в 

том, что SW-подход оперирует совокупностью отдельных 

измерений, выполненных в отдельных точках пространства, в то 

время как TW-подход опирается на уравнения движения спутника, 

формулируемые на языке дискретных временных рядов. Основным 

преимуществом SW-подхода является возможность соотнесения 

миллионов наблюдений с существенно меньшим числом узлов 

регулярной сетки меридианов и параллелей. При этом, однако, 

следует иметь в виду, что указанная процедура носит некорректный 

характер и потому требует  априорного задания ковариационной 

матрицы ошибок измерений.  
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    Важнейшее достоинство альтернативного TW-подхода заключено 

в возможности применения более простых и менее ресурсоемких 

алгоритмов обработки данных, что при огромных объемах массивов 

наблюдательной информации приобретает решающее значение. 

    Первая часть предлагаемого  учебного пособия в основном 

посвящена изложению теоретических основ метода 

межспутникового слежения. В заключительном параграфе работы 

описываются первые практические результаты, достигнутые при 

реализации программ межспутниковых измерений CHAMP и 

GRACE. Во второй части пособия рассматриваются основные 

положения  метода  спутниковой  градиентометрии.  

 

 

 

2.  Кинематика относительного движения 

двух  искусственных спутников 

 

    Рассмотрим  систему двух искусственных спутников S1
 и S2

, в 

некоторый момент t находящихся на расстоянии s  друг от друга в 

точках с координатами 
1X и 

2X (см. рис. 1). Координаты спутников 

даны здесь в правой прямоугольной планетоцентрической 

экваториальной системе координат OXYZ ,  которую  далее будем 

называть абсолютной.  

 

 

 

 

 
 

 

 

 

v1
 

v2
 

v1
 v
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                                                                             Рис.1. 

            

     Векторы линейных скоростей спутников S1
 и  S2

 в абсолютной 

системе координат обозначим символами v1
 и  v2

  

соответственно, символом )s(e  обозначим орт направления   

SS 21
. Тогда относительная дальность между спутниками 

(скалярная величина): 

 

                                     ,
12 XXs                                        (6) 

 

относительная скорость (вектор): 

 

                                    ,
1212 XXvvv                       (7)                      

 

и относительное ускорение (вектор): 

 

                                       .
12 XXa                                      (8) 

 

)X(S 11
 

)X(S
22

 

s  

 

s
 

v  
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    Спроектируем вектор v на направление SS 21
, получая 

значение относительной лучевой скорости s  спутников в 

абсолютной системе координат: 

 

                        ,XXXX
s

1
sevs 1212

               (9)   

поскольку 

                               

                                       .12

s

XX
se


  

 

Изменение относительной лучевой скорости s  со временем 

получим путем дифференцирования равенства (9): 

 

 

   

         ,21212

12

)10(12
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12
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svv
s

1
sea

s

s

s

XX

s

XX
XX

s

XX
XX

s

XX
XX

dt

d

dt

sd
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
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



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
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


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 
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



 

где   sea  - проекция вектора относительного ускорения на луч 

зрения    SS 21
.  
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     Предположим далее, что спутник S1
обращается по круговой 

орбите радиуса R . Введем правую прямоугольную вращающуюся 

орбитальную спутникоцентрическую систему координат xywS1
. 

Ось x  этой системы направим по вектору линейной скорости 

спутника S1
, ось y   устремим по направлению его 

планетоцентрического радиуса-вектора, ось w , дополняющая 

систему координат до правой тройки векторов, окажется при этом 

направленной по нормали к плоскости орбиты спутника  S1
,  часто 

называемой  опорной  орбитой. 

    Будем полагать,  что орбитальная система координат  xywS1
  

вращается в абсолютном пространстве с угловой скоростью 

.3R/GM  Тогда в системе координат xywS1
имеем для  1) 

вектора относительной дальности r спутников  S1
 и S2

,  2) 

вектора относительной их скорости v , 3) вектора относительного 

их ускорения a  ,  4) радиуса-вектора  R  спутника S1
,   5) 

вектора угловой скорости вращения  спутника S1
 следующие 

представления в компонентах: 
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    Зависимость между вектором скорости v в абсолютной системе 

координат и вектором скорости  v  во вращающейся системе 

координат на основании теоремы Эйлера о распределении скоростей 

дается известным выражением:   .Rvv    Для того, чтобы 

получить зависимость между относительными скоростями двух 

спутников в абсолютной и вращающейся системах координат 

предположим, что в момент t  спутник S1
находится в точке с 

координатами   0,R,0 , а спутник S2
- в точке с координатами  

 w,yR,x  . Тогда вектора абсолютных скоростей спутников 

равны:   
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
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
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а  искомый вектор относительной их скорости в абсолютной системе 

координат будет иметь вид: 
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    В согласии с (9) относительная лучевая скорость s как проекция 

вектора относительной скорости v  на направление SS 21
 будет  

равна: 

 

       
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









 

Равенство (12) означает, что значение относительной лучевой 

скорости двух искусственных спутников  не зависит от того, 

измеряется ли она в абсолютной или во вращающейся системе 

координат. 

    Зависимость между относительными ускорениями в абсолютной 

a и вращающейся a  системах координат (при const ) 

дается  выражением: 

 

                         .rv2aa                        (13) 

 

Выполняя в (13) операции векторного перемножения, получим для 

кориоллисова ускорения, возникающего в результате 
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одновременного вращения системы координат и движения спутника 

относительно вращающейся системы: 
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и  переносного  (центробежного)  ускорения: 

 

                              ,
2
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откуда  имеем: 

 

                          .
2

2

w

yx2y

xy2x

a


















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                              (14) 

 

В заключение параграфа еще раз обратим внимание на то, что 

бортовые измерения характеристик относительного движения 

спутников выполняются во вращающейся орбитальной системе 

координат. Оценивание же по данным бортовых измерений 

значений параметров модели гравитационного потенциала требует 

преобразования измеряемых характеристик относительного 

движения в абсолютную планетоцентрическую систему координат. 
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2. Динамика относительного движения 

  искусственных спутников 

 

     Для  получения уравнений наблюдений межспутниковых 

измерений  необходимо определить вектора положений и скоростей, 

входящих в систему искусственных спутников, что может быть 

сделано в результате решения дифференциальных уравнений, 

описывающих их движение. Запишем эти уравнения в абсолютной 

планетоцентрической системе координат :OXYZ   

 

                                 ,F
X

X
GM

X 13

1

1

1
                        (15) 

 

                                 ,F
X

X
GM

X 23

2

2

2
                       (16) 

 

где F1
и F2

 представляют собой векторные суммы ускорений, 

возмущающих движение спутников S1
 и S2

  соответственно, 

относительно кеплеровского их движения в центральном 

гравитационном поле. Другими словами, при 0FF 21   

рассматриваемая задача сводится к задаче двух тел, решением 

которой является движение каждого из спутников по кеплеровскому 

эллипсу. 

    Образуем разность 
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Учтем  далее,  что 

  ,222
1

,
1

,2 3
wRyxRrXsRXRGM 

 

вследствие  чего 

 

 
)17(.

3
1

3
222

132

R

X

wRyx

Xs
RaF



























 


  

 

     Переходя в орбитальную систему координат xywS1
, подставим 

в (17) выражение (14) и получим дифференциальные уравнения 

относительного движения двух искусственных  спутников  в  

покомпонентной  форме: 
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


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

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Уместно здесь будет подчеркнуть, что система дифференциальных    

уравнений второго порядка (18) представляет собой систему точных 

уравнений  движения  спутника  S2
 относительно  спутника S1

. 

    Компоненты Fx , Fy , Fw в общем случае являются 

нелинейными функциями координат и скоростей обоих 

искусственных спутников. Для решения уравнений такого рода, как 

правило, используются численные методы, которые в большинстве 

случаев оказываются единственно эффективным средством решения 

задач  баллистического  функционирования  спутниковой  системы.  

 

 

4. Общий вид уравнений наблюдений 

 и уравнений поправок  межспутникового слежения 

 

      Целью данного параграфа является получение в рамках 

пространственного (space-wise) подхода к обработке 
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наблюдательных данных общего вида уравнений наблюдений и 

уравнений поправок для межспутниковых измерений характеристик 

относительного движения двух искусственных спутников. 

    Для измеряемой бортовыми средствами относительной дальности 

(расстояния) s  роль уравнения наблюдений может играть 

соотношение (6): 

                                       .
12 XXs   

 

Для удобства дальнейшего дифференцирования его чаще 

записывают в форме равенства: 

 

                               ,
1212

2 XXXXs    

 

линеаризация  которого в окрестности априорно известного 

приближенного значения этой же дальности  s*  ведет  к  уравнению 

 

                      )19(,2
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* Xd
X

s
Xd

X

s
ssds









   

где  
*

1
*

2
* XXs   - приближенное межспутниковое расстояние, 

вычисляемое по приближенно известным на момент наблюдения t  

векторам положения *
1X и *

2X спутников  S1
 и S2

  

соответственно.  Производные  в  (19)  имеют  вид: 
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так как 

    

       .XdXdXXsds
XXXXs 1212,

1212
2 



 

Тогда  уравнение (19) приобретает  вид: 

 

    )20(121212

2

* .XdXdXX
s
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)XdXd(

X

s
ssds 




  

Для измеряемой относительной лучевой скорости s  двух 

искусственных спутников уравнение наблюдений запишем в форме 

(9): 
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1
s 1212


  







                       (21) 

линеаризация  которого в окрестности вычисляемой по 

приближенным значениям положений и скоростей спутников 

величины 
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дает:  
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Дифференцируя (21), 
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приходим к уравнению поправок для измеряемой относительной 

лучевой  скорости: 

 

     

)22(1212

121212
*

.XdXdXX
s

1

XdXdXX
s

s
XX

s

1
sssd





















 















 

 



 24 

Входящие в уравнения поправок (20) и (22) малые величины 

XdXdXdXd
2

,
1

,
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,
1

 могут быть далее представлены 

посредством  уже  использовавшихся  выше  разложений: 
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в  которых  приняты  следующие  обозначения: 

 

)u,,i,e,a(Ek
  - вектор текущих (на момент t ) элементов 

орбиты, 

 

)u,,i,e,a(E
00000

k
  - вектор начальных (на момент t0

) 

элементов орбиты, 

 

u - аргумент широты, 

 

P  – вектор параметров моделей возмущающих сил гравитационной 

и негравитационной природы, 
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*0
k

0
k

0
k EEEd   – искомый вектор поправок в номинальный 

вектор 
*0

kE  начальных (на t0
) элементов орбиты, 

 

Pd  – искомый вектор поправок в приближенно известные значения 

параметров моделей возмущающих сил. 

       Приведем далее ряд известных формул, используемых для 

вычисления производных 
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Для эллиптического движения  спутника имеют место соотношения: 
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)e1(a

GM
V 2
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

 - радиальная  скорость  спутника, 

 

)vcose1(
)e1(a

GM
V 2n




  - трансверсальная скорость 

спутника (проекция вектора линейной скорости на ось нормальную 

к радиусу-вектору),  v - истинная аномалия. 
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      В космической геодезии и планетной гравиметрии в 

большинстве случаев используют искусственные спутники, 

обращающиеся по круговым (или почти круговым) орбитам. 

     Для кругового движения  формулы (23) принимают вид: 
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где по-прежнему  
3R

GM . 

     Для большей наглядности разделим вектор параметров P  на две 

составляющие: P
g  – вектор гармонических коэффициентов Cnm

 и 

Snm
 разложения геопотенциала в ряд объемных сферических 

функций, записав  nmnm
g S,CP  , и P

u – вектор параметров 

моделей прочих возмущающих сил. В  этом случае  элементы 

матрицы производных 
 nmnm

g S,C

E

P

E









 можно вычислить по 

формулам:  
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где  обозначено 

   .sinPmsin,mcos
R

R
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        Соответствующие множеству  выполненных межспутниковых  

измерений  уравнения поправок вида (20) и/или (22) объединяются в 

систему уравнений поправок, которую в обобщенном виде можно 

записать как: 
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где символами  AAAA u,g,0
2

,0
1

 обозначены матрицы частных 

производных коэффициентов уравнений поправок при 

соответствующих неизвестных  PdPdEdEd
u,

g
,0

2
,0

1
. Элементы 

этих матриц вычисляются аналитически либо численно. В свою 

очередь система уравнений (24) представляет собой систему 

линейных уравнений, для решения которой далее могут 

использоваться стандартные алгоритмы оценивания неизвестных, в 

частности, метод наименьших квадратов. 

    Завершая параграф, отметим, что приведенные выше формулы 

справедливы для всех случаев межспутниковых измерений, 

независимо от взаимного расположения спутников и величины 

межспутникового расстояния. Понятно также, что для проведения 

измерений между спутниками необходимо наличие взаимной 

видимости между участвующими в измерениях элементами 

спутниковой системы, условие которого формулируется в 

следующем параграфе. Далее мы подробно рассмотрим кинематику 

и динамику относительного движения искусственных спутников по 

близким орбитам на малом расстоянии друг от друга. 

 

 

 

5. Условие взаимной видимости 

 в спутниковых системах 

 

    Движение искусственных спутников по орбитам, различающимся 

по высоте, происходит с различной угловой скоростью, вследствие 

чего на ряде временных  интервалов будет отсутствовать прямая 

видимость со спутника на спутник (взаимная видимость), 
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необходимая для проведения межспутниковых измерений.   Ниже 

при выводе формул центральное небесное тело будем считать 

сферическим, а спутниковые орбиты – круговыми. Первое 

допущение облегчает расчет угловых координат подспутниковых 

точек, а второе позволяет упростить вид зависимости  этих  

координат  от  времени. 

    Пользуясь рисунком 2, легко сформулировать геометрическое 

условие взаимной видимости двух КА, в  момент  t  находящихся в 

точках S1
и S2

:                       )26(.RRR
~,R

~
OQ   

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                               Рис.2. 

 

Согласно (1), длина отрезка OQ, проведенного перпендикулярно к 

SS 21
из центра масс предполагаемого здесь сферическим небесного 

тела,  должна быть не короче его обобщенного радиуса R
~ , который 

на некоторую величину R  (например, толщину атмосферного 

слоя) превышает средний радиус R исследуемой планеты.   

Искомая длина отрезка OQ может быть вычислена  как 

                                       )27(
1 ,sinHROQ   

 

Q 

O 

S2
 

S1
 

H1
 

H2
 

R 

R 
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где H1
– высота  орбиты спутника  S1

, а угол  – полуугол, под 

которым планета видна с этого спутника, определяется из равенства 

 

           
 

   
)28(,
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2

cosHRHR

sinHR
tg
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которое легко получить, замечая, что 
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)HR(coss
)cos(

2

1









 

 

Плоский угол  
21OSS найдем из очевидного соотношения 

 

           ,
212121 )cos(coscossinsincos   

 

где  
11, и  

22, суть планетоцентрические широты и  долготы 

подспутниковых точек трасс спутников S1
  и   S2

   в момент t.  

      Завершая параграф, следует подчеркнуть, что анализ взаимного 

расположения элементов спутниковой системы в большинстве 

случаев демонстрирует  значительную эволюцию орбитальных 

структур на достаточно длительных интервалах активного их 
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функционирования, заставляющую  отдельно рассматривать 

кинематику и динамику каждой конкретной номинальной 

конфигурации   входящих   в   систему   космических   аппаратов.  

 

 

6. Уравнения относительного движения 

двух близких искусственных спутников. 

 

      С практической точки зрения особенный интерес представляет 

исследование относительного движения двух искусственных 

спутников, движущихся на небольшом (по сравнению с удалением 

их от центра масс небесного тела) расстоянии друг от друга. 

Предположим, что компоненты вектора относительной дальности 

малы по сравнению с величиной R , т.е. 
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Подставляя (29) в (13), получаем: 
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Ограничиваясь первым приближением, запишем систему (30) в виде 
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Система (31) имеет достаточно простое решение лишь при 

отсутствии  возмущающих  ускорений,  т.е. .0F

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    ,
000

ytsin2x3tcos4ytcos16x  
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                   где   T0000000 w,y,x,w,y,x  - вектор состояния 

относительного движения в начальный момент  0t0  , 

а T),w,y,x,w,y,x(  -  вектор состояния  относительного 

движения в текущий момент  t . Более компактно решение (32) 

может быть записано в векторно- матричном виде:  


t
0

, 

где  t  – матрица коэффициентов  при компонентах вектора 


0
 

в системе уравнений (32). Матрицу  t иногда называют 

матрицей прогноза, поскольку она осуществляет преобразование 

начального вектора состояния 


0
 в вектор 


, соответствующий  

моменту t . 

        Если прогноз осуществляется  на некоторый момент в будущем 

tt 0 , аргумент t  матрицы прогноза считают положительным, если 

прогноз осуществляется на момент в прошлом  0tt , аргумент    
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t считается отрицательным, причем    tt
1




. Имеет место 

также следующее свойство матрицы прогноза:  если ttt 210  , то 
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Этот вывод можно обобщить на несколько временных интервалов 

:n1n10 tt....tt  
 

 

      ).tt()....tt()tt()tt( 012n1n1nn0n
   

 

        Важной особенностью  решения (32) однородной системы 

дифференциальных уравнений  (31) является независимость 

движения в плоскости опорной орбиты (компоненты   y,x,y,x  ) и 

уравнений, описывающих боковое движение в плоскости, 

перпендикулярной к плоскости опорной орбиты (компоненты 

w,w  ). Пользуясь указанным свойством, рассмотрим геометрию 

движения двух близких искусственных спутников в плоскости 

опорной орбиты более подробно. 
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7. Геометрия движения  двух близких спутников 

в плоскости опорной орбиты. 

 

    Перегруппируем  слагаемые первых двух уравнений 

системы (32): 
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Введем линейную величину 
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такой, что 
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Тогда уравнения (33) принимают вид: 

 

 

,
00000 )tsin(e2x

1
y2t3y

2
xx 





















 

  )34(.ttcosex
1

y22y 000 









 



 36 

Последние слагаемые правых частей каждого из уравнений системы  

                                                                                                        (35) 

 

описывают  движение  по  эллипсу,  представленному  на  рисунке 3. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                        Рис.3.    

 

 Центр  эллипса перемещается параллельно оси  x со скоростью 
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В начальный момент 0t0   центр эллипса находится в точке с 

координатами 
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Из (35) следует, что величина полуоси эллипса вдоль оси абсцисс 

вдвое больше величины полуоси вдоль оси ординат, а движение по 
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эллипсу происходит по направлению часовой стрелки, причем 

началом отсчета угла   является луч,  исходящий из центра 

эллипса в направлении, обратном направлению оси Oy .  

Положение  центра эллипса относительно опорной орбиты 

определяется знаком суммы  0x
1

y2 00



  .  При  

0x
1

y2 00



    центр эллипса  в силу (36) не смещается с 

течением времени.   При   0x
1

y2 00



    центр эллипса лежит 

выше опорной орбиты, т.к. из (37) следует, что в этом случае 

,0y
ce
 а скорость смещения центра вдоль оси  x отрицательна.  

При   0x
1

y2 00



   центр эллипса находится ниже опорной 

орбиты и смещается вдоль оси  x в положительном ее направлении. 

Анализируя второе уравнение системы (34), определим 

минимальное и максимальное расхождения спутников по высоте: 

 

        .
00max
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В предположении, что движение  спутника S1
происходит по 

круговой орбите радиуса R , экстремальным расхождениям 
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соответствуют минимальное и максимальное удаления спутника S2
 

от центра масс центрального гравитирующего тела: 

 

                    .
maxmax

,
minmin

yRyR   

 

Таким образом, спутник S2
 будет  обращаться по круговой орбите  

лишь при 0e , т.е. при одновременном выполнении равенств:  

                         .0yx
3

2
y

0
,

00



   

 

В противном случае большая полуось a2
орбиты спутника S2

будет  
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Другими словами,  размеры больших полуосей a1
 и a2

орбит 

спутников будут различаться на величину 
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что в согласии с законом Кеплера приводит к различиям периодов 

их обращения на  величину 
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       В общем случае в соответствии с (34) движение спутника 

S2
относительно спутника S1

 происходит по сложному закону и 

представляет собой суммарное движение объекта по круговой  

орбите и по эллипсу. Такое движение содержит вековое 

расхождение спутников вдоль оси x , обусловленное  движением 

центра эллипса со скоростью vce
 (36). 

          Обратившись к третьему уравнению системы (32), 

проанализируем зависимость от начальных условий относительных 

боковых отклонений w  спутников. Сразу заметим, что текущее 

боковое отклонение w определяется исключительно боковыми же 

начальными отклонениями в положении w0
 и в скорости w0 .  При  

0w0  , максимальное значение wmax
 бокового отклонения w  

будет равно w0
 и не будет зависеть от высоты орбиты. Напротив, 

при ,
0 0w    
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откуда следует, что, чем выше орбита (т.е. чем больше период T  

обращения спутника S1
), тем она чувствительней  к начальным 

возмущениям  боковой  скорости  w0 . 
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        До сих пор, говоря об относительном движении двух близких 

спутников, мы полагали, что орбита одного из них является 

круговой. Оказывается, полученные нами результаты описания 

относительного движения можно использовать и в случае, когда оба 

спутника обращаются по эллиптически орбитам. Для этого следует 

ввести опорное круговое движение третьего фиктивного спутника  и 

связанную с ним  орбитальную вращающуюся систему координат. 

Потребуем, чтобы отклонения координат и скоростей обоих 

реальных спутников от начала орбитальной системы координат 

были достаточно малы,  обеспечивая возможность решения задачи в  

реальном приближении. Тогда для каждого реального спутника мы 

можем написать уравнение прогноза: 
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где )t(  – матрица прогноза, элементы которой  суть  функции 

интервала прогноза t  и угловой  скорости   опорного кругового 

движения фиктивного спутника. Образуем разность: 
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где 


0
и 


– вектора состояния движения спутника S2

  

относительно спутника S1
 в начальный и конечный моменты 

времени, разделенные интервалом   t . 
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7. Уравнения наблюдений в системе 

 двух  близких  искусственных  спутников. 

 

    Предположим, что два близких искусственных спутника 

обращаются по круговым орбитам с одинаковой угловой скоростью. 

Сразу заметим, что для проведения межспутниковых измерений на 

достаточно продолжительных временных интервалах  эти 

предположения носят принципиальный характер, обеспечивая 

устойчивое движение системы. Совпадение плоскостей орбит 

спутников, т.е. выполнение условий ii 21   и  21
  не 

обязательно.  В  этом случае для вывода уравнений наблюдений 

наряду с подходом, уже описанным  в параграфе 4, возможно 

воспользоваться также разложением в ряд по степеням малого 

параметра,  либо  законом  сохранения  энергии. 

     Рассматривая систему двух искусственных спутников  S1
и S2

, 

находящихся на расстоянии s  друг от друга, разложим потенциал 

силы притяжения )X(V 2
 в ряд Тейлора  в окрестности  потенциала 

)X(V 1
: 

 

....))XX()X(V(
2

1
))XX()X(V()X(V)X(V 2

12112112


 

где  k
Z

j
Y

i
X 












   - оператор Гамильтона,  а FV - 

вектор силы притяжения.  Близость спутников друг к другу 

позволяет ограничиться первым порядком разложения: 
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          ,cosFscosXVXX)X(V)X(V 11212
  

где   - угол между направлениями SS 21
 и F .  Окончательно 

 

                                  12

1
XVXVFcoss 


.                      (37) 

Равенство (37) может быть интерпретировано как уравнение 

наблюдений для измеряемых межспутниковых расстояний и 

направлений. 

    Одним из видов наблюдений в системе двух близких спутников 

является, как уже указывалось выше,  относительная лучевая 

скорость s , представляющая собой проекцию вектора 

относительной линейной скорости v  на направление SS 21
: 

                                            )).s(ev(s   

Вывод соответствующего измеряемой величине s  уравнения 

наблюдений возможно осуществить, опираясь на закон сохранения 

энергии, в согласии с которым разность гравитационных 

потенциалов в точках  S1
и S2

 равна разности кинетических 

энергий находящихся в этих точках спутников. 

    Предполагая, что движение спутников, массы которых примем за 

единицу,  происходит лишь под действием силы притяжения Земли, 

запишем следующее равенство: 
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откуда имеем: 
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vv
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                         (38) 

Левая часть равенства (38) представляет собой разность 

кинетических энергий спутников, правая – разность гравитационных 

потенциалов Земли в точках S2
 и точках S1

. Перепишем (38) в 

виде: 

.R)vv(
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1
vгде])S(V)S(V[

v

1
vv 21cp
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12

cp
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 В первом приближении можно принять, что 
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1221 ])S(V)S(V[

R

1
vvs 


                 (39)  

 рассматривая таким образом соотношение (39), связывающее 

результат измерения с искомой разностью потенциалов, как 

уравнение наблюдений для относительной лучевой скорости s . В 

ряде случаев, однако, высокая точность межспутниковых измерений 

требует установления более точной связи измеряемой и 

определяемых величин. 

    Наиболее просто поставленная задача может быть решена в 

случае обращения спутников по общей орбите (коорбитальное  

движение) на малом  расстоянии друг от друга.  При этом вместо 

(39) будем иметь: 

 

                             ,
12 ])S(V)S(V[

R

1
ss 


                          (40)  



 44 

где  s - поправка, которую необходимо ввести в непосредственно 

измеренную относительную лучевую скорость s . Введение 

указанной поправки обусловлено отличиями действительных 

положений и скоростей спутников от их номинальных положений и 

скоростей, соответствующих обращению по круговой опорной 

орбите. Вследствие этого,  значение  поправки s  должно быть 

вычислено по определяемым в ходе измерений векторам положений 

и скоростей элементов спутниковой системы. Оценки показывают, 

что прецизионная точность межспутниковых измерений предъявляет 

весьма жесткие требования к точности значений компонент векторов 

как абсолютных, так и относительных положений  и  скоростей 

самих  искусственных  спутников. 

 

         

9. Программы межспутниковых измерений 

CHAMP   и   GRACE 
 

    Как уже указывалось выше, для построения детальных 

многопараметрических моделей потенциала высокого разрешения 

необходимо использование  дифференциальных методов  измерений 

в системах с изменяемой геометрией расположения элементов. 

Интерес к  указанным методам обусловлен их высокой точностью и 

возможностями оперативного разрешения подробностей поля в 

широком диапазоне частот. 

    Рассмотрим две реализуемые в настоящее время космические 

программы, предусматривающие выполнение прецизионных 

дифференциальных межспутниковых измерений в интересах 
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определения параметров внешнего гравитационного поля Земли и 

его изменений с течением времени. 

    Старт первой программы такого рода был дан запуском 15 июля 

2000 года с космодрома Плесецк  на близполярную круговую орбиту 

с номинальной высотой 400 км ИСЗ нового поколения  CHAMP 

(CHAllenging  Mini-satellite  Payload for geophysical research and 

application).  

    Основные цели этого западноевропейского (GFZ-Потсдам, 

Германия)    проекта  заключаются  

     а) в определении параметров гравитационного поля Земли в 

области низких и средних частот и изменения этих параметров со 

временем, 

    б)  в определении параметров глобального магнитного поля Земли 

и изменения этих параметров со временем. 

    Останавливаясь далее лишь на гравиметрической составляющей 

программы,  перечислим  виды  выполняемых  измерений: 

1. Координаты ИСЗ и псевдодальности,  измеряемые бортовыми 

24-х канальными двухчастотными GPS-приемниками между 

высокими ИСЗ созвездия GPS (высота около 19 000 км) и 

низким ИСЗ CHAMP. Массив высокоточных координат  ИСЗ 

CHAMP, отнесенных к конкретным моментам времени, 

служит основным источником информации о гравитационном 

поле Земли. Описанная схема измерений представляет собой 

вариант межспутникового слежения в системе разновысоких 

спутников (HL SST).  

2. Измеряемые трехкомпонентным акселерометром 

составляющие вектора ускорения ИСЗ CHAMP, позволяющие 

оценить (и по возможности исключить) влияние возмущений 
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негравитационной природы (в первую очередь, 

сопротивления атмосферы Земли).  

3. Измеряемые звездным  видеоприбором  углы ориентации осей  

антенн  бортовых  GPS-приемников относительно звезд. 

      Кроме того, осуществляется бортовая альтиметрия поверхности 

Мирового океана и наземная лазерная локация спутника. Ресурс 

ИСЗ CHAMP рассчитан на пять лет работы, в результате которой 

полуволны геоида с простиранием от 500 км и более предполагается 

определить с ошибкой не хуже 1-2 см. 

    Продолжением и развитием исследований, начатых миссией   

CHAMP, стала реализация совместного германо-американского  

проекта GRACE (Gravity Recovery And Climate Experiment), в 

рамках которой 17 марта 2002 года  также с космодрома Плесецк 

были запущены два спутника типа CHAMP. Запуск их  осуществлен 

на близкие почти круговые близполярные  ( i = 89˚ ) орбиты с 

номинальной высотой 485 км, при этом расстояние между 

спутниками изменяется в пределах от 170 до 270 км. 

     Каждый из этих спутников оснащен следующей бортовой 

аппаратурой: 

 Двухчастотным (24.5 Ггц и 32.7 Ггц) радиодальномером, 

характеризуемого ошибкой единичного измерения дальности 10 

микрон.  Дифференцирование массива дальностей по времени 

позволяет определять относительную лучевую скорость объектов 

с ошибкой 0.1 микрона в секунду;  

 24-х канальным двухчастотным GPS-приемником класса  

“Blackjack”; 

 Высокоточным 3-х компонентным акселерометром; 
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 Звездной видеокамерой, позволяющей определять ориентацию 

основных осей спутника среди звезд с ошибкой не хуже 10 

дуговых секунд; 

     Программа GRACE, ориентированная на детальные исследования 

гравитационного поля Земли и его изменений во времени,  

предусматривает  выполнение: 

1. Бортовых межспутниковых измерений относительных 

дальностей и лучевых скоростей в системе двух низких ИСЗ 

GRACE, находящихся на расстояниях  порядка 220 ± 50 км.  

2. Высокоточного абсолютного и относительного 

позиционирования элементов системы  GRACE  посредством 

привязки к ИСЗ созвездия GPS.  

3. Измерений компонент вектора ускорения и углов ориентации 

среди звезд основных осей каждого из летательных аппаратов.     

     Легко видеть, что в описанном проекте реализуется комбинация 

двух вариантов межспутникового слежения (LL SST + HL SST) как 

между низкими, так и низкими и высокими ИСЗ.  Полученные 

результаты будут использованы для оперативного (каждые 30 дней) 

определения параметров геопотенциала в среднем и высоком 

диапазонах частот. Ожидаемая ошибка разрешения полуволн геоида 

с простиранием от 200 до 500 км  - 1-2 см.  

     Весьма важно, что в каждом из рассмотренных проектов 

ключевую роль играет высокоточное позиционирование 

гравиметрического ИСЗ посредством привязки к созвездию 

спутников системы  GPS.  Ранее нами было отмечено, что  

применение дифференциальных спутниковых методов предъявляет 

достаточно строгие требования к точности положений элементов 

спутниковой системы.  В частности,  измерения межспутниковых 

расстояний с ошибкой 10 мкм и относительных лучевых скоростей с 



 48 

ошибкой 0.1 мкм/сек требуют точности  позиционирования 

спутников с ошибкой не более нескольких сантиметров, 

недостижимой  при  использовании  традиционных  способов 

космической навигации. Получаемые в реальном времени 

расхождения результатов GPS-привязки ИСЗ GRACE с данными  

наземной лазерной локации составляют 2-3 см, что свидетельствует 

об эффективности применения спутниковых навигационно-

геодезических систем для высокоточного позиционирования КА. 

     Таким образом, система GPS, представляющая собой одно из 

важнейших технических достижений  конца прошлого столетия, в 

наши дни оказывается непосредственно интегрированной  не только 

в навигацию и геодезию, но и  в гравиметрию, геофизику и другие 

науки о Земле. 

      Завершая первую часть пособия, подчеркнем, что реализуемые в 

настоящее время программы  CHAMP и GRACE подтверждают 

обоснованность надежд специалистов на высокую точность,  

информативность и качество  данных  бортовых  межспутниковых  

измерений, а результаты определения многопараметрических 

моделей геопотенциала, приуроченных к конкретной эпохе,  

позволяют говорить о выходе динамической космической геодезии  

на качественно  новый  геодинамический  этап  своего развития. 
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