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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè øåñòèýëåìåíòíîãî ëèíåéíîãî ñóììàðíîãî óðàâ-
íåíèÿ â êëàññå íå÷åòíûõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ âíå äâóõ ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ è èìå-
þùèõ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå íóëü êðàòíîñòè íå ìåíåå òðåõ. Óêàçàíû ïðèëîæåíèÿ ê
ïðîáëåìå ìîìåíòîâ äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.
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Ââåäåíèå. Ïóñòü âíà÷àëå D � êâàäðàò, ïîñòðîåííûé ïî ïðèìèòèâíûì ïåðèîäàì 1 è i,
à σm(z) = z + im,m = 1, 4, � ïîðîæäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû
è ïðåîáðàçîâàíèÿ, îáðàòíûå ê íèì. Â ðàáîòå [1] áûëî ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíî ëèíåéíîå
ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

(V f)(z) ≡
4∑

m=1

f [σm(z)] = g(z), z ∈ D,

ïðè ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.
1) Ðåøåíèå f(z) ãîëîìîðôíî âíå D, ïðè÷åì f(∞) = 0.
2) Åãî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ f−(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ã�åëüäåðà íà ëþáîì êîìïàêòå,

íå ñîäåðæàùåì âåðøèí. Â âåðøèíàõ äîïóñêàþòñÿ, ñàìîå áîëüøåå, ëîãàðèôìè÷åñêèå îñî-
áåííîñòè.
3) Ñâîáîäíûé ÷ëåí g(z) ãîëîìîðôåí â D è g+(t) ∈ H(∂D).
Òàêîé êëàññ ðåøåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç B. Áîëåå ïîäðîáíî ïî ïîâîäó âûáîðà ýòîãî êëàññà

èçëîæåíî âî ââåäåíèè ê [2] èëè [3].
Ê ïîäîáíûì óðàâíåíèÿì íåïðèìåíèìû ìîùíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðîâ ñâåðò-

êè, èçëîæåííûå â [4]. Ýòî îáóñëîâëåíî íåñâÿçíîñòüþ ìíîæåñòâà C \H, ãäå H = ∪σm(D). Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, òàêèå óðàâíåíèÿ èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ
àíàëèçà. Óêàæåì íà äâà èç íèõ. Âî-ïåðâûõ, îíè òåñíî ñâÿçàíû ñ êëàññè÷åñêèìè èíòåðïî-
ëÿöèîííûìè çàäà÷àìè äëÿ öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà (ö.ô.ý.ò.) (íàïðèìåð,
[5]). Âî-âòîðûõ, îíè óäîáíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûõ ñèñòåì àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé è ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè áèîðòîãîíàëüíûìè ðÿäàìè â íåâûïóêëûõ îáëàñòÿõ [6]. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìåòîä
ðåãóëÿðèçàöèè, ïðåäëîæåííûé â [1], ïðèìåíèì è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 23.09.2018, ïîñëå äîðàáîòêè 09.12.2018. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 27.03.2019.
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Êâàäðàò âûáðàí òîëüêî ïîòîìó, ÷òî óäàåòñÿ ñîêðàòèòü âñïîìîãàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ èç-çà
åãî ñèììåòðèè.

Ïóñòü òåïåðü D =
n⋃
j=1

Dj , � ñîâîêóïíîñòü òàêèõ êâàäðàòîâ. Çäåñü g(z) = gj(z), z ∈ Dj ,

� êóñî÷íî-ãîëîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ. Ñâÿæåì ñ êàæäûì èç íèõ ìíîæåñòâî Hj =
4⋃

m=1
σm(Dj).

Åñëè Hj ∩Dk 6= ∅, òî çàäà÷à òåðÿåò ñìûñë. Â ñòàòüå [3] ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå áûëî èññëåäî-
âàíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êâàäðàòû "î÷åíü äàëåêî"äðóã îò äðóãà. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè,
Hj∩Hk = ∅ (k 6= j). Çà ñ÷åò ýòîãî îêàçàëèñü ïîòåðÿííûìè èíòåðåñíûå ýôôåêòû, ê êîòîðûì
ïðèøëîñü âåðíóòüñÿ ïîçæå â ñòàòüå [7].
ÏóñòüD � ÷åòûðåõóãîëüíèê, îòëè÷íûé îò ïàðàëëåëîãðàììà, èëè òðåóãîëüíèê, ò. å. ýòî íå

ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî íåêîòîðîé äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû. Òîãäà âìåñòî ïîäîá-
íûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò ñóììàðíûå. Îäíàêî îíè ïî-ïðåæíåìó òåñíî ñâÿçàíû
ñ èíòåðïîëÿöèîííûìè çàäà÷àìè äëÿ ö.ô.ý.ò. (öèêë ñòàòåé [2],[8]�[11]). Îñíîâíàÿ öåëü äàí-
íîé ðàáîòû � ïîëó÷èòü àíàëîã ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [7] äëÿ ñóììàðíîãî óðàâíåíèÿ. Ïåðåéäåì
ê íåïîñðåäñòâåííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.
Ïóñòü γ ∈ (4−1

√
3, 2−1

√
3). Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê D1 ñ âåðøèíàìè t1 =

γ + 2−1
√

3, t2 = γ + 2−1i, t3 = γ − 2−1i è ñòîðîíàìè lj , j = 1, 3, ïåðå÷èñëåííûìè â ïîðÿäêå
ïîëîæèòåëüíîãî îáõîäà ãðàíèöû Γ1 = ∂D1 (t ∈ l1 => Imt > 0). Ïðåîáðàçîâàíèÿ σ2j−1(z) =
tj+tj+1−z, j = 1, 3 (t4 ≡ t1), ïåðåâîäÿò D1 â òðåóãîëüíèêè, èìåþùèå ñ íèì îáùóþ ñòîðîíó,
à ïðåîáðàçîâàíèÿ σ2j(z) = 2tj − z � â òðåóãîëüíèêè, èìåþùèå ñ íèì îáùóþ âåðøèíó,
ò. å. îíè âûáðàñûâàþò òî÷êó z èç âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà â åãî âíåøíîñòü. Ïîëîæèì
D2 = −D1,Γ2 = ∂D2, D = D1 ∪ D2,Γ = Γ1 ∪ Γ2. Ââåäåì ôóíêöèè hm(z) = {σm(z), z ∈
D1;−σm(−z), z ∈ D2},m = 1, 6.
Èññëåäóåì ñóììàðíîå óðàâíåíèå

(V f)(z) ≡
6∑

m=1

f(hm(z)) = g(z), z ∈ D, (1)

â êëàññå B ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) íå÷åòíà è â òî÷êå z =∞
ó íåå íóëü êðàòíîñòè íå ìåíåå òðåõ. Òàêîé ïîäêëàññ ðåøåíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç B1. Çäåñü
ñâîáîäíûé ÷ëåí g(z) = {g1(z), z ∈ D1;−g1(−z), z ∈ D2}, ãäå ôóíêöèÿ g1(z) ãîëîìîðôíà â
D1 è g

+
1 (t) ∈ H(Γ1).

Çàìå÷àíèå 1. Â ðàáîòå [8] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à (1) â ñëó÷àå îäíîãî ïðàâèëüíîãî òðå-
óãîëüíèêà D1 â êëàññå ðåøåíèé B. Íåòðèâèàëüíîñòü ýòîé çàäà÷è îáóñëîâëåíà íåñâÿçíîñòüþ

ìíîæåñòâà C\H1, ãäå Hk =
6⋃

m=1
hm(Dk), k = 1, 2. Â ðàáîòå [9] èññëåäîâàëàñü ïîõîæàÿ øåñòè-

ýëåìåíòíàÿ çàäà÷à, íî ñ äðóãèì íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàññìîòðåííûå
â ðàáîòàõ [8] è [9] çàäà÷è èìåþò ðàçíóþ êàðòèíó ðàçðåøèìîñòè.

Òåïåðü ïîÿñíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è â äàííîé ñòàòüå. Åñëè γ ∈ (0, 4−1
√

3), òî îíà òåðÿåò
ñìûñë. Òîãäà ∃z ∈ D1 : σ3(z) ∈ D2, íî ôóíêöèÿ f(z) îïðåäåëåíà, âîîáùå ãîâîðÿ, òîëüêî âíå
D. Åñëè æå γ > 2−1

√
3, òî H1 ∩H2 = ∅. Ýòîò ñëó÷àé òàêæå ìîæíî èññëåäîâàòü óêàçàííûì

íèæå ìåòîäîì, íî îí ïðåäñòàâëÿåò ìåíüøèé èíòåðåñ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûì â äàí-
íîé ñòàòüå. Çäåñü ìíîæåñòâî H1∩H2 ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ðîìáà ∆0(0 ∈ ∆0),∆0± i ñ îñòðûì
óãëîì π/3, ïðè÷åì ó ∆0 âåðøèíû ±(γ − 2−1

√
3),±(2−1 − 3−1/2γ)i.

Â ï. 1 äàííîé ñòàòüè óêàçàí ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷è (1) è âûÿñíåíî óñëîâèå ðàâ-
íîñèëüíîñòè ýòîé ðåãóëÿðèçàöèè. Ïðè ýòîì øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò òåîðèè êðàåâîé
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çàäà÷è Êàðëåìàíà [12], [13]. Â ï. 2 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè γ ∈ [0.85;
√

3/2) çàäà÷à (1) ðàçðåøèìà è
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïîÿñíèì âûáîð ÷èñëà 0.85. Îíî âûáðàíî äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 òðåáóåò ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Òàêîé âûáîð γ ïîçâîëÿåò
óäîâëåòâîðèòü òðåì òðåáîâàíèÿì. Çàäà÷à èìååò ñìûñë, êîãäà ìíîæåñòâî H1 ∩ H2 íåïóñòî
è ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ïîçâîëÿþò äîêàçàòü òåîðåìó 2. Â ï. 3 ðàññìîòðåíû ïðèëîæåíèÿ
çàäà÷è (1) ê íåêîòîðîé ïðîáëåìå ìîìåíòîâ äëÿ ö.ô.ý.ò. Ýòî îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé ïðî-
áëåìû ìîìåíòîâ Ñòèëòüåñà íà ñëó÷àé äâóõ ëó÷åé ñ êóñî÷íî-êâàçèïîëèíîìèàëüíûì âåñîì.
1. Ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (1) â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

(τ − z)−1φ(t)dτ, z /∈ D, (2)

ñ íåèçâåñòíîé íå÷åòíîé ïëîíîñòüþ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ∫
Γ

φ(t)dτ = 0 <=>

∫
Γk

φ(τ)dτ = 0, k = 1, 2. (3)

Â ñèëó (3) ìîæíî ñ÷èòàòü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî

φ(τ) = −φ[α(τ)]. (4)

Çäåñü α(t) = {σ2j−1(t), t ∈ lj ; j = 1, 3} � ñäâèã Êàðëåìàíà, êîòîðûé êàæäóþ ñòîðîíó
ïåðåâîäèò â ñåáÿ ñ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè, ïðè÷åì ñåðåäèíû ñòîðîí � íåïîäâèæíûå òî÷êè
ñäâèãà. Ïðè t ∈ Γ2 èìååì α(t) = −α(−t). Äåéñòâèòåëüíî, ïëîòíîñòü èíòåãðàëà òèïà Êîøè
ïðè t ∈ Γ1 îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî a+(τ), è ôóíêöèÿ a(z) ãîëîìîðôíà â D1.
Ïîäáåðåì åãî òàê, ÷òîáû a+(t) + φ(t) = −a+pα(t)− φ[α(t)]. Ýòî êðàåâàÿ çàäà÷à Êàðëåìàíà
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè a(z) è â ñèëó (3) îíà ðàçðåøèìà [13]. Òîãäà

(1) <=> (Eφ)(z) ≡ 1

2πi

∫
Γ

A(z, τ)φ(τ)dτ = g(z), z ∈ D, (5)

ãäå

A(z, τ) =
6∑

m=1

(τ − hm(z))−1. (6)

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó z → t ∈ Γ â (5). Ïî ôîðìóëå Ñîõîöêîãî èìååì

(E+φ)(t) ≡ −2−1φ[α(t)] + (Eφ)(t) = g+(t), (7)

ãäå îñîáûé èíòåãðàë â (7) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. Çàìåíèì â (7)
ïåðåìåííóþ t íà α(t) è âû÷òåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåèå èç èñõîäíîãî, èñïîëüçóÿ (4). Òîãäà

(Tφ)(t) ≡ φ(t) +
1

2πi

∫
Γ

K(t, τ)φ(τ)dτ = g+(t)− g+[α(t)], (8)

ãäå
K(t, τ) = A(t, τ) +A[α(t), α(τ)]. (9)

Ëåììà. ßäðî (9) îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå ïðè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ âçàèì-
íîãî ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê τ è t íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ñëåäñòâèå 1. Óðàâíåíèå (8) � ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, ò. å.
îíî èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî N óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè.
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Tåîðåìà 1. Çàäà÷à (1) èìååò N + 1 óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè. Èç íèõ N � ýòî óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (8), à åùå îäíî (Eφ)(z0) = g1(z0), z0 ∈ D1, îáåñïå-
÷èâàåò ðàâíîñèëüíîñòü ðåãóëÿðèçàöèè.

Äîïóñòèì, ÷òî óðàâíåíèå (8) ðàçðåøèìî. Òîãäà îíî èìååò ðåøåíèå φ(t), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèþ (4). Äîêàçàòåëüñòâî èäåíòè÷íî ïðèâåäåííîìó â [14]. Ïîêàæåì, ÷òî åãî ìîæíî
ñ÷èòàòü íå÷åòíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ φ0(t) = φ(t) +φ(−t) åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà

Tφ = 0. (10)

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî â ñîîòíîøåíèè (8) çàìåíèòü ïåðåìåííûå τ è t íà−τ è−t ñîîòâåòñòâåí-
íî, à çàòåì ñëîæèòü ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñ èñõîäíûì. Èòàê, ôóíêöèÿ φ0(t) åñòü ÷åòíîå
ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (10), à èñêîìûì ðåøåíèåì áóäåò ôóíêöèÿ φ(t)− 2−1φ0(t).
Òåïåðü îñóùåñòâèì îáðàòíûé ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ (8) ê çàäà÷å (1). Èìååì (8) =>

(E+φ)(t) − (E+φ)[α(t)] = g+(t) − g+[α(t)], ò. å. (Eφ)(z) = g1(z) + c, z ∈ D1, ÷òî çàâåðøà-
åò äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ýòè N+1 óñëîâèé âûïîëíåíû è z ∈ ∆0. Òîãäà ñóììó b(z) = f(z)+f(z+ i)+f(z− i)

ìîæíî çàïèñàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, b(z) = g1(2γ − z) − f(z +
√

3) − f(z +
2−1(
√

3 + i))−f(z+ 2−1(
√

3− i)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, b(z) = −g1(−2γ− z)−f(z−
√

3)−f(z+
2−1(i−

√
3))− f(z − 2−1(

√
3 + i)). Ïðèðàâíèâàÿ ýòè äâà ñîîòíîøåíèÿ, èìååì

f(z +
√

3)− f(z −
√

3) + f(z + 2−1(
√

3 + i))− f(z − 2−1(
√

3 + i))+

+ f(z + 2−1(
√

3− i))− f(z − 2−1(
√

3− i)) = g1(2γ − z) + g1(2γ + z), z ∈ ∆0. (11)

2. Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè γ ≥ 0.85 óðàâíåíèå (8)
ðàçðåøèìî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (10). Åãî ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé (ô.ñ.ð.) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî êàæäàÿ âõîäÿùàÿ òóäà
ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ëèáî óñëîâèþ (4), ëèáî óñëîâèþ φ(t) = φ[α(t)] (íàïðèìåð, [14]).

Tåîðåìà 2. Ïðè γ = 0.85 óðàâíåíèå (8) ðàçðåøèìî (N = 0). Çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåí-
íîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó K(t, τ) = K(τ, t), òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ô.ñ.ð. íå ñî-
äåðæèò ôóíêöèé ñî ñâîéñòâîì (4), ïîñêîëüêó ôóíêöèè ñ ïðîòèâîïîëîæíûì ñâîéñòâîì îð-
òîãîíàëüíû ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8). Äëÿ ýòîãî âìåñòî ÿäðà (9) âîçüìåì íîâîå ÿäðî
K1(t, τ) = 2−1[K(t, τ)−K(t, α(τ))] è îöåíèì åãî ìîäóëü. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âñåãî äâà
ñëó÷àÿ. Ïóñòü

M = max|φ(t)|, t ∈ Γ. (12)

Ñëó÷àé 1. t ∈ −l1. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè.
1.1. τ ∈ −l1 => K(t, τ) = u−1 + (u − i)−1 + (u + 2−1(

√
3 − i))−1 − (u +

√
3 + i)−1 − (u +√

3 + 2i)−1 − (u+ 2−1(
√

3i)), ãäå u = τ + t+ 2γ. Èìååì |K1| ≤ 0.73.
1.2. τ ∈ −l2 => K(t, τ) = (u− i)−1 +(u+

√
3)−1−(u+2−1(3i+

√
3))−1−(u+2−1(i−

√
3))−1.

Èìååì |K1| ≤ 0.73.
1.3. τ ∈ −l3. Â ñèëó ñèììåòðèè ñïðàâåäëèâà ïðåäûäóùàÿ îöåíêà.
Åñëè τ ∈ Γ1, òî ÿäðî A(t, τ) íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ, èíòåãðàë îò êîòîðûõ ïîíèìàåòñÿ â

ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè. ßäðî (9) ñîñòîèò èç äâåíàäöàòè ñëàãàåìûõ. Ñïðàâåä-
ëèâû îöåíêè
1.4. τ ∈ l1 => |K1| < 0.32,
1.5. τ ∈ l2 => |K1| < 0.44,
1.6. τ ∈ l3 => |K1| < 0.31.
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Ïîñêîëüêó 3 · 0.73 + 0.32 + 0.44 + 0.31 < 2π, òî óñëîâèå (12) íå ðåàëèçóåòñÿ ïðè t ∈ −l1.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå φ ≡ 0.
Ñëó÷àé 2. t ∈ l2. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè. Ïðè τ ∈ Γ2 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâû

ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè èç ñëó÷àÿ 1, ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê ïðàâèëüíûé (ïîäñëó÷àè 2.1,
2.2, 2.3).
2.4. τ ∈ l1 => |K1| ≤ 0.54,
2.5. τ ∈ l2 => |K1| ≤ 1.2,
2.6. τ ∈ l3 => |K1| ≤ 0.54.
Ïîñêîëüêó 3 · 0.73 + 2 · 0.54 + 1.2 < 2π, òî φ ≡ 0. �

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè γ > 0.85 ïîëó÷åííûå îöåíêè íå èçìåíÿþòñÿ èëè óëó÷øàþòñÿ, ïîñêîëüêó
ðàññòîÿíèå ìåæäó òðåóãîëüíèêàìè óâåëè÷èâàåòñÿ. Èòàê, òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà è ïðè γ >
0.85.

Çàìå÷àíèå 3. Èç îöåíîê, ãàðàíòèðóþùèõ ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 2, âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî
γ ìîæíî âçÿòü íåñêîëüêî ìåíüøèì, ÷åì 0.85. Âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî ìåíüøèì, â äàíîé
ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Ô.ñ.ð. îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (8) ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ôóíêöèè ñî ñâîé-
ñòâîì φ(t) = φ[α(t)].

3. Ïðèëîæåíèå ê ïðîáëåìå ìîìåíòîâ. Çàäà÷à (1) ðàâíîñèëüíà íåêîòîðîé ïðîáëåìå ìî-
ìåíòîâ äëÿ ö.ô.ý.ò. Ôóíêöèÿ f(z) ∈ B1 ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ôóíêöèåé, àññîöèèðîâàííîé ïî
Áîðåëþ ñ ÷åòíîé ö.ô.ý.ò. F (z) (âåðõíåé ôóíêöèåé) ([15], ãë.1, ï.1). Åå ñîïðÿæåííîé èíäèêà-
òîðíîé äèàãðàììîé ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, øåñòèóãîëüíèê D0 ñ âåðøèíàìè ±t1,±t2,±t3.

Çàìå÷àíèå 4. Ñëó÷àé, êîãäà ñîïðÿæåííîé èíäèêàòîðíîé äèàãðàììîé ÿâëÿåòñÿ "ìåíü-
øåå"âûïóêëîå ìíîæåñòâî D′ ⊂ D0, âîçìîæåí, íî ìàëîèíòåðåñåí. Äåëî â òîì, ÷òî òîãäà
çàäà÷à (1) ïåðåîïðåäåëåíà. Ñîîòíîøåíèå (1) âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî ïðè z ∈ D, íî è â
îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî (íî íå äîñòàòî÷íî), ÷òî-
áû ñâîáîäíûé ÷ëåí g1(z) áûë àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèì èç D1 â îêðåñòíîñòü áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êè, ïðè÷åì g1(∞) = 0 (çàìå÷àíèå 2 â [7]).

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (11) â òåðìèíàõ ö.ô.ý.ò., èñïîëüçóÿ íå÷åòíîñòü íèæíåé ôóíêöèè.
Ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (11) â ðÿä Ìàêëîðåíà, ò. å.

g1(2γ − z) + g1(2γ + z) =

∞∑
m=0

cmz
2m

(2m)!
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, g1(2γ − z) + g1(2γ + z) = 2
∑2

k=1

∫
θk

F (τ)µk(τ)ch(zτ)dτ , ãäå θk � ëó÷

argτ = (−1)kπ/3, k = 1, 2, è µ1(τ) = exp(−
√

3τ)+exp[−2−1τ(
√

3+i)], µ2(τ) = exp[−2−1τ(
√

3−
i)]. Ôèêñèðóåì c0 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè â òåîðåìå 2.

Tåîðåìà 3. Ïóñòü γ ∈ [0.85;
√

3/2). Òîãäà â êëàññå ÷åòíûõ ö.ô.ý.ò. F (z), àññîöèèðîâàííûõ
ïî Áîðåëþ ñ íèæíèìè ôóíêöèÿìè f(z) ∈ B1, ñòåïåííàÿ ïðîáëåìà ìîìåíòîâ

2

2∑
k=1

∫
θk

F (τ)µk(τ)τ2mdτ = cm, m = 1, 2, 3, . . . ,

ðàçðåøèìà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû Ìàêëîðåíà ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ (11).

Çàìå÷àíèå 5. Òåîðåìà 2 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è ïðè γ ≥
√

3/2. Íî òîãäà ñ çàäà÷åé (1)
ñâÿçàíû óæå íå êëàññè÷åñêèå ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, à èíòåðïîëÿöèîííûå çàäà÷è äðóãèõ òè-
ïîâ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî íåêîòîðûå èç òî÷åê hj(z) ïðè z ∈ D ëåæàò âíóòðè D0. Òàêèå
çàäà÷è áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [16], [17]. Â [16] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î âîññòàíîâëå-
íèè ö.ô.ý.ò. ïî ñîîòíîøåíèÿì, ñâÿçûâàþùèì êîýôôèöèåíòû Ìàêëîðåíà íèæíåé ôóíêöèè
è ìîìåíòû Ñòèëòüåñà âåðõíåé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî âåñà.

Â çàêëþ÷åíèå ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ñòàòüè [8], ãäå ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à (1) äëÿ îäíî-
ãî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà â êëàññå ðåøåíèé B, è äàííîé ðàáîòû. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòà
çàäà÷à èìååò îäíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè, íî ðå÷ü èäåò îá óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè ðàçíîé
ïðèðîäû. Åñëè â [8] åäèíñòâåííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà (òàì ðàâíîñèëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ), òî â äàííîé
ðàáîòå ïðè γ ≥ 0.85 èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (8) ðàçðåøèìî, õîòÿ îíî íå ðàâíîñèëüíî çàäà÷å
(1). Òàêîå âîçíèêàåò çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ðåøåíèå ( åãî íå÷åòíîñòü è
ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè).
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