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Аннотация

Работа посвящена построению основных кинематических и определяющих соотно-
шений, применяемых при разработке вычислительных методик исследования конечных
упругопластических деформаций. Кинематика среды рассматривалась в рамках мульти-
пликативного представления градиента полных деформаций. При выводе определяющих
соотношений использованы теория течения и уравнение второго закона термодинамики.
В результате получена зависимость скорости тензора напряжений от функции свободной
энергии и функции текучести.
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Введение

При исследовании конечных упругопластических, вязкоупругих или вязкопла-
стических деформаций все чаще авторами используется мультипликативное разло-
жение градиента деформаций. При таком разложении существует несколько спо-
собов построения алгоритма исследования. Это связано прежде всего с выбором
базиса, относительно которого исследуется процесс деформирования. В настоящей
работе основные соотношения записаны относительно актуального (деформиро-
ванного) состояния. Отметим, что в работах [1–4] построены вычислительные ал-
горитмы исследования трехмерных тел для гиперупругих материалов, в [5–8] –
методики решения упругопластических задач при аддитивном разложении скоро-
стей деформаций.

1. Кинематика

Будем считать, что исследуемая среда допускает конечные деформации и на-
ходится в упругопластическом состоянии, в качестве основной кинематической ха-
рактеристики используется градиент деформаций [9, 10], при этом тензор гради-
ента полных деформаций представляется в виде произведения градиента упругих
и пластических деформаций:

F = Fe · Fp. (1)

Подобное представление широко применяется при решении нелинейных задач ме-
ханики деформируемых тел и считается достаточно строгим (математически точ-
ным). В качестве примера упомянем работы [11–15].

Использование разложения (1) означает введение некоторого деформированно-
го состояния, которое допустимо в микрообъеме среды в окрестности рассматри-
ваемой материальной точки при снятии напряжений. Другими словами, это выде-
ление остаточных деформаций, появившихся вследствие пластического (вязкого)
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Рис. 1. Кинематика конечных деформаций

течения. Геометрическая иллюстрация приведена на рис. 1. Здесь представлены
радиус-вектор материальной точки в недеформированном состоянии, которому со-
ответствует объем V0 :

X = Xiei,

радиус-вектор той же материальной точки в актуальной конфигурации, которая
соответствует объему V :

x = xiei,

радиус-вектор материальной точки в разгруженном состоянии:

z = ziei.

Использование этих параметров позволяет представить разложение (1) в виде

F =
∂xi

∂Xk
(eiek) = (eiek)

∂xi

∂zj

∂zj

∂Xk
=

∂xi

∂zj
(eiej) · (emek)

∂zm

∂Xm
= Fe · Fp.

Для каждого состояния введем соответствующие тензоры мер деформации:
– правый тензор Коши–Грина (мера деформации Коши–Грина)

C = FT · F, Ce = Fe
T · Fe, Cp = Fp

T · Fp;

– левый тензор Коши–Грина (мера деформации Коши–Грина)

B = FT · F, Be = Fe
T · Fe, Bp = Fp

T · Fp;

– левый тензор Пиолы (мера деформации Альманси):

B−1 = F−
T · F−1, B−1

e = F−T
e · F−1

e , B−1
p = F−T

p · F−1
p ;

– правый тензор Пиолы:

C−1 = F−1 · F−T , C−1
e = F−1

e · F−T
e , C−1

p = F−1
p · F−T

p .

Введенные тензоры связаны между собой различными соотношениями, приве-
дем те из них, которые будут далее использоваться:

Be = F ·C−1
p · FT , C = Fp

T ·Ce · Fp.
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В дальнейшем будем считать справедливой теорию пластического течения, ко-
торую традиционно описывают в терминах производных по времени. Поэтому вве-
дем основные тензоры, используемые при описании кинематики течения сплошной
среды. Базовым является тензор пространственного градиента скорости, который
записывается в виде

h = Ḟ ·F−1. (2)

Симметричная часть этого тензора называется тензором деформации скорости

d =
1
2

[
h + hT

]
, (3)

кососимметрическая – тензором скорости поворота

ω =
1
2

[
h− hT

]
. (4)

Справедливы соотношения:

Ċ = 2FT · d · F, Ḃ = h ·B + B · hT ,

d = −1
2
F · Ċ−1 · FT , Ḃ−1 = −B−1 · h− hT ·B−1.

В соответствии с разложением (1) вводим аналоги тензоров (2)–(4) для упругих
и пластических скоростей деформаций he , de , ωe , hp, dp , ωp . Установим связи
между введенными тензорами:

h =
[
Ḟe · Fp + Fe · Ḟp

]
· [F−1

p · F−1
e

]
= he + Fe · hp · F−1

e ,

F · Ċ−1
p · FT = −F ·C−1 · Ċp ·C−1

p · FT =

= −Fe · Fp · F−1
p · F−T

p ·
[
ḞT

p · Fp + FT
p · Ḟp

]
· F−1

p · F−T
p · FT

p · FT
e =

= −Fe · hT
p · FT

e − Fe · hp · FT
e = −2Fe · dp · FT

e ,

Ḃe = Ḟ ·C−1
p · FT + F · Ċ−1

p · FT + F ·C−1
p · ḞT = h ·Be + Be · hT − 2Fe · dp · FT

e .

Если ввести обобщенную производную

∇
Be = Ḃe − h ·Be −Be · hT , (5)

то для нее справедливы представления

∇
Be = F · Ċ−1

p · FT = −2Fe · dp · Fe
T .

Прокомментируем полученные соотношения. Во-первых, следует определить
принадлежность введенных тензоров к соответствующему базису. Здесь введе-
ны три базиса: базисы, построенные в исходном, актуальном и промежуточном
состояниях. В исходной конфигурации определены тензоры C , Cp , C−1 , C−1

p ,
Ċ , Ċp , Ċ−1

p , которые являются инвариантными тензорами. В базисе актуаль-

ной конфигурации определены индиферентные тензоры B , B−1 , Be , B−1
e ,

∇
Be , d

и тензоры h , ω , Ḃe . В промежуточном (разгруженном) базисе определены тензоры
Ce , Bp , hp . Во-вторых, операциями сложения-вычитания объединены тензоры,
определенные в одном базисе. Это обстоятельство необходимо принимать во внима-
ние и далее при формулировке соответствующих уравнений состояния. В-третьих,
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перевод из одного базиса в другой осуществляется путем соответствующего умно-
жения слева и справа на тензоры градиента деформации F , Fe , Fp и градиента
места FT , FT

e , FT
p и им обратные тензоры. В-четвертых, скорость пластических де-

формаций в исходной конфигурации определяет тензор Ċp , в промежуточной – dp ,

в актуальной –
∇
Be .

2. Определяющие соотношения

В качестве базового примем тензор истинных напряжений Коши–Эйлера Σ ,
который также называют гидродинамическим тензором напряжений. Этот тензор
определен в актуальном базисе, он является тензором, индифферентным и сопря-
женным по мощности тензору деформации скорости (3). Таким образом, мощность
внутренних сил определяется в виде

N =
∫

V

Σ : d dV .

Для определения мощности в виде интеграла по работе в исходной конфигура-
ции использу.тся два тензора: тензор напряжений Кирхгофа

τ = JΣ (6)

(J – относительное изменение объема) и второй тензор напряжений Пиолы–
Кирхгофа

S = JF−1 ·Σ · F−T = F−1 · τ · F−T .

В этом случае мощность определяется в виде

N =
∫

V0

1
2
S : Ċ dV0 =

∫

V0

τ : d dV0.

Физические соотношения получим из уравнения второго закона термодинамики
для изотермического процесса. В соответствии с [11, 12] имеем неравенство

τ : d− ρ0ψ̇ ≥ 0, (7)

где ρ0 – исходная плотность, ψ – свободная энергия. Принимается, что свободная
энергия зависит лишь от упругих деформаций, поскольку пластическое деформи-
рование приводит к расходу (диссипации) энергии. В качестве тензора упругих
деформаций, компоненты которого являются аргументами свободной энергии, раз-
личные авторы выбирают либо Fe [13], либо Ce [11, 12], либо Be [14, 15]. Известны
и другие варианты (тензоры искажения, логарифмические меры деформаций, тен-
зоры деформаций Коши–Грина и Альманси и др. [16–20]). В настоящей работе
примем в качестве базового вариант

ψ = ψ (Be) ,

подставив который в (7) и используя выражение для обобщенной производной (5),
получим

{
τ − ρ0

[
Be · ∂ψ

∂Be
+

∂ψ

∂Be
·Be

]}
: d−

− ρ0

[
Be · ∂ψ

∂Be
− ∂ψ

∂Be
·Be

]
: ω − ρ0

∂ψ

∂Be
:
∇
Be ≥ 0. (8)
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Отсюда имеем определяющее уравнение

τ = 2ρ0Be · ∂ψ

∂Be
, (9)

уравнение симметрии

Be · ∂ψ

∂Be
=

∂ψ

∂Be
·Be

и диссипативное неравенство

ρ0
∂ψ

∂Be
:
∇
Be ≤ 0.

В качестве условия пластического течения примем

Φp (Σ, χ) ≤ 0, (10)

где Φp – функция текучести, χ – параметр упрочнения.
Составим обобщенный функционал диссипации

ρΣ :
[
1
2
∇
Be ·B−1

e

]
+ λ̇Φp (Σ, χ) ≤ 0. (11)

Здесь использованы соотношения (6) и (9), с помощью которых градиент функцио-

нала
∂ψ

∂Be
выражается через тензор напряжений Σ . Далее, в соответствии с рабо-

тами [11, 12, 14, 15] запишем условие экстремума функционала (11) по возможным
полям напряжений. В результате получим соотношение

−1
2
∇
Be ·B−1

e = λ̇
∂Φp

∂Σ
. (12)

Данное уравнение является аналогом уравнения ассоциированного закона пласти-
ческого течения в теории малых упругопластических деформаций (теория тече-
ния). Здесь также имеется параметр λ̇ , который определяет величину скорости
деформации пластичности. Для получения линеаризированного определяющего
соотношения продифференцируем по времени уравнение (9) и получим

τ̇ = 2ρ0

[
Ḃe · ∂ψ

∂Be
+ Be · ∂2ψ

∂Be∂Be
: Ḃe

]

С учетом (6) запишем результат в виде двух слагаемых

τ̇ = τ̇e + τ̇p,

где

τ̇e = 2ρ0

{[
h ·Be + Be · hT

] · ∂ψ

∂Be
+ Be · ∂2ψ

∂Be∂Be
:
[
h ·Be + Be · hT

]}
, (13)

τ̇p = 2ρ0

{
∇
Be · ∂ψ

∂Be
+ B · ∂2ψ

∂Be∂Be
:
∇
Be

}
. (14)

В работе [21] показано, что зависимость вида (13) приводится к следующей:

τ̇e = 4ρ0

[
Be · ∂2ψ

∂Be∂Be
·Be

]
: d + h · τ + τ · hT .
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Обобщенную производную
∇
Be выразим из (12) через неизвестный параметр λ̇

и подставим в (14). В результате имеем

(τ̇) = 4ρ0Λe : d+hτ +τhT − λ̇4ρ0

{
∂Φp

∂Σ
·Be · ∂ψ

∂Be
+ Be · ∂2ψ

∂Be∂Be
:

∂Φp

∂Σ
Be

}
, (15)

где

Λe = Be · ∂2ψ

∂Be∂Be
·Be. (16)

Величину скорости пластических деформаций определяем из уравнения стаци-
онарности (согласованности), которое получается дифференцированием уравне-
ния (6):

∂Φp

∂Σ
: Σ̇−Hλ̇ = 0, (17)

где введена функция упрочнения H =
∂Φp

∂χ

∂χ

∂λ
.

Производная тензора Σ через тензор τ выражается по формуле

Σ̇ =
1
J

τ̇ −Σ [I : d] , (18)

где используется известное кинематическое соотношение
J̇

J
= I1d = I : d.

Подставив (18) с учетом (15) в (17), получим уравнение для λ̇ :

4ρ
∂Φp

∂Σ
: Λe : d +

∂Φp

∂Σ
:
[
hΣ + ΣhT −ΣI1d

]− λ̇4ρ

[
∂Φp

∂Σ
: R

]
− λ̇H = 0, (19)

где

R =
∂Φp

∂Σ
·Be · ∂ψ

∂Be
+ Be

∂2ψ

∂Be∂Be
:
[
∂Φp

∂Σ
·Be

]
.

Из соотношения (19) определяем λ̇ в виде

λ̇ =
[
H + 4ρ

∂Φp

∂Σ
: R

]−1 {
4ρ

∂Φp

∂Σ
: Λe : d +

∂Φp

∂Σ
:
[
h ·Σ + Σ · hT −ΣI1d

]}
.

Далее для кратности обозначим

4ρΛe : d + h ·Σ + Σ · hT −ΣI1d = Ge : h.

В результате линеаризованное соотношение для Σ̇ структурно представляется как

Σ̇ = Ge : h− 4ρR

∂Φp

∂Σ
: Ge : h

H + 4ρ
∂Φp

∂Σ
: R

. (20)

Полученное уравнение в скоростях можно считать уравнением в приращениях со-
ответствующих величин. В частности, скорость изменения напряжений Σ̇ следует
отождествлять с приращением этих напряжений ∆Σ , а пространственный гради-
ент скорости h считать тензором ∆hR , при этом

∆hR =
∂∆yi

∂yj
eiej ,

что структурно совпадает с (2). Отметим, что замена h на ∆hR и Σ̇ на ∆Σ изме-
нила физическую размерность соотношения (20). Время как физический параметр
теперь отсутствует.
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Заключение

В работе приведены основные кинематические и физические соотношения, ис-
пользуемые при моделировании конечных упругопластических деформаций. Кине-
матика среды рассматривалась с учетом мультипликативного представления пол-
ных градиентов деформаций на упругую и неупругую части. Вывод физических
соотношений опирается на уравнение второго закона термодинамики с введением
функции свободной энергии. Составлен обобщенный функционал на базе условия
текучести, с использованием которого получен аналог уравнения ассоциированного
закона пластического течения. В итоге построены определяющие соотношения для
скоростей и приращений истинных напряжений Коши. Эти определяющие соотно-
шения могут быть применены при построении вычислительных методик исследо-
вания нелинейных процессов деформирования.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 15-01-08733,
15-31-20602).

Summary

L.U. Sultanov. Analysis of Finite Elastoplastic Deformations. Kinematics and Constitutive
Equations.

The main kinematic relations and constitutive equations, which are used for creating com-
putational methods to investigate finite elastoplastic deformations are presented in the paper.
The medium kinematics is considered along with the multiplicative concept of the full deforma-
tion gradient. The constitutive equations are deduced using the theory of flow and the second
law of thermodynamics. As a result, a dependence of the stress tensor rate on the free energy
function and the yield function is obtained.

Keywords: nonlinear elasticity, finite deformations, plasticity.
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