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Аннотация

В статье приведен метод построения конформного отображения единичного круга на
риманову поверхность (отображение с неоднолистным образом). В случае области, лежа-
щей на римановой поверхности, построение конформного отображения единичного круга
на нее сведено к решению интегрального уравнения. Дан вывод необходимых соотноше-
ний из формул Сохотского. Построен пример, иллюстрирующий метод для двулистно
накрывающей плоскость римановой поверхности.

Необходимое и достаточное условие того, что заданная на замкнутой кривой функ-
ция является граничным значением некоторой функции, аналитической в находящейся
на римановой поверхности области, ограниченной данной кривой, примененное для отоб-
ражения единичного круга на односвязную и однолистную область и обеспечивающее
появление интегрального уравнения, следует несколько изменить.

Для функции φ(z) = ln(ζ(z)/z) можно выписать уравнения, аналогичные уравнениям
для однолистной области, но на участках контура, ограничивающих область двулистно-
сти, необходимо поделить правую часть на три.

Ключевые слова: конформное отображение, риманова поверхность, аналитическая
функция, уравнение Фредгольма

Введение

Известно много методов построения конформного отображения односвязной об-
ласти на единичный круг и, наоборот, единичного круга на область комплексной
плоскости. Рассмотрим сначала отображение области на круг. В случае метода ос-
куляции [1] происходит отображение области D на подобласть единичного круга
при помощи функций

√
z или ln z , затем на большую подобласть и т. д., до тех

пор, пока не получится отображение области на единичный круг. Развитием метода
оскуляции является метод Грассмана [2], когда сначала ищется возможность отоб-
ражения области на круг без сектора, потом применяется преобразование Мебиуса.
Рассмотрим теперь метод sinh-log [3]. Этот метод основан на том, что в логарифми-
ческом методе Кебе на определенном этапе на каждой итерации логарифмический
образ области обычно не только лежит в левой полуплоскости, но и в некоторой
горизонтальной полосе, то есть мнимая часть всех ее точек ограничена сверху и
снизу. Соответствующее вещественно-аффинное преобразование отображает эту
половину полосы на нормированную полуполосу {Im[z] ∈ (−π/2, π/2)} . В свою
очередь, функция sinh отображает эту полуполосу на всю левую полуплоскость.
В результате гораздо большая часть полуплоскости, чем в логарифмическом ме-
тоде Кебе, занята образом области до того, как полуплоскость отображается на
единичный круг на последнем шаге итеративной процедуры. Методы Шварца –
Кристоффеля для многоугольных областей [4, 5] работают для областей, которые
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можно эффективно приблизить многоугольниками. Сложность этого метода за-
ключается в поиске вспомогательных параметров для удачной первой итерации.
Г.Т. Симм предложил решать задачу построения конформного отображения све-
дением к интегральному уравнению [6]. Им было предложено несколько линейных
уравнений, но не был предложен алгоритм решения этих уравнений.

Существуют также методы построения конформного приближенного отобра-
жения единичного круга на односвязную область. Метод Теодорсена [7] применим
только для звездных областей. Этот метод использует гармонически сопряженные
функции для нахождения перепараметризации границы контура и последователь-
ные итерации. Метод Форнберга [8] – итерационный метод построения полиноми-
ального отображения – требует хорошего первого приближения. Все эти методы
требуют хорошо подобранного начального приближения отображения. Итераци-
онный метод Вегмана [9, 10] предлагает для численного построения конформного
отображения решение вспомогательных краевых задач для построения соответ-
ствующих итераций. Алгоритм zipper [11] отображает единичный круг на много-
угольную область. Этот алгоритм строит отображение как композицию конформ-
ных отображений на полуплоскости с разрезами, то есть опять представляет собой
последовательность итераций.

Аналитический метод перепараметризации граничной кривой, предложенный
впервые в [12], строго обоснованный в [13] и примененный в настоящей работе,
имеет следующие преимущества перед перечисленными методами: решение имеет
полиномиальный вид, что облегчает приложения решения к другим задачам [14,
15], решение не использует вспомогательные построения (см. [8, 16–18]) и итера-
ции (см. [10, 19, 20]). Аналитический метод основан на приближенном решении
интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода сведением к системе линейных
уравнений и легко программируется. Интегральное уравнение Фредгольма – след-
ствие необходимого и достаточного условия того, чтобы заданная на контуре функ-
ция была граничным значением функции, аналитической в соответствующей об-
ласти [21]. Это соотношение дано в [21] для произвольной однолистной области и
основано на формуле Сохоцкого и интегральной формуле Коши. Здесь для случая
самопересекающейся границы и многолистной области задача тоже сводится к ин-
тегральному уравнению Фредгольма, для вывода которого применяется изменен-
ная интегральная формула Коши для разных подобластей. Метод демонстрируется
на примере области, расположенной на двулистной римановой поверхности.

В случае области, лежащей на римановой поверхности, сведение построения
конформного отображения к интегральному уравнению возможно аналогично слу-
чаю однолистной области. При этом необходимое и достаточное условие того, что
заданная на замкнутой кривой функция является граничным значением некото-
рой функции, аналитической в находящейся на римановой поверхности области,
ограниченной данной кривой, примененное в для отображения единичного круга
на односвязную и однолистную область и обеспечивающее появление интегрально-
го уравнения, следует несколько изменить. В работе построен пример подобного
отображения единичного круга на двулистную область.

Пусть ζ(z) – искомое отображение. Функция φ(z) является аналитической в об-
ласти D тогда и только тогда, когда выполнено соотношение

ln
1

|z(t)| + i(θ(t)− argz(t)) =
1
πi

∫

L1

ln
1

|z(τ)| + i(θ(τ)− argz(τ))

z(τ)− z(t)
z′(τ) dτ+

+
1

3πi

∫

L2

ln
1

|z(τ)| + i(θ(τ)− argz(τ))

z(τ)− z(t)
z′(τ) dτ. (1)
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Здесь θ(t) – функция, выражающая зависимость полярного угла θ единичной
окружности от параметра t контура L = L1

⋃
L2 , ограничивающего область D .

Рассмотрим теперь мнимую часть последнего соотношения, обозначим разность
θ(t)−argz(t) через q(t) и получим следующее уравнение Фредгольма второго типа
на q(t) :

q(t) =





1
π

2π∫

0

q(τ)
∂(arg(z(τ)− z(t)))

∂τ
dτ+

+
1
π

2π∫

0

ln |z(τ)|∂[ln |z(τ)− z(t)|]
∂τ

dτ, t ∈ L1,

1
3π

2π∫

0

q(τ)
∂(arg(z(τ)− z(t)))

∂τ
dτ+

+
1
3π

2π∫

0

ln |z(τ)|∂[ln |z(τ)− z(t)|]
∂τ

dτ, t ∈ L2.

(2)

Схема решения после построения основной системы уравнений для данной мно-
голистной области повторяет шаги, представленные в [13] для односвязной области
D ⊂ C . Если решение интегрального уравнения представляет собой ряд Фурье

q(t) =
∞∑

n=1

αn cos(nt) + βn sin(nt), (3)

то приближенное решение этого уравнения можно представить в виде

q(t) =
M∑

n=1

αn cos(nt) + βn sin(nt). (4)

Здесь число M нужно брать настолько большим, чтобы функция θ(t) = q(t) +
+arg(z(t)) была монотонно возрастающей. Решаем полученную конечную систему
линейных уравнений на αn , βn и восстанавливаем q(t) .

Построение конформного отображения единичного круга на область,
расположенную на римановой поверхности

Рассмотрим сначала решение интегрального уравнения Фредгольма второго
рода

X(t) =

2π∫

0

G(τ, t)X(τ) dτ + Y (t). (5)

Здесь X(t) – неизвестная функция, G(τ, t) – 2π -периодическая функция по обеим
переменным, Y (t) – 2π -периодическая функция по t . Соответственно, решение
тоже 2π -периодично, то есть представимо в виде ряда Фурье. Заметим, что инте-
гральное уравнение вида (5) появляется, например, при решении задачи Дирихле
для плоской области методом потенциалов [22].

Пусть интегральное уравнение однозначно разрешимо в линейном простран-
стве интегрируемых функций. Сведем решение уравнения к решению бесконечной
системы линейных уравнений. Тогда приближенное решение интегрального урав-
нения будет иметь вид конечной частной суммы ряда Фурье, так как бесконечная
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Рис. 1. Двулистная область

система заменяется усеченной конечной системой. Оказывается, что для усеченной
системы линейных уравнений достаточно высокого порядка решение тоже будет су-
ществовать и сходиться к решению интегрального уравнения.

Напомним основное утверждение, обеспечивающее существование конформного
приближенного отображения [13].

Лемма. Пусть существуют такие числа j, p > 1 и константа U > 0 , что
∣∣∣∣
∂j+pG(τ, t)

∂tj∂τp

∣∣∣∣ ≤ U,

и функция Y (t) обладает ограниченной второй производной: |Y ′′(t)| < T . Тогда
приближенное решение однозначно разрешимого интегрального уравнения Фред-
гольма второго рода (5) , может быть сведено к решению конечной линейной
системы с ошибкой, которую можно оценить как O(1/N2) . Здесь N – порядок
конечной системы.

В случае области, лежащей на римановой поверхности, сведение построения
конформного отображения к интегральному уравнению также возможно. При
этом необходимое и достаточное условие того, что заданная на замкнутой кри-
вой функция является граничным значением некоторой функции, аналитической
в находящейся на римановой поверхности области, ограниченной данной кривой,
примененное в [13] и обеспечивающее появление интегрального уравнения, следует
несколько изменить. Рассмотрим это на примере двулистной области.

Пусть L = ∂D – граница двулистной области D , тогда для интеграла типа
Коши

Φ(z) =
1

2πi

∫

L

φ(τ)
τ − z

dτ

определены Φ+(z) , z ∈ D , Φ−(z) , z 6∈ D [21]. Пусть функция φ аналитична в об-
ласти D . Обозначим часть контура, не накладываемую на сам контур, через L1 .
Участки контура, ограничивающие область неоднолистности, обозначим через L2

(рис. 1).
Для точек z в зависимости от их расположения относительно D получим

∫

L

dτ

τ − z
=





2πi, z ∈ D+,

0, z ∈ D−,

πi, z ∈ L1,

3πi, z ∈ L2.
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Следовательно,

lim
z→t+

[
1

2πi

∫

L

φ(τ)
τ − t

dτ − φ(t)
2πi

∫

L

1
τ − t

dτ

]
= Φ+(t)− φ(t),

lim
z→t−

[
1

2πi

∫

L

φ(τ)
τ − t

dτ − φ(t)
2πi

∫

L

1
τ − t

dτ

]
= Φ−(t),

1
2πi

∫

L

φ(τ)
τ − t

dτ − φ(t)
2πi

∫

L

1
τ − t

dτ = Φ(t)− φ(t)/2, t ∈ L1,

1
2πi

∫

L

φ(τ)
τ − t

dτ − φ(t)
2πi

∫

L

1
τ − t

dτ = Φ(t)− 3φ(t)/2, t ∈ L2.

Для t ∈ L2 получим Φ+(t) − φ(t) = Φ−(t) = Φ(t) − 3φ(t)/2 . Тогда в терминоло-
гии [21]

Φ+(t) = −1
2
φ(t) +

1
2πi

∫

L

φ(τ)
τ − t

dτ, t ∈ L2,

Φ−(t) = −3
2
φ(t) +

1
2πi

∫

L

φ(τ)
τ − t

dτ, t ∈ L2.

Следовательно,

φ(t) =
2
3

1
2πi

∫

L

φ(τ)
τ − t

dτ =
1

3πi

∫

L

φ(τ)
τ − t

dτ, t ∈ L2.

ln
ζ(z)
z

– аналитическая функция в D в том и только том случае [21], когда

ln
1

|z(t)| + i(θ(t)− argz(t)) =
1
πi

∫

L1

ln
1

|z(τ)| + i(θ(τ)− argz(τ))

z(τ)− z(t)
z′(τ) dτ+

+
1

3πi

∫

L2

ln
1

|z(τ)| + i(θ(τ)− argz(τ))

z(τ)− z(t)
z′(τ) dτ, (6)

где θ(t) – зависимость полярного угла θ на границе единичного круга от исходного
параметра t контура L – границы D .

Значит, для φ(z) = ln(ζ(z)/z) получим уравнения, аналогичные уравнениям
из [13], но на участках контура, ограничивающих область неоднолистности, необ-
ходимо поделить правую часть на 3 согласно формуле (2).

Далее, следуя рассуждениям, проведенным в [13] для односвязной области:
1) составляем бесконечную систему относительно коэффициентов Фурье искомой
функции; 2) решаем конечную систему в соответствии с приведенной леммой; 3)
найдя соответствие между параметрами t и θ , приближенно восстанавливаем z(ζ)
в виде полинома, перепараметризуя граничную кривую.

Затем строим приближенное решение интегрального уравнения по формулам
(3), (4).
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Приближенное решение интегрального уравнения по лемме сводится к решению
системы линейных уравнений

(
AA AB
BA BB

)(
α
β

)
=

(
F
G

)
, (7)

где

α =




α1

· · ·
αM


 , β =




β1

· · ·
βM


 .

Векторы

F =




f1

· · ·
fM


 , G =




g1

· · ·
gM




правой части системы согласно формуле (2) состоят из элементов

fl =
(
−

∑

j

Im zl
j +

∑

k

Im ẑ−l
k

)
1
l

+
1
π2

2π∫

0

ln |z(τ)| dτ

∫

L1

L(τ, t) cos(lt) dt+

+
1

3π2

2π∫

0

ln |z(τ)| dτ

∫

L2

L(τ, t) cos(lt) dt,

gl =
( ∑

j

Re zl
j +

∑

k

Re ẑ−l
k

)
1
l

+
1
π2

2π∫

0

ln |z(τ)| dτ

∫

L1

L(τ, t) sin(lt) dt+

+
1

3π2

2π∫

0

ln |z(τ)| dτ

∫

L2

L(τ, t) sin(lt) dt, l = 1, . . . , M.

Блок-матрицы AA, AB, BA, BB порядка M согласно формуле (2) состоят из
элементов

AA =


δln − 1

π2

2π∫

0

cos(nτ) dτ

∫

L1

K(τ, t) cos(lt) dt−

− 1
3π2

2π∫

0

cos(nτ) dτ

∫

L2

K(τ, t) cos(lt) dt




M

l,n=1

,

AB =


− 1

π2

2π∫

0

sin(nτ) dτ

∫

L1

K(τ, t) cos(lt) dt−

− 1
3π2

2π∫

0

sin(nτ) dτ

∫

L2

K(τ, t) cos(lt) dt




M

l,n=1

,
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BA =


− 1

π2

2π∫

0

cos(nτ) dτ

∫

L1

K(τ, t) sin(lt) dt−

− 1
3π2

2π∫

0

cos(nτ) dτ

∫

L2

K(τ, t) sin(lt) dt




M

l,n=1

,

BB =


δln − 1

π2

2π∫

0

sin(nτ) dτ

∫

L1

K(τ, t) sin(lt) dt−

− 1
3π2

2π∫

0

sin(nτ) dτ

∫

L2

K(τ, t) sin(lt) dt




M

l,n=1

.

Здесь δln – дельта-функция Кронекера.

Пример. Построим приближенное отображение единичного круга на область,
лежащую на двулистной римановой поверхности и ограниченную самопересекаю-
щейся кривой

z(t) = −0.05e4it − 0.55e2it + eit − 0.05e−2it + 0.05e−4it, t ∈ [0, 2π].

Решим систему, соответствующую уравнениям (2). Получим для полинома сте-
пени 35 , отображающего единичный круг на область, ограниченную заданной са-
мопересекающейся кривой и лежащей на римановой поверхности, картину, пред-
ставленную на рис. 2.

Полином, дающий отображение единичного круга на неоднолистную область
с заданной границей, имеет вид

− 0.00164298ζ35 − 0.00136456ζ34 − 0.0011142ζ33 − 0.00120001ζ32−
− 0.00138477ζ31 − 0.0011375ζ30 − 0.000504466ζ29 − 0.000313748ζ28−
− 0.000801963ζ27 − 0.00126193ζ26 − 0.000746909ζ25 + 0.000038404ζ24−
− 0.000517881ζ23 − 0.0020071ζ22 − 0.00287575ζ21 − 0.00138472ζ20−
− 0.000646775ζ19 − 0.00278893ζ18 − 0.005697ζ17 − 0.00624325ζ16−
− 0.000982626ζ15 − 0.00192618ζ14 − 0.00649747ζ13 − 0.0126356ζ12−
− 0.00905622ζ11 + 0.00769869ζ10 − 0.00675355ζ9 − 0.00999969ζ8−
− 0.0398029ζ7 + 0.00415075ζ6 + 0.0478242ζ5 − 0.0585483ζ4+

+ 0.0140739ζ3 − 0.507787ζ2 + 1.01976ζ.

Наибольшее отклонение исходной граничной кривой от границы области, по-
лученной построенным отображением единичного круга на двулистную область,
равно 0.02 .

На рис. 2 видно, что образы окружностей радиусов 1 и 0.9 имеют самопересе-
чения, а образ окружности радиуса 0.8 его не имеет.
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Рис. 2. Аппроксимация двулистного отображения: слева – граница неоднолистной обла-
сти при построенном полиномиальном отображении степени 35 и образ концентрических
окружностей, справа – исходная кривая
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Abstract

A construction method for approximate conformal mapping of the unit disk onto a Riemann
surface (a map with a self-overlapping image)has been described. An example has been pro-
vided to illustrate the applicability of the method to conformal mapping of the unit disk onto
a two-sheeted covering of the domain by a Riemann surface.

The function construction is based on the approximate solution of the second kind Fredholm
integral equation by reducing it to the finite linear equation system, so the construction is easily
programmable.

The necessary and sufficient condition for the function given on the closed curve to be
the boundary value of some function analytic in the region on the Riemann surface bounded
by the given curve is naturally somewhat different from that for one-connected and one-sheeted
domains. We have applied this condition for a multiply-sheeted region.

Let z(ζ) be the function that maps the unit disk onto a multiply-sheeted region conformally.
For the function φ(z) = ln(ζ(z)/z) , we write the equations similar to that for one-connected
and one-sheeted domains. Note that for our example with two-sheeted domain it is necessary to
divide the right-hand side of our relations by 3 for the points on the contour sections bounding
the nonunivalent region.

The solution then repeats the steps of the one-sheeted domain situation for our case.

Keywords: conformal mapping, Riemann surface, analytic function, Fredholm equation

Figure Captions

Fig. 1. The two-sheeted domain.

Fig. 2. Approximation of the two-sheeted mapping: on the left – the border of the self-
overlapping domain in case of the constructed 35-degree polynomial mapping and the image
of concentric circles, on the right – the source curve.
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