
Ó×ÅÍÛÅ ÇÀÏÈÑÊÈ ÊÀÇÀÍÑÊÎ�Î �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÅÍÍÎ�Î ÓÍÈÂÅ�ÑÈÒÅÒÀÒîì 150, êí. 4 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè 2008
ÓÄÊ 519.21ÄÈÕÎÒÎÌÈß ÄËß ÊËÀÑÑÀ ÊÂÀÇÈÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÛÕÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉÑ.�. ÕàëèóëëèíÀííîòàöèÿÏîíÿòèå êîíòèãóàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðîÿòíîñòíûõ ìåð âïåðâûå ââåëË. Ëå Êàì â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èðàçëè÷åíèÿ áëèçêèõ ãèïîòåç. Â äàííîé ñòàòüå ýòî ïîíÿòèå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àéíûå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ äîêàçàíû òåîðåìû î äèõîòîìèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòèãóàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðîÿòíîñòíûõ ìåð, êâàçè-ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äèõîòîìèÿ.ÂâåäåíèåÂ ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷àõ òèïà çàäà÷è ðàçëè÷åíèÿ áëèçêèõ ãèïîòåç ÷àñòî òðåáó-åòñÿ ïðåäñêàçàòü âçàèìíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéêîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â êà÷åñòâå íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ èõ ¾áëèçîñòè¿ìîæåò ñëóæèòü êîíòèãóàëüíîñòü. Ïîíÿòèÿ êîíòèãóàëüíîñòè è ïîëíîé àñèìïòî-òè÷åñêîé ðàçäåëèìîñòè ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ÿâëÿþòñÿåñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè ïîíÿòèé ýêâèâàëåíòíîñòè è ñèíãóëÿðíîñòè ïàðû âå-ðîÿòíîñòíûõ ìåð (ñì. Ëå Êàì [1℄, �.Ø. Ëèïöåð, Ô. Ïóêåëüøåéì, À.Í. Øèðÿåâ [2℄).�îâîðÿò, ÷òî äëÿ êëàññà M âåðîÿòíîñòíûõ ìåð (ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðîÿò-íîñòíûõ ìåð) âûïîëíåíî óñëîâèå äèõîòîìèè, åñëè ëþáûå äâå ìåðû (ñîîòâåòñòâåííîïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåð) êëàññà M ëèáî ýêâèâàëåíòíû, ëèáî ñèíãóëÿðíû (ñîîò-âåòñòâåííî, ëèáî êîíòèãóàëüíû, ëèáî âïîëíå àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëèìû).Ïîñëå âûõîäà â ñâåò èçâåñòíîé òåîðåìû Êàêóòàíè îá ýêâèâàëåíòíîñòè è ñèí-ãóëÿðíîñòè ïðîäàêò-ìåð (ñì. [3℄) áûëè ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ ýòîãî ðå-çóëüòàòà (ñì. Ôåëüäìàí [4℄, �àåê [5℄, Ôåðíèê [6℄, Êàíòåð [7℄, Îêàçàêè [8℄). Ñàìûéîáùèé ðåçóëüòàò â ýòîé îáëàñòè ïîëó÷åí àâòîðîì â ðàáîòå [9℄ äëÿ êâàçèèíâàðè-àíòíûõ ýðãîäè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå ñ èçìåðèìûìñäâèãîì. Îí ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà êëàññ êâàçèèíâàðèàíòíûõ ýðãîäè÷åñêèõ îòíî-ñèòåëüíî íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåð, çàäàííûõ íà ïðîèçâîëüíîì âåðîÿòíîñò-íîì ïðîñòðàíñòâå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ñëóæèò ïðåîáðàçîâà-íèå ñäâèãà îòíîñèòåëüíî êâàçèñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîíÿ-òèå êâàçèñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ åñòåñòâåííûìîáîáùåíèåì ñòàöèîíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ â íàñòîÿùåéðàáîòå. Äëÿ íèõ ïîëó÷åí çàêîí ¾íóëÿ èëè åäèíèöû¿ è òåîðåìû î äèõîòîìèè.Ñ ïîñëåäíèìè ðåçóëüòàòàìè òåñíî ñâÿçàíû òåîðåìû î äèõîòîìèè äëÿ êëàññîâïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðîÿòíîñòíûõ ìåð. Â ýòîì íàïðàâëåíèè èìååòñÿ ðÿä ðàáîò,ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè àâòîðàìè: �.Ø. Ëèïöåð, Ô. Ïóêåëüøåéì, À.Í. Øèðÿåâ [2℄,Õîëë, Ëîéíåñ [10℄, Èãëñîí [11℄, B. Òýëåí [12℄, Ä.Õ. Ìóøòàðè, Ñ.�. Õàëèóëëèí [13℄,Ñ.�. Õàëèóëëèí [14℄.



148 Ñ.�. ÕÀËÈÓËËÈÍ1. Êâàçèñòàöèîíàðíîñòü è äèõîòîìèÿÏóñòü (Ω,A,P) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì Ω � ëèíåé-íîå ïðîñòðàíñòâî ëèáî àääèòèâíàÿ ãðóïïà, σ -àëãåáðà A èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíîñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ω ∈ Ω , H ⊂ Ω .Îïðåäåëåíèå 1. (ñì., íàïðèìåð, [8℄). Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà P íàçûâàåòñÿ:(i) H -êâàçèèíâàðèàíòíîé, åñëè ìåðû P è Pω ýêâèâàëåíòíû äëÿ âñåõ ω ∈ H ,ãäå Pω(A) = P(A − ω), A ∈ A ;(ii) H -ýðãîäè÷åñêîé, åñëè îíà H -êâàçèèíâàðèàíòíà è äëÿ âñåõ A ∈ A, 0 <
< P(A) < 1 , ñóùåñòâóåò òàêîå ω0 ∈ H , ÷òî P(A∆(A − ω0)) > 0.Òåîðåìà 1. Ïóñòü (Ω,A) � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì
Ω � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ëèáî àääèòèâíàÿ ãðóïïà, σ -àëãåáðà A èíâàðèàíòíàîòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ω ∈ Ω , P è Q � äâå H -ýðãîäè÷åñêèå âåðî-ÿòíîñòíûå ìåðû íà A , H ⊂ Ω . Òîãäà ìåðû P è Q ëèáî ýêâèâàëåíòíû, ëèáîñèíãóëÿðíû.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ðàáîòå [9℄ äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà H � ëèáîëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ëèáî àääèòèâíàÿ ïîäãðóïïà Ω .Ïóñòü äàëåå (Ω,A,P) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, T � èçìå-ðèìîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ω â ñåáÿ, òî åñòü äëÿ ëþáîãî A ∈ A

T−1(A) = {ω ∈ Ω : Tω ∈ A} ∈ A.Îïðåäåëåíèå 2. Âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P íàçîâåì:(i) êâàçèèíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ T , åñëè ìåðû P è T · Pýêâèâàëåíòíû, ãäå T · P îçíà÷àåò îáðàç ìåðû P ïðè îòîáðàæåíèè T ;(ii) ýðãîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ T , åñëè îíà êâàçèèíâàðèàíòíàîòíîñèòåëüíî T , è èç òîãî, ÷òî
P(A∆T−1A) = 0äëÿ íåêîòîðîãî A ∈ A , ñëåäóåò, ÷òî P(A) ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå.Îòîáðàæåíèå T ïðè ýòîì áóäåì íàçûâàòü êâçèèíâàðèàíòíûì (ýðãîäè÷åñêèì)îòíîñèòåëüíî ìåðû P .Òåîðåìà 2. Ïóñòü (Ω,A) � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, T � èçìå-ðèìîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Ω â ñåáÿ, P è Q - ýðãîäè÷åñêèå îòíîñèòåëüíîïðåîáðàçîâàíèÿ T âåðîÿòíîñòíûå ìåðû íà A. Òîãäà ìåðû P è Q ëèáî ýêâèâà-ëåíòíû, ëèáî ñèíãóëÿðíû.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ ëåììàõ.Ïóñòü (E, E) � íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî, µ è ν � äâå âåðîÿòíîñòíûåìåðû íà (E, E) . Ïóñòü äàëåå λ � ïðîèçâîëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, îòíîñèòåëüíîêîòîðîé ìåðû µ è ν ÿâëÿþòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè. Îáîçíà÷èì

Sµ =

{

x ∈ E :
dµ

dλ
(x) > 0

}

, Sν =
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x ∈ E :
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}
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dλ
(x) è dν

dλ
(x) îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå �àäîíà �Íèêîäèìà ñîîòâåòñòâåííî ìåð

µ è ν îòíîñèòåëüíî ìåðû λ .



ÄÈÕÎÒÎÌÈß ÄËß ÎÄÍÎ�Î ÊËÀÑÑÀ. . . 149Ëåììà 1. i) Äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ìåð µ è ν íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû Sµ = Sν λ-ïî÷òè íàâåðíîå.ii) Äëÿ ñèíãóëÿðíîñòè ìåð µ è ν íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Sµ∩ Sν = ∅
λ-ïî÷òè íàâåðíîå.Ëåììà 2. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:i) µ � êâàçèèíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ T ìåðà íà (E, E) ;ii) T−1Sµ = Sµ λ-ïî÷òè íàâåðíîå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ïóñòü ìåðû P è Q íåýê-âèâàëåíòíû è íåñèíãóëÿðíû. Ïóñòü λ = (P + Q)/2. Îáîçíà÷èì S = SP ∩ SQ .Òîãäà ïî ëåììå 1 èìååì: S 6= SP, S 6= SQ, S 6= ∅ λ-ïî÷òè íàâåðíîå. Ïîêàæåì,÷òî òîãäà T−1S = S λ-ïî÷òè íàâåðíîå. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî T−1S =
= (T−1SP) ∩ (T−1SQ) è ëåììû 1. Çíà÷èò, λ(S∆(T−1S)) = 0 . Òàê êàê ìåðà P àá-ñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû λ , òî P(S∆T−1S) = 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èòýðãîäè÷íîñòè ìåðû P îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ T . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èåäîêàçûâàåò òåîðåìó.Ïóñòü äàëåå ξ = (ξk)

∞

k=1
� íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà

(Ω,A,P) , ãäå Ω � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, σ -àëãåáðà A èíäóöèðîâàíà ïîñëå-äîâàòåëüíîñòüþ ξ , òî åñòü A = ξ−1(B(R∞)) , B(R∞) � áîðåëåâñêàÿ σ -àëãåáðà íà
R

∞ .Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, . . . )îáîçíà÷èì

skξ = (ξk+1, ξk+2, ξk+3, . . .),

Pξ � ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ â ïðîñòðàíñòâå R
∞ .Äëÿ ìíîæåñòâà

A = {ω : (ξ1(ω), ξ2(ω), ξ3(ω), . . .) ∈ B},ãäå B ∈ B(R∞) , ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
s−1

k A = {ω : (ξk+1(ω), ξk+2(ω), ξk+3(ω), . . .) ∈ B}.Ïðåîáðàçîâàíèå s−1

k íà σ -àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ ñäâèãîì ìíîæåñòâà âäîëü ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè.Îïðåäåëåíèå 3. Ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξk) íàçîâåì êâàçèñòàöèî-íàðíîé îòíîñèòåëüíî ìåðû P , åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ è Pskξ ýêâèâàëåíòíû äëÿâñåõ k ∈ N .Îïðåäåëåíèå 4. Ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξk) íàçîâåì ýðãîäè÷åñêîéîòíîñèòåëüíî ìåðû P , åñëè îíà êâàçèñòàöèîíàðíà è èç òîãî, ÷òî
P(A∆ s−1

k A) = 0äëÿ âñåõ k ∈ N , ñëåäóåò, ÷òî P(A) ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ñäâèãà îòíîñèòåëüíî êâàçèñòàöèîíàðíîé ýðãîäè-÷åñêîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ êâàçèèíâàðèàíòíûì ýðãîäè÷åñêèìïðåîáðàçîâàíèåì.Òåîðåìà 3. Ïóñòü â èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,A) çàäàíû äâå âåðîÿòíîñò-íûå ìåðû P è Q , ξ = (ξk) � ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýðãîäè÷åñêàÿ îòíî-ñèòåëüíî ìåð P è Q . Òîãäà ìåðû P è Q ëèáî ýêâèâàëåíòíû, ëèáî ñèíãóëÿðíû.



150 Ñ.�. ÕÀËÈÓËËÈÍÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2.Ïðèâåäåì óñëîâèÿ ýðãîäè÷íîñòè ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïóñòü ξ =
= (ξk) � òàêàÿ êâàçèñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ïðîñòðàíñòâå (Ω,A,P) ,÷òî äëÿ âñåõ k ∈ N, E ξk = 0, Eξ2

k = 1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ar
l àëãåáðó, ïîðîæäåííóþñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè (ξl, ξl+1, . . . , ξr), l < r . Ïóñòü

ρ(n) = sup
k

sup
ζ,η

E ζη → 0 ïðè n → ∞, (1)ãäå âòîðîé ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì ζ , èçìåðèìûì îòíîñè-òåëüíî àëãåáðû Ak
1 , è ïî âñåì ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì η , èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíîàëãåáðû A∞

k+n .Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî
α(n) = sup

k

sup
A∈Ak

1
,B∈A∞

k+n

|P(A ∩ B) − P(A)P(B)| → 0 (2)ïðè n → ∞ (ñì., íàïðèìåð, Þ.À. �îçàíîâ [15, ãë. 4, � 10℄).Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξk)ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A ∈ A , B � èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ âäîëüïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξk) ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ âñåõ k ∈ N

P(B∆s−1

k B) = 0.Òàê êàê σ -àëãåáðà A èíäóöèðîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ξk) , òî äëÿ ëþáîãî
ε = ε(k) íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà A(k) ∈ Ak

1 è B(k) ∈ A∞
k+n , ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N

P(A∆A(k)) < ε(k), P(B∆B(k)) < ε(k).Çíà÷èò, |P(A ∩ B) − P(A)P(B)| < 3ε(k) . Òîãäà èç óñëîâèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ε(k) → 0

|P(A ∩ B) − P(A)P(B)| → 0,è ïðè A = B ïîëó÷àåì:
P(B) = P(B)P(B).Ñëåäîâàòåëüíî, P(B) ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå.Ïðèìåð 1. Ïóñòü ξ = (ξk) � ãàóññîâñêàÿ íåçàâèñèìàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü N (ak, 1) . �àññìîòðèì óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé Pξ è Pskξ.Ïóñòü πn � îòîáðàæåíèå èç R

∞ â R
n :

πn{(ω1, ω2, · · · )} = (ω1, ω2, · · · , ωn),Èìååì äëÿ ω ∈ R
n :

d(πn ·Pξ)

d(πn ·Pskξ)
(ω) = exp

{

n
∑

i=1

(ai − ai+k)ωi −
1

2

n
∑

i=1

(a2
i − a2

i+k)

}

.Ïðè n → ∞ ýòî âûðàæåíèå ñõîäèòñÿ Pξ -ïî÷òè íàâåðíîå òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà
sup

k

∞
∑

i=1

(a2
i − a2

i+k) < ∞(ñì., íàïðèìåð, Ê. Ïàðòàñàðàòè [16, ãë. 6, � 48℄). Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòè Pξè Pskξ ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ïîñëåäíåå óñëîâèå.



ÄÈÕÎÒÎÌÈß ÄËß ÎÄÍÎ�Î ÊËÀÑÑÀ. . . 151Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ξk) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêèýðãîäè÷åñêîé.Òåîðåìà 4 (çàêîí ¾íóëÿ èëè åäèíèöû¿ äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Ïóñòü ξ = (ξk) � êâàçèñòàöèîíàðíàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ ñëó-÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà ïðîñòðàíñòâå (Ω,A,P) , χξ � ¾õâîñòîâàÿ¿ îò-íîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξk) σ -àëãåáðà. Åñëè A ∈ χξ , òî âåðîÿòíîñòü
P(A) ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ χξ � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
k ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî B(k) ∈ B(R∞) , ÷òî

A = {ω : skξ(ω) ∈ B(k)}.Ïîëîæèì B =
⋂∞

k=1
B(k) . Èìååì òîãäà

{ω : skξ(ω) ∈ B} = {ω : ξ(ω) ∈ B}äëÿ âñåõ k ∈ N , òî åñòü ¾õâîñòîâîå¿ ñîáûòèå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíîñäâèãîâ âäîëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ξk) . Òîãäà èç ýðãîäè÷íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ξk) ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü P(A) ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî åäèíèöå.Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,A,P) çàäàíû äâåñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ = (ξk) è η = (ηk) , ïðè÷åì σ -àëãåáðà A èíäóöè-ðîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ξ è η . Îáîçíà÷èì äëÿ âñåõ k ∈ N

µk(B) = Pskξ(B), νk(B) = Pskη(B),ãäå B ∈ B(R∞) . Ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ è η íàçîâåì:(i) êîíòèãóàëüíûìè, åñëè êîíòèãóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñ-ïðåäåëåíèé (µk) è (νk) ;(ii) âïîëíå àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëèìûìè, åñëè òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé (µk) è (νk) .Òåîðåìà 5. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,A,P) çàäàíû äâå ñëó-÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ = (ξk) è η = (ηk) . Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ è ηÿâëÿþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòè P , òî îíè ëèáî êîíòèãó-àëüíû, ëèáî âïîëíå àñèìïòîòè÷åñêè ðàçäåëèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû è
µk(Ak) → 0 ïðè k → ∞,ãäå Ak ∈ B(R∞) : skξ ∈ Ak. Ñóùåñòâóåò òàêîå ¾õâîñòîâîå¿ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ξ ìíîæåñòâî B , ÷òî
P(B) = lim

k→∞
µk(Ak) = 0.Äîïóñòèì, ÷òî lim

k→∞
νk(Ak) = α . Íàéäåòñÿ òàêîå ¾õâîñòîâîå¿ îòíîñèòåëüíî ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè η ìíîæåñòâî B′ , ÷òî

P(B′) = lim
k→∞

νk(Ak) = α.Ïîñêîëüêó B′ � ¾õâîñòîâîå¿ ìíîæåñòâî ýðãîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ïîòåîðåìå 4 ïðåäåë α ðàâåí íóëþ èëè åäèíèöå.



152 Ñ.�. ÕÀËÈÓËËÈÍÏðèìåð 2. Ïóñòü ξ = (ξk) è η = (ηk) � äâå êâàçèñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (1). Òîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ýðãîäè÷åñêèìèè, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ äèõîòîìèè.Ïðèìåð 3. Óêàæåì óñëîâèÿ êîíòèãóàëüíîñòè ãàóññîâñêèõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àé-íûõ ïîñëåäîâàòåëåé. Ïóñòü (γk) è (ζk) � ãàóññîâñêèå íåçàâèñèìûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè N (ak, 1) è N (bk, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà îíè êîíòèãóàëüíû òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ðÿä
∞
∑

k=1

(a2
k − b2
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